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In  due  modi  differenti  si  possono  intendere  le  ricerche  sulla 
scienza  delle  età  che  furono.  Si  può  infatti  proporsi  di  seguire  ac- 
curatamente, colle  opere  esistenti  alla  mano,  l'apparire  e  lo  svol- 
gersi delle  singole  idee  direttrici,  tenendo  conto  delle  vicende  che 
attraversarono  i  più  eminenti  pensatori  nelPintento  di  scoprire  dove 
essi  possono  aver  trovato  lo  stimolo  o  l'ispirazione  alle  loro  inve- 
stigazioni od  eventualmente  incontrati  i  germi  delle  scoperte  che 
ad  essi  si  attribuiscono;  è  questo  il  compito  preciso  delio  storico 
nello  stretto  senso  della  parola,  il  quale  nell*  adempierlo  arriva  a 
distinguere  nettamente  le  questioni  storiche  esaurite  da  quelle  che 
dall'avvenire  attendono  una  soluzione  definitiva.  Ma  si  può  anche 
prescindere  in  gran  parte  dagli  uomini  e  fare  la  storia  delle  idee,  se- 
guendone sin  che  si  può  lo  svolgimento  in  base  ai  materiali  esistenti, 
spingendosi  poi  a  colmare  le  lacune  che  nel  loro  insieme  si  avvertono 
col  ricostruire  il  processo  logico  che  presumibilmente  avrà  diretto  i 
pensieri  degli  indagatori  passati.  Il  primo  di  tali  modi  di  procedere 
si  accosta  a  quello  seguito  dai  bibliografi,  esige  di  regola  una  copiosa 
e  svariata  erudizione  e  mena  di  consueto  a  conclusioni  da  nessuno 
combattute,  per  converso  da  molti  sfruttate.  Il  secondo  invece  si  può 
ritenere  modellato  su  quello  proprio  dello  scienziato  procedente  alla 
ricerca  di  nuovi  veri.  Se  del  primo  indirizzo  è  oggi  maestro  insuperato 
M.  Cantoei,  del  secondo  il  più  eminente  e  schietto  rappresentante  è  il 
celebre  geometra  H.  G.  Zeuthen  ;  ben  lo  sanno  i  nostri  lettori  che 
conoscono  ed  apprezzano  a  dovere  la  geniale  sua  opera  intorno  alla 
teoria  delle  sezioni  coniche  dell'antichità  f). 


(*)  Per  essere  la  Ungna  danese  poco  conosoitita,  ne  cito  la  versione  tedesca  fatta  da 
B.  ▼.  FiscHSK  Bbvzom  ed  intitolata  :  Dte  Ltìvre  von  dar  Keffdschnitten  in  AUertum  (Kopenha- 
gen  1886). 
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Ed  in  tale  situazione  egli  si  riafferma  con  le  Leziohi  sulla  storia 
delle  matematiche  nelV antichità  e  nell'evo  di  mezzo,  uscite  in  danese 
nel  1 8.93  (')  ed  ora  in  tedesco  (**)  e  sulle  quali  intendiamo  con  queste 
linee  attrarre  1*  attenzione  degli  studiosi  e  degli  insegnanti.  In  esse 
l'autore  si  è  proposto  di  esporre  quel  tanto  di  storia  che  a  suo  avviso 
importa  di  sapere  tanto  agli  studenti  quanto  ai  professori  di  mate- 
tiche elementari,  cioè  non  tanto  di  far  conoscere  i  più  minuti  par- 
ticolari biografici  e  storici,  non  già  chi  per  primo  abbia  scoperto  una 
proposizione  od  usato  un  procedimento,  ma  sibbene  di  porre  in  luce 
le  forme  primitive  sotto  cui  apparvero  le  varie  verità  ed  i  vari  pro- 
cedimenti nonché  le  applicazioni  che  ne  furono  fatte  in  origine.  E  un 
libro  frutto  di  lavoro  originale,  di  indole  piuttosto  matematica  che 
storica,  giacché  in  ultima  analisi  è  uno  studio  approfondito  dei 
grandi  scrittori,  inteso,  meno  forse  a  determinare  quello  che  sapeva 
un  certo  scienziato,  una  certa  generazione,  un  certo  popolo,  che 
a  porre  allo  scoperto  le  intime  ragioni  per  cui  i  teoremi  e  le  dimo- 
strazioni dovevano  per  ineluttabile  necessità  presentarsi  nella  forma 
in  cui  li  incontriamo.  La  genialità  di  tali  indagini  è  evidente  ed  il 
valore  dei  risultati  a  cui  esse  condussero  verrà  riconosciuto  da  tutti, 
anche  da  coloro  che  saranno  recalcitranti  ad  inserirli  nel  catalogo 
delle  conquiste  fatte  dalia  storia  delle  matematiche. 

Se  una  cosa  ci  è  impossibile  non  lamentare  è  che  tali  risultati 
siano  esposti  sotto  una  forma  dogmatica  che  ne  cela  ai  profani 
l'elemento  ipotetico  ("*),  il  quale  era  per  converso  esplicitamente 
rilevato  nell*  opera  storica  anteriore  del  medesimo  autore  (tale 
mutazione  è  forse  T  espressione  dell'essersi  nell'  autore  raflfermata 
la  fede  nella  verità  delle  tesi  originali  da  lui  già  sostenute  ?).  Di 
più  —  ed  è  questo  l'altro  appunto  che  ci  permettiamo  di  muovere 
all'opera  di  cui  ci  occupiamo  —  la  preponderanza  dell'  elemento  so- 
stanziale sull'elemento  storico-cronologico  fa  porre  in  non  cale  alcune 
questioni  di  cui  soltanto  la  risoluzione  a  venire  darà  a  certe  illazioni 

f 

(*)  Forlaeoning  over  Mathemaiikena  Historie  af  H.  G.  Zeuthkv.  Oldtid  og  Middelalder 
(Kjòbenhavn  18G8). 

{**)  Oeschichte  der  McUhematik  in  AUertum  MittdaJUer,  Vorlesungen  von  H.  G.  Zeuthsv 
Professor  an  der  Univeraitdt  Kopenhagen  (Kopenhagen  1806). 

{***)  Cito  ad  esempio  raffermazione  che  e  i  Porismi  (di  Euclide)  contenevano  parecchie 
dello  proposizioni  sulle  trasversali  e  le  punteggiate  che  vengono  oggi  esposte  nella  goo- 
metria  projettiva  >  (p.  37). 
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tutta  la  desiderabile  saldezza;  basti  qui  ricordare  a  sostegno  di  tale 
osservazione  la  questione  eroniana,  che,  nel  suo  stato  attuale,  non 
permette  di  delineare  la  figura  di  Erone  con  la  stessa  precisione  di 
quanto  sia  possibile  ad  es.  per  Archimede,  e  le  incertezze  intorno 
all'età  in  cui  fiori  Diofanto,  le  quali  rendono  mal  sicure  le  relazioni  fra 
l'algebra  dei  Greci  e  quella  degli  Indiani.  Tale  preponderanza  riesce 
evidente  al  solo  percorrere  l'indice  delle  lezioni  dello  Zeuthen,  ove  la 
divisione  in  sezioni  è  fatta  in  base  a  considerazioni  etnografiche  o 
cronologiche,  mentre  la  divisione  in  capitoli  è  determinata  dalle  varie 
questioni  matematiche  trattate. 

Il  lettore  che  ricorrerà  all'opera  originale  —  a  cui  auguriamo  una 
traduzione  italiana  che  ne  agevoli  la  diffusione  nelle  nostre  scuole 
medie,  alle  quali  essa  sembra  per  la  maggior  parte  indirizzata  —  vedrà 
qual  singolare  abilità  lo  Zeuthen  possiede  nella  scoprire  il  legame  che 
unisce  le  ricerche  che  a  prima  vista  possono  apparire  disgiunte,  ed 
apprenderà  delle  osservazioni  ingegnose  e  brillanti  le  quali  costitui- 
scono un  vero  commento  storico  critico  all'antica  geometria  ed  in 
ispecie  agli  Elementi  di  Euclide.  Mi  limito,  per  non  uscire  dai  limiti 
impostimi,  a  segnalare  specialmente  i  capitoli  sull'aritmetica  geome- 
trica e  sull'algebra  geometrica,  ove  sono  luminosamente  esposti  gli 
artifici  mediante  i  quali  gli  antichi  poterono  affrontare  anche  le  ri- 
ceixjhe  sulle  proprietà  dei  numeri,  in  virtù  dei  quali  artifici  la  geo- 
metria de'  Greci  abbraccia  in  ultima  analisi  pressoché  tutte  le  dira- 
mazioni delle  matematica  moderna. 

Un  altro  punto  di  grande  importanza  a  cui  lo  Zeothen  rivolse 
il  suo  fine  ed  acuto  senso  critico  è  quello  delle  ipotesi  sulle  quali 
Euclide  ha  eretto  il  proprio  edificio  geometrico  ;  e  poiché  le  questioni 
ivi  trattate  sono  di  quelle  che  destano  maggiore  intei^esse  nel  pub- 
blico a  cui  si  rivolge  il  Periodico  di  matematica,  credo  opportuno 
spogliarmi  della  veste  del  recensore  per  prendere  quella  più  modesta 
del  traduttore  riferendo  qui  completamente  le  originali  quanto  inge- 
gnose osservazioni  dell'eminente  geometra  danese  : 

Le  ipotesi  sulle  quali  Euclide  fonda  la  geometria  debbono  venir  rintrac- 
ciate nelle  definizioni,  nei  postulati  o  negli  assiomi  posti  in  principio  dei 
vari   suoi  libri.   Offrono   un   interesse   speciale   quelli   relativi  al   I   libro 
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giacché  essi;  nonché  i  risultati  che  sopra  essi  riposano,  servono  di  base  anche 
ai  libri  successivi.  Perciò  noi  ci  arresteremo  di  preferenza  su  di  essi,  com- 
pletandoli colle  nuove  ipotesi  introdotte  in  altri  libri.  Tuttavia  quelle  che 
si  riferiscono  a  teorie  speciali,  quale  sarebbe  la  teoria  delle  proporzioni,  ver- 
ranno da  noi  esaminati  più  innanzi  occupandoci  di  tali  teorie. 

Una  prima  lettura  delle  definizioni,  dei  postulati  e  degli  assiomi  di  Eu- 
clide mostra  indiscutibilmente  che  essi  non  sono  per  fermo  all'altezza  delle 
esigenze  formali  e  logiche  che  gli  antichi,  come  dicemmo,  hanno  sollevate. 
Si  vedrà  a  mo*  d'esempio  che  parecchie  definizioni  non  insegnano  niente 
intorno  a  quanto  doveva  essere  definito  e  quindi  non  danno  alcuna  garanzia 
che  in  corrispondenza  ad  esse  esista  realmente  qualche  cosa.  Cosi  la  defini- 
zione della  retta  non  dice  niente  dì  più  che  se  dicesse  :  c'è  una  certa  cate- 
goria di  linee  che  si  chiamano  rette.  Di  qual  specie  di  linee  si  tratti,  cioè 
quali  siano  le  proprietà  della  retta,  che  oggidì  si  introdurrebbero  nella  de- 
finizione, viene  fatto  conoscere  soltanto  ne'  postulati  i  quali  dicono:  noi  par- 
tiremo da  ciò  che  la  retta  possiede  queste  e  queste  proprietà.  Anche  i  po- 
stulati e  gli  assiomi  sono  enunciati  con  una  tale  brevità  che  può  sembrare 
enigmatica  e  che  è  in  aperto  contrasto  colla  prudente  prolissità  con  cui  è 
trattato  tutto  ciò  che  si  trova  nelle  proposizioni  propriamente  matematiche 
nelle  loro  dimostrazioni. 

La  ragione  di  ciò  è  che  nelle  definizioni,  nei  postulati  e  negli  assiomi 
viene  indicato  tutto  quello  che  il  matematico  è  autorizzato  a  presupporre 
nel  corpo  di  dottrina,  ma  non  viene  dato  alcuno  chiarimento  o  alcuna  illu- 
strazione del  «  come  » ,  né  alcuna  dimostrazione  del  «  perchè  » .  Lo  scopo  è 
principalmente  di  dare  un  catalogo  completo  di  quanto  si  supporrà  il  quale 
sia  cosi  intelligibile  che  qtiando  si  dovrà  servirsene  dia  dei  ragguagli  tanto 
chiari  che  riesca  evidente  in  ogni  caso  di  non  avere  adoperato  né  più  né  meno 
di  quanto  ave  vasi  il  diritto;  per  converso  non  si  dà  importanza  alle  astrazioni 
che  guidarono  a  stabilire  i  concetti  e  ad  attribuir  loro  mediante  postulati 
ed  assiomi  precisamente  quelle  certe  determinate  proprietà,  e  nemmeno  alle 
prove  di  avere  effettivamente  soddisfatto  la  condizione  di  non  attribuire  loro 
né  soverchie  né  insufficienti  proprietà.  Come  matematico  Euclide  si  ritiene 
responsabile  soltanto  di  questo  che  colui  il  quale  gli  accorda  tutte  queste  cose, 
poi,  astretto  dalla  forza  delle  sue  deduzioni,  sia  obbligato  a  concedergli  tutto 
quello  che  egli  ne  deduce.  Deve  perciò  sperimentalmente  dimostrare  che  ha 
stabilito  un  numero  sufficiente  di  ipotesi.  Che  egli  non  ne  abbia  fatte  troppe, 
non  si  può  dimostrare  con  altrettanta  facilità;  ma  ove  egli  avesse  com- 
messo tale  errore,  sarebbe  stato  esposto  ad  apprenderlo  da  altri  scienziati. 
I  quali  avrebbero  potuto  convincernelo  sia  dimostrando  che  alcune  delle 
sue  supposizioni  sono  fra  loro  contradditorie,  sia  deducendo  alcune  di  esse 
dalie  rimajienti. 

Volendo  valutare  a  dovere  le  ipotesi  geometriche  esplicitamente  fatte 
dagli  antichi  e  specialmente  da  Euclide  si  deve  badare  a  quello  che  sono 
tali  ipotesi  piuttosto  che  alla  mancanza  di  notizie  sulla  loro  provenienza  o 
alla  forma  sotto  cui  ci  si  presentano.  Si  vedrà  allora  che  sono  le  medesime 
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di  quelle  sa  cui  noi  oggidì  erigiamo  la  geometria  e  che  vengono  esposte 
in  modo  cosi  sicuro  e  completo,  che  meritano  di  servire  sempre  di  modello 
anche  a  coloro  che  potessero  giudicare  opportuno  di  introdurvi  aggiunte  o 
modificazioni.  Ciò  non  ostante  per  intenderle  pienamente  dovremo  qaa  e  là 
tener  presente  la  forma  imperfetta,  almeno  secondo  le  idee  moderne,  in  cui 
esse  sono  espresse. 

Cominceremo  dal  porre  in  disparte  quelle  Definizioni  le  quali  possono 
offrire  il  fianco  alla  critica.  Il  punto  è  definito  mediante  la  sua  indivisihilità 
(Libro  I,  Def.  1).  Partendo  da  esso  si  procede  alla  Unea  considerata  come 
lunghezza  senza  larghezza  (I,  2),  alle  superficie  con  lunghezza  e  larghezza 
(I,  b)  e,  nell'XI  libro,  al  solùio  con  lunghezza,  larghezza  e  profondità  (XI,  1). 
Queste  definizioni  non  spiegano  in  alcim  modo  per  qual  via  si  arrivi  ai  con- 
cetti di  punto,  linea,  superficie  e  corpo,  pongono  dunque  come  ipotesi  su 
cui  lavorare  che  si  sia  già  in  possesso  di  tali  concetti  e  si  sia  in  grado  di 
comprendere  il  significato  delle  frasi  :  il  punto  ha  zero  dimensioni,  la  retta  ne 
ha  una,  ecc.  ;  in  esse  è  poi  inclusa  la  possibilità  di  concepire  una  retta  come 
luogo  geometrico  di  punti,  una  superficie  di  linee  e  un  solido  di  superficie. 
In  pratica  per  giungere  in  possesso  di  tali  concetti  di  regola  bisognerà  per- 
correre, non  questa  via  sintetica  che  va  dal  punto  alla  linea,  alla  superficie 
ed  al  solido,  ma  la  via  analitica  opposta,  partendo  dal  corpo  come  qualche 
cosa  di  dato  a  priori,  e  considerando  le  superfìcie  come  limiti  di  corpi,  ecc. 
Che  agli  antichi  non  fosse  ignota  tal  via  per  giungere  a  questi  concetti,  emerge 
da  un'altra  serie  di  definizioni  —  cioè  XI,  2,  I,  6,  e  I,  3  —  le  quali  però  in 
Euclide  non  fanno  la  parte  di  nuove  definizioni  di  superficie,  linea  e  punto, 
ma  sono  soltanto  informazioni  intorno  al  modo  in  cui  sono  limitati  i  corpi, 
le  superficie  e  le  linee. 

Ho  già  rilevato  come,  non  nelle  definizioni,  ma  sibbene  nei  postulati  com- 
binati con  uno  degli  assiomi,  si  dovesse  cercare  la  spiegazione  di  ciò  che 
fosse  una  rettcu  Anche  l'esistenza  della  circonferenza  è  accertata  soltanto 
dai  postulati,  giacché  diversamente  da  quanto  accadde  per  la  retta,  la  de- 
finizione di  essa  (I,  5)  dice  piuttosto  troppo  che  troppo  poco.  Essa  infetti 
non  soltanto  afferma  essere  tutti  i  punti  della  circonferenza  equidistanti 
dal  centro,  ma  eziandio  essere  il  cerchio  una  figura,  cioè  una  porzione  di 
piano  limitato  dalla  circonferenza,  ed  essere  il  centro  interno  a  quella  linea. 
Se  non  si  aggiunge  che  la  circonferenza  comprende  tutti  i  punti  dotati  di 
quella  proprietà,  il  primo  dei  dati  surriferiti  rende  per  nulla  superfluo  un 
carattere  atto  a  distinguere  la  periferia  da  un  arco  di  circolo.  Tale  nuovo 
dato  può  quindi  accampare  dei  diritti  ad  un  posto  fra  le  definizioni.  Del  resto 
vedremo  che  esso,  anche  se  non  avesse  potuto  trovare  luogo  qui,  avrebbe 
dovuto  venire  accolto  tra  i  postulati,  vuoi  sotto  questa,  vuoi  sotto  altra 
forma. 

Al  contrario  la  definizione  di  diametro  di  un  cerchio  ha  un'appendice 
senza  dubbio  superflua,  non  soltanto  nella  definizione,  ma  anche  fra  le  ipo- 
tesi. Giacché  ivi  é  detto,  non  soltanto  che  il  diametro  passa  pel  centro,  ma 
anche  che  biseca  il  cerchio.  Quest'ultima  proposizione  é  un  teorema  che  si 
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può  dimostrare  tenendo  conto  della  congruenza  delle  due  parti  in  cui  il  cerchio 
è  diviso  da  un  diametro.  Forse  qualche  editore  lo  ha  più  tardi  inglobato  nella 
definizione,  non  trovandolo  fra  i  teoremi  di  Euclide. 

La  definizione  di  angolo  data  da  Euclide  è  vu  ta  circa  quanto  la 
definizione  di  retta.  A  tale  difetto  viene  posto  riparo  con  gli  assiomi  nei 
quali  sono  stabiliti  dei  contrassegni  generali  per  distinguere  se  una  quan- 
tità geometrica  sia  maggiore,  eguale  o  minore  di  un'altra  della  medesima 
specie.  Infatti  questi  contrassegni  si  possono  applicare  anche  agli  angoli  e 
siccome  è  in  pari  tempi  insegnato  come  gli  angoli  possano  venire  addizio- 
nati, cosi  si  arriva  in  tal  modo  a  una  classe  di  grandezze  ben  definite.  Si 
osservi  del  resto  che  la  primitiva  definizione  di  angolo  è  applicabile  anche 
ad  angoli  fra  linee  curve.  Ed  in&tti  questo  concetto  è  usato  nella  proposi- 
zione m,  16,  in  cui  è  dimostrato  che  la  retta  perpendicolare  al  diametro 
passante  per  un  punto  deUa  circonferenza  forma  con  questa  un  angolo  mi- 
nore di  quello  fiitto  da  qualunque  altra  retta,  in  altri  termini  si  accosta 
alla  circonferenza  più  di  ogni  altra  retta. 

*  * 

I  i*08TIjLATI  stabiliti  da  Euclide  nel  I  libro  sono,  se  ci  atteniamo  alla 
revisi  ne  del  testo  più  recente  e  più  degna  di  fede  (*),  i  seguenti  : 

1.  Condurre  una  retta  da  un  punto  ad  un  altro. 

2.  Prolungare  indefinitamente  una  retta  limitata. 

S.  Descrivere  un  cerchio  con  dato  centro  e  dato  raggio. 

4.  Tutti  gli  angoli  retti  sono  fra  loro  eguali. 

5.  Se  una  retta,  segante  altre  due,  forma  con  queste  da  una  parte  due 
angoli  interni  minori  in  somma  di  due  retti,  quelle  due  rette  prolungate 
all'infinito  si  taglieranno  dalla  parte  ove  la  somma  è  inferiore  a  due  retti. 

Tutte  le  costruzioni  che  nascono  applicando  questi  postulati  sono  quelle 
che  in  pratica  si  effettuano  con  riga  e  compasso.  Ma  sarebbe  erroneo  il  con- 
siderarli esclusivamente  da  questo  punto  di  vista.  Lo  si  vede  fra  l'altro  da 
ciò  che  facendolo  i  due  ultimi  postulati  dove  si  trovano  non  sarebbero  più 
al  loro  luogo  ;  appunto  da  questo  i  più  antichi  editori  si  sono  lasciati  indurre 
in  errore  e  li  allogarono  fra  gli  assiomi. 

Come  si  vede  riga  e  compasso  non  sono  nemmeno  menzionati.  Il  loro  uso 
condurrebbe  ad  un'idea  imperfetta  della  retta  matematica  e  del  cerchio  ma- 
tematico. I  tre  primi  postulati  non  spiegano  in  alcun  modo  —  cosa  che  del 
resto  osservammo  in  generale  riguardo  alle  ipotesi  di  Euclide  —  donde  pro- 
venga o  con  quali  mezzi  si  effettui,  quello  di  cui  si  tratta.  Essendo  in  idtima 
analisi  i  problemi  degli  antichi  proposizioni  sull'esistenza  e  le  loro  soluzioni 
dimostrazioni  della  esistenza  di  ciò  che  si  tratta  o  di  ciò  che  si  cerca,  i  ]X>- 
stulati  sono  asserzioni  di  esistenza^  delle  quali  si  chiede  l' accettazione  per 
vere  senza  dimostrazione  o  verificazione.  Le  asserzioni  incluse  nei  tre  primi 
postulati   dicono   soltanto  che  vi  è  una   retta  passante   per  due  punti,  che 


(*;  EucUdis  Elevienta;  edidlt  et  latine  interpretatus  est  J.  L.  Heiberg.  Lipeiae,  1863-88.  8.o 
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questa  si  può  prolungare  senza  limite  e  che  esiste  un  cerchio  avente  un 
centro  dato  ad  arbitrio  ed  un  raggio  dato  ad  arbitrio  uscente  da  questo, 
in  altre  parole,  un  cerchio  avente  un  dato  centro  e  passante  per  un  dato 
punto.  Che  U  terzo  postulato  debba  intendersi  appunto  in  questo  senso,  che 
esso  non  esiga  venga  ammessa  senza*  dimostrazione  l'esistenza  di  un  cerchio 
con  dato  centro  e  raggio  dato  in  una  posizione  qualunque  del  piano,  si  desume 
dal  &tto  che  Euclide  nella  seconda  proposizione  degli  Elementi  mostra  come 
la  determinazione  di  un  tale  cerchio  si  possa,  servendosi  della  costruzione 
di  un  triangolo  equilatero  insegnato  nella  prima  proposizione,  comporre  con 
le  costruzioni  prestabilite.  Siccome  ciò  è  effettivamente  possibile,  cosi  Euclide, 
introducendo  la  limitazione  richiesta  dal  terzo  postulato,  ha  adempiuto  al 
già  ricordato  dovere  di  non  supporre  troppo.  Se  invece  egli  avesse  avuto  in 
vista  l'esecuzione  pratica  col  compasso,  la  posizione  del  dato  raggio  sarebbe 
stata  indifferente;  si  può  anzi  osservare  che  la  via  tracciata  nella  seconda 
proposizione  non  fu  certamente  suggerita  tenendo  conto  del Peffettuaz ione  dei 
disegni. 

Concepito  in  tal  modo  il  significato  dei  postulati,  è  chiaro  non  essere 
sufficiente  di  postulare  l'esistenza  di  rette  e  circoli  determinati  nel  modo 
più  semplice.  Le  costruzioni  geometriche  debbono  venire  eseguite  in  modo 
che  i  vari  punti  siano  determinati  come  intersezioni  di  linee  e  servano  poi 
a  determinare  delle  nuove  linee.  Epperò  l'esistenza  di  punti  di  intersezione, 
come  quella  delle  linee,  deve  venire  postulata,  essendo  impossibile  che  quella 
sia  una  conseguenza  di  questa.  Epperò  nel  quinto  postcdato  viene  posta, 
come  nuova  ipotesi,  che  due  rette  si  tagliano,  pur  facendo  la  restrizione 
necessaria  affinchè  quell'asserzione  sia  vera,  restrizione  che  fa  qui  la  stessa 
parte  del  diorisma  in  un  problema.  Ove  non  fosse  stata  richiesta  col  postu- 
lato 5*  l'esistenza  del  punto  d'intersezione,  le  soluzioni  dei  problemi  in  cui 
intervengono  i  punti  d'intersezione  di  rette  non  avrebbero  avuto  in  gene- 
rale il  carattere  di  dimostrazioni  dell'  esistenza  delle  figure  costruite  nel 
quale  appunto  risiedeva  il  risultato  essenziale  delle  costruzioni. 

Se  tale  modo  di  vedere  è  giusto,  si  avvertirà  la  mancanza  in  Euclide  di 
analoghi  postulati  che  accertino  l'esistenza  di  intersezioni  di  una  retta  con 
una  circonferenza  o  di  due  circonferenze.  Ma  la  determinazione  completa 
de'  casi  in  cui  l'intersezione  ha  luogo  effettivamente  esige  la  conoscenza  di 
parecchie  proposizioni  ed  è  forse  il  fatto  di  non  potere  fare  subito  questa 
determinazione  con  piena  generalità  che  ha  trattenuto  Euclide  dallo  stabi- 
lire i  relativi  postulati.  Tuttavia  in  generale  per  adoperare  il  cerchio  nelle 
costruzioni  sono  inevitabili  almeno  alcune  ipotesi  intorno  alle  intersezioni 
di  esso  colla  retta  e  con  altri  circoli  ;  ed  è  nelle  applicazioni  esposte  che  fa 
mestieri  cercare  quali  siano  quelle  adoperate  da  Euclide.  Cosi  si  vede  che 
nel  teorema  I,  12  per  essere  sicuro  che  un  cerchio  di  dato  centro  tagli  una 
certa  retta,  egli  &  passare  questo  cerchio  per  un  punto  posto  rispetto 
alla  retta  dalla  parte  opposta  del  centro  del  cerchio,  nel  teorema  1  ritiene 
evidente  che  due  cerchi  ognuno  dei  quali  ha  il  centro  sulla  periferia  del- 
l'altro si  taglino,  e  nel  teorema  22  che   un   cerchio  il  quale  passi  per  un 
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ptinto  interno  e  per  un  punto  estemo  alla  periferia  di  un  altro,  taglierà 
quest'altro.  Ohe  egli  si  fondi  su  queste  supposizioni  emerge  dai  passi  citati  ; 
altrove  egli  non  ammette  nulla  suU'  intersezione  di  cerchi  ira  di  loro  o  di 
rette  con  circoli  che  non  sia  stato  prima  dimostrato. 

Ora,  le  ipotesi  stabilite  esplicitamente  da  Euclide,  non  contengono  esse 
assolutamente  nulla  intorno  alle  ipotesi  di  fatto  dì  cui  egli  nei  citati  luo- 
ghi, e  specialmente  nella  proposizione  12,  si  mostra  pienamenfe  consapevole? 
I  postulati  certamente  no;  ma,  come  vedemmo,  la  linea  di  demarcazione 
tra  postulati  e  definizioni  non  è  cosi  netta  da  autorizzare  si  cerchi  soltanto 
fra  i  primi.  Di  più  è  chiaro  che  Euclide  può  rinvenire  l'autorizzazione  ad  usare 
queste  ipotesi  nell'aver  egli  detto  essere  un  cerchio  una  figura  contenente  il 
proprio  centro,  giacché  da  ciò  emerge  che  esso  taglierà  in  due  punti  una  retta 
stifficientemente  prolungata  se  essa  ha  il  proprio  centro  da  una  parte  di 
questa  retta  e  passa  per  un  punto  posto  dall'altra  parte  e  altrettanto  farà 
per  un'altra  circonferenza  se  questa  unisce  tm  punto  interno  ad  uno  esterno. 
Del  resto  si  osservi  che  in  certi  casi  si  può  dimostrare  analogamente  l'inter- 
secarsi di  rette  senza  invocare  il  postulato  5^,  tenendo  conto  del  fatto  che  i 
contorni  di  poligoni  limitano  pure  delle  aree  non  estendentisi  all'infinito.  Di 
tale  circostanza  &t  uso  Euclide  in  I,  21. 

Oi  manca  ancora  una  spiegazione  dell'esistenza  tra  i  postulati  dell'asser- 
zione dell'eguaglianza  di  tutti  gli  angoli  retti.  Dagli  assiomi  scaturisce  che 
tutti  gli  angoli  sono  eguali  quando  sono  congruenti,  e  soltanto  allora,  onde 
quell'asserzione  equivale  perfettamente  all'altra:  tutti  gli  angoli  retti  sono 
congruenti.  Siccome  un  angolo  retto  (nella  Def.  10)  è  caratterizzato  dalla 
proprietà  di  essere  eguale  al  proprio  adiacente,  cosi  quel  postulato  dice  in 
sostanza  che  l'angolo  oggi  da  noi  chiamato  piatto  ha  una  grandezza  deter- 
minata, ossia  che  il  prolimgamento  di  una  retta  al  di  là  di  un  estremo  è 
determinato  univocamente.  Una  piena  conferma  che  appunto  questo  devesi 
intendere  si  ha  osservando  che  quel  postulato  è  in  fatto  applicato  in  questo 
senso  nella  dimostrazione  del  teorema  I,  14. 

Per  conseguenza  il  postulato  4^^  è  un  complemento  al  2**  dal  momento 
che  dice  essere  univoca  la  determinazione  del  prolungamento  di  una  retta; 
ad  esso  dunque  competeva  un  posto  fra  i  postulati  e  non  fra  gli  assiomi. 
n  lettore  moderno  non  avrebbe  avvertito  la  mancanza  di  quel  postulato, 
perchè  egli,  essendo  abituato  a  vedere  tenuto  conto  del  numero  delle  solu- 
zioni, avrebbe  ritenuto  che  l'univocità  fosse  già  inclusa  nel  postulato  2°. 
Ma,  messo  ora  in  quest'ordine  di  idee,  egli  avvertirà  tosto  l'assenza  di  un 
altro  postulato,  di  quello  cioò  che  afferma  anche  l'univocità  della  determi- 
nazione della  retta  insegnato  dal  1^  postulato.  Di  tale  univocità  Euclide  fa 
uso  esplicitamente  rcl^a  proposizione  I,  4  ove  egli,  nel  corso  della  dimostra- 
zione, adopera  come  argomento  che  «  due  rette  non  possono  includere  al- 
cuno spazio  »  ;  ma  quest'  asserzione,  che  equivale  a  dire  essere  univoca  la 
retta  determinata  dal  1**  postidato,  non  si  trova  tra  le  fatte  ipotesi.  In  ciò 
vi  è  indubbiamente  un'incoerenza.  Essa  venne  notata  ^  dall'antichità  e  sug- 
gerì agli  editori  di  includere  l'ipotesi  esplicitamente  applicata  in  I,  4  o  —  prò- 


babilmente  dapprima  —  fra  i  postulati  o  fra  gli  assiomi.  Tale  nuovo  postulato 
dice  poi  anche  essere  univoca  la  determinazione  di  un  punto  data  dal  5^  po- 
stulato come  intersezione  di  due  rette. 

Al  contrario  non  &  mestieri  supporre  l'univocità  della  determinazione 
di  un  cerchio  mediante  centro  e  raggio  insegnati  dal  3**  postulato.  Giacché 
qui  si  può  far  uso  ancora  dell'essere  il  cerchio  nelle  definizioni  di  Euclide 
determinato  più  completamente  della  retta.  Perciò  Euclide  è  in  grado  di 
dimostrare,  nei  teoremi  III,  6  e  6,  che  due  cerchi  concentrici  non  possono 
tagliarsi  o  secarsi,  che  quindi  il  completo  luogo  geometrico  dei  punti  aventi 
da  un  dato  punto  la  stessa  distanza  che  ha  un  altro  punto,  consta  soltanto 
di  una  curva  chiusa,  che  in  altri  termini  al  8*  postulato  non  corrisponde 
che  un  cerchio. 

I  postulati  P,  2^,  4^  e  5^  di  Euclide,  completati  dall'ipotesi,  applicata  nella 
proposizione  I,  4,  che  il  primo  postulato  dia  una  determinazione  univoca, 
e  da  un'altra  ipotesi  che  vedremo  contenuta  nel  7^  assioma,  esprimono  tutte 
le  proprietà  della  retta  usate  nei  fondamenti  della  geometria.  Come  vedremo 
Euclide  ha  cosi  quasi  senza  avvedersene  stabilite  nello  stesso  tempo  le  pro- 
prietà fondamentali  del  piano.  La  definizione  di  piano  data  esplicitamente 
(I,  7)  è  altrettanto  insignificante  di  quella  di  retta.  Il  piano  è  ancora  men- 
zionato nelle  definizioni  I,  8  e  15,  ove  è  detto  che  i  lati  di  un  angolo 
stanno  nello  stesso  piano  e  che  il  cerchio  è  una  figura  piana.  Maggiore 
importanza  ha  il  fatto  che  nei  postulati  proposti  è  tacitamente  supposto 
che  tutto  accada  in  un  medesimo  piano,  altrimenti  il  5^  postulato  sarebbe 
proprio  privo  di  senso.  Ora  la  proprietà  attribuita  al  piano,  specialmente 
dai  postulati  1°  e  2^,  consiste  in  ciò  che  esso  contiene  qualunque  retta 
passante  per  due  suoi  punti  nonché  il  prolungamento  di  essa.  Ove  Euclide 
l'avesse  stabilita  espressamente  avrebbe  ottenuto  un  solido  fondamento  per 
le  tre  proposizioni  dell'XI  libro  che  dicono  che  una  retta  parzialmente  posta 
in  un  piano  non  può  mai  uscire  da  esso,  che  due  rette  segantisi  stanno  in  un 
piano  (e  lo  determinano)  e  che  la  linea  d'intersezione  di  due  piani  é  una 
retta  ;  egli  invece  congegna  alcune  altre  dimostrazioni,  di  cui  quella  per  la 
proposizione  XI,  1  suppone  l'esattezza  della  proposizione  XI,  2,  la  quale  a 
sua  volta  é  basata  sopra  la  XI,  1.  Dal  ^unto  di  vista  logico,  come  anche 
per  la  forma  e  pei  principi  fondamentali,  la  trattazione  della  stereometria 
in  Euclide  é  assai  inferiore  alla  trattazione  della  planimetria,  del  che  noi 
troveremo  un  esempio  ancora  più  significante  parlando  degli  assiomi  ;  tut- 
tavia vedremo  che,  malgrado  questa  deficienza,  i  matematici  greci  conosce 
vano  i  teoremi  e  le  operazioni  stereometriche  in  un  ambito  molto  consi- 
derevole. 

Mentre  noi,  trattando  delle  definizioni  e  dei  postulati,  per  avere  un  rag- 
guaglio esatto  delle  ipotesi  che  le  une  e  gli  altri  esprimevano,  dovemmo  in 
parte  ricorrere  alle  applicazioni  che  Euclide  ne  fit  nelle  sue  proposizioni, 
all'opposto  quegli  Assiomi  del  I  libro,  la  cui  autenticità  non  può  essere  re- 
vocata ip  dubbio  e  di  cui  pertanto  noi  esclusivamente  ci  occuperemo,  cioè 
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gli assiomi  1-3  e  7-8  (*),  danno  notizia  in  modo  breve  quanto  chiaro  dei 
fondamenti  necessari  all'applicazione  dei  concetti  di  eguaglianza  e  dise- 
guaglianza alle  grandezze  in  generale  ed  alle  grandezze  geometriche  in 
particolare.  Il  primo  contributo  al  concetto  di  eguaglianza  è  dato  nell'as- 
sioma 1,  il  quale  dice  :  Le  quantità  che  sono  eguali  ad  una  medesima  quan- 
tità sono  fra  loro  eguali.  La  presenza  della  parola  «  eguale  »  nella  defini- 
zione del  concetto  di  eguaglianza  non  annienta  il  valore  di  tale  definizione, 
come  emerge  fra  l'altro  da  ciò  che  nella  definizione  inclusa  nell'assioma  non 
è  lecito  surrogare  la  parola  <  disuguale  »  con  «  uguale  ».  Essa  però  non  è 
sufficiente  a  porgere  un  concetto  di  grandezze  suscettibile  di  applicazione. 
A  tale  scopo  fa  mestieri  aggiungere  che  una  quantità  non  si  altera  divi- 
dendola in  parti  e  poi  riunendo  tutte  le  parti  ottenute.  Ciò  è  espresso  dagli 
assiomi  2  e  3,  i  quali  dicono  che  aggiungendo  o  togliendo  da  cose  eguali 
delle  cose  eguali  si  ottengono  cose  eguali.  Inoltre,  quando  si  vuol  conside- 
rare anche  la  diseguaglianza,  bisogna  aggiungere  che  si  ottiene  qualche  cosa 
di  più  piccolo  di  una  quantità  se  non  si  prendono  tutte  le  parti  in  cui  questa 
si  è  divisa  ;  è  quanto  dice  l'assioma  8  :  il  tutto  è  maggiore  di  una  parte.  É 
cosi  data  anche  una  definizione  dell'addizione  e  della  sottrazione  di  gran- 
dezze generali  ed  è  detto  che  l'ordine  degli  addendi  non  ha  influenza  sulla 
somma.  Osserviamo  che  il  concetto  di  grandezza  in  un'aritmetica  moderna  (**) 
è  definito  cosi  :  «  Per  quelle  proprietà  delle  cose  che  non  mutano  riunendo 
le  loro  parti  in  ordine  differente  dal  primitivo,  ma  si  perdono  se  alcune 
delle  parti  sono  tolte,  si  dice  che  le  cose  hanno  grandezza  » ,  e  che  questa 
definizione  esprime  esattamente  quanto  gli  assiomi  citati,  i  quali  anzi 
hanno  la  prerogativa  di  definire  un  po'  più  direttamente  che  cosa  è  l'eguale, 
il  maggiore  o  il  minore. 

Il  concetto  di  grandezza  deve  venire  completato  affinchè  ne  sia  possibile 
l'applicazione  a  speciali  categorie  di  grandezze,  quali  sarebbero  le  grandezze 
geometriche,  i  pesi  ecc.  ed  anche  alle  pure  grandezze  numeriche  astratte. 
Euclide,  pel  quale  la  grandezza  geometrica  coincide  con  la  grandezza  astratta 
—  giacché  essa,  nell'algebra  geometrica,  serve  a  rappresentare  grandezze  di 
qualunque  specie,  anche  numeri  —  è  costretto  a  dare  anzitutto  dei  contras- 
segni per  Veguaglianza  delle  grarìd^zze  geometriche  ;  gli  è  quello  che  egli  fa 
nel  7^  assioma  del  I  libro,  del  quale  noi  parleremo  fra  un  momento.  Intanto 
notiamo  che  nel  V  libro  è  esposta  una  diretta  rappresentazione  delle  gran- 
dezze astratte  mediante  rapporti  ed  insegnati  anche  i  caratteri  dell'egua- 
glianza e  della  diseguaglianza.  I  rapporti  aU'um&i  sono  numeri  nel  signifi- 
cato moderno  e  generale  di  questa  parola.  Ma  l'unità  non  è  introdotta  che 
nel  VII  libro  ed  applicata  poi  come  misura  delle  grandezze  ad  essa  com- 
mensurabili. Le  ipotesi  relative  verranno  da  noi  esaminate  assieme  al  resto 
di  quanto  contengono  questi  libri. 

Nell'assioma  7^*  del  I  libro  —  a  cui  noi  ritorniamo  dopo  questo  sguardo 


(^)  Buclidis  Mementa;  ed.  Heiberg.  Lipsiae,  1868^. 

(♦*)  Juurs  Petkrsen,  ArithmHik  og  Al{/ebra  til  Skotebrug.  —  Kjòbenliavn,  1879,  p.  8. 
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ad  una  determinazione  delle  grandezze  differenti  dalla  geometrica  ~-  è 
detto  essere  eguali  le  grandezze  che  sono  coincidenti  (congruenti)  o  pos- 
sono ridursi  a  coincidere.  Questo  carattere  distintivo  dell'eguaglianza  geo- 
metrica precede  naturalmente  quello  della  diseguaglianza  contenuto  nel- 
l'assioma 8^  e  che  non  esige  alcun  speciale  complemento  per  essere  appli- 
cato a  grandezze  geometriche.  Nell'assioma  7^  Euclide  addita  con  grande 
sicurezza  ciò  che  sarà  sempre  punto  di  partenza  di  ogni  ricerca  sulle  gran- 
dezze geometriche.  Si  noti  che  la  congruenza  s'incontra  già  nella  misura- 
zione pratica  la  quale  in  fondo  consiste  nell'enumerare  in  ciò  che  dev'essere 
misurato  una  serie  di  parti  eguali  all'unità  di  misura.  Inoltre  essa  trovasi 
tanto  nell'edificio  geometrico  di  Euclide  come  in  tutti  i  posteriori  che  trat- 
tano di  grandezze  geometriche  ;  infatti  sempre  si  prendono  le  mosse  dal 
fìitto  che  certe  grandezze  sono  eguali  per  essere  coincidenti  e  disegnali 
perchè  una  di  esse  è  una  parte  dell'altra,  ovvero  eguale  ad  una  parte  del- 
l'altra. Appunto  tale  procedimento  viene  applicato  da  Euclide  nel  I  libro 
per  dimostrare  quali  relazioni  intercedano  fra  l'eguaglianza  o  disegoaglianza 
di  lati  e  angoli  dello  stesso  triangolo  o  di  triangoli  differenti.  I  risultati 
ottenuti  vengono  combinati  colle  ipotesi  generali  sulle  grandezze  ;  egli  anzi 
si  industria  ad  applicare  il  meno  possibile  il  principio  geometrico  specifico 
della  eguaglianza;  cosi  nella  proposizione  I,  26  non  adopera  direttamente 
la  sovrapposizione  per  dimostrare  che  se  due  triangoli  hanno  eguali  una 
base  e  i  due  angoli  adiacenti  avranno  eguali  anche  gli  altri  lati,  ma  deduce 
questa  proposizione  per  assurdo  dai  casi  di  eguaglianza  di  triangoli  già 
trattati. 

Biguardo  a  rette  ed  angoli  l'eguaglianza  coincide  con  la  congruenza 
(sovrapponibilità).  Invece  per  linee  spezzate,  aree  e  volumi,  soltanto  dopo 
avere  dimostrata  l'eguaglianza  per  congruenza,  si  è  in  grado  di  dimostrare 
l'eguaglianza  senza  congruenza  coll'aiuto  di  un'argomentazione  fondata  sopra 
le  ipotesi  generali  intorno  alle  grandezze  :  ciò  ad  esempio  è  fatto  in  I,  36 
ove  è  dimostrata  l'eguaglianza  di  parallelogrammi  aventi  la  stessa  base  e 
la  stessa  altezza.  Alle  grandezze  delle  linee  curve  e  delle  superficie  da  esse 
limitate,  nonché  alla  grandezza  della  maggior  parte  dei  volumi  non  si  può 
giungere  che  con  passaggi  al  limite  che  venivano  dagli  antichi  eseguiti 
mediante  il  metodo  di  esaustione  ed  esigono  delle  nuove  ipotesi.  Lo  vedremo 
trattando  del  XII  libro  di  Euclide  e  dei  lavori  di  Archimede. 

Per  converso  dobbiamo  subito  osservare  che  il  modo  adoperato  da  Euclide 
per  applicare  alla  geometria  dello  spazio  il  postulato  7^  ha  una  menda  gravis- 
sima. Essa  dipende  dal  fatto  che  nella  stereometria  euclidea  si  cerca  invano 
la  distinzione  fra  eguaglianza  e  simmetria  ;  tuttavia  è  facile  riconoscere  che 
Euclide  non  ritiene  per  eguali  (sovrapponibili)  due  figure  simmetriche.  Giacché 
in  tal  caso  egli  avrebbe  ritenuto  di  possedere  nel  7^  assioma  un  fondamento 
sufficiente  alla  determinazione  dei  volumi.  Invece,  al  posto  di  esso,  egli  sta- 
bilisce una  nuova  ipotesi  che  può  servire  tanto  per  figure  eguali  quanto 
per  simmetriche.  Infatti  nella  10'  definizione  del  libro  XI  vengono  definite 
per  eguali  e  simili  due  figure  solide  limitate  dallo  stesso   numero  di  figure 


^ 


» 
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piane  eguali  e  simili.  Tale  definizione  racchiude,  oltre  una  denominazione, 
una  ipotesi  geometrica,  un  assioma  dunque,  quello  cioè  che  dice  aver  tali 
figure  il  medesimo  volume  (*).  Esso  è  applicato  nella  proposizione  XI,  29 
ove  è  dimostrato  essere  eguali  i  parallelepipedi  di  egual  base  ed  eguale  al- 
tezza ed  inoltre  nella  XI,  28  ed  è  dedotto  da  ciò  essere  eguali  i  due  prismi 
triangolari  di  cui  consta  un  parallelepipedo.  Ora  si  sa  che  i  prismi  che  nella 
prima  dimostrazione  vengono  trasportati  sono  eguali  e  che  i  prismi  trian- 
golari dell'ultima  proposizione  possono  essere  trasformati  in  prismi  eguali 
distribuendone  opportunamente  le  parti.  Gli  è  quanto  Euclide  non  può  avere 
osservato  ;  giacché  allora  Tintroduzione  di  un  nuovo  principio  per  l'egua- 
glianza dei  solidi  sarebbe  stata  superflua,  cosa  contraria  all'ordinario  suo 
modo  di  procedere. 

L'assioma  7^,  considerato  nelle  applicazioni  surriferite,  non  ha  sommi- 
nistrato che  un  carattere  dell'eguaglianza  geometrica  o,  se  meglio  piace, 
una  definizione  di  questa;  comunque,  è  ivi  inclusa  una  vera  ipotesi  geo- 
metrica, ossia  un  assioma  di  grande  importanza.  Esso  afferma  potersi  par- 
lare in  genere  di  figure  eguali  (sovrapponibili),  cioè  di  trasporto  di  figure  in 
altre  posizioni  dello  spazio.  In  forza  dell'assioma  di  Euclide  le  grandezze 
geometriche  determinano  tutto  quello  che  resta  invariato  durante  un  tale 
trasporto.  In  che  cosa  consista  tale  movimento  non  viene  però  in  alcun  modo 
dichiarato,  anzi  di  ciò  non  viene  nemmeno  fatto  cenno  nell'  assioma  ;  però 
dalle  applicazioni  emerge  che  si  deve  intendere  il  trasporto  materiale  noto 
pei  corpi  fisici  detti  invariabili. 

Se  noi  prima  abbiamo  detto  che  l'assioma  I,  7  è  necessario  a  caratteriz- 
zare pienamente  una  retta,  pensavamo  appunto  a  questo  che  Euclide,  ad 
esempio  nella  dimostrazione  dei  teoremi  sull'eguaglianza,  adopera  esplicita- 
mente la  presupposizione  che  la  retta  non  si  alteri  per  un  movimento. 

Come  potevasi  prevedere  i  capitoli  veramente  originali  dell'opera 
dello  Zeuthen  sono  quelli  che  concernono  la  matematica  de*  Greci, 
la  quale  fu  sino  a  poco  fa  il  campo  di  studi  da  lui  preferito;  e 
vai  la  pena  di  notare  come  egli,  dopo  averla  esaminata  nel  suo  stato 
di  floridezza  per  determinare  a  quali  doti  essa  dovette  la  facoltà  di 
riuscir  vincitrice  in  tante  e  cosi  memorabili  battaglie,  cerca  anche 
i  germi  della  malattia  che  la  condusse  a  perire,  arriva  anzi  a  farne 
una  diagnosi  soddisfacente  :  e  cosi  adempie  ad  uno  dei  precipui  com- 
piti dello  storico  della  scienza,  quello  cioè  di  determinare  le  ragioni 
della  transitorietà  di  certi  metodi. 

E  qui  facciamo  punto;  non  senza  però  avere  nuovamente  rac- 
comandata l'opera  dello  Zeuthen,  tanto  ai  cultori  della  storia  delle 

(*)  Caucuy  dimostrò  che  in  fatto  taU  figure  sono  sempre  egoaU  o  simmetriohe. 
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matematiche,  quanto  ai  professori  inclini  ad  introdurre  un  po'  di 
elemento  storico  e  critico  nella  trattazione  della  geometria,  indotti 
a  ciò  dalla  persuasione  di  ridurlo  meno  arido  e  più  vivace,  opperò 
di  rendere  più  facile  il  raggiungimento  del  fine  supremo  di  qual- 
siasi insegnamento,  che  è,  non  soltanto  di  far  apprendere,  ma  anche 
di  far  amare  la  scienza. 

Genova,  26  ottobre  1885. 


SULLE  FRAZIONI  CONTINUE  NUMERICHE 

Nella  presente  Nota  richiameremo  rapidamente  alcune  proposi- 
zioni, che  d'ordinario  non  sono  date  con  chiarezza  e  rigore  suffi- 
cienti, e  ne  dedurremo  alcune  formule  utili  (V.  11,  ...).  Daremo 
una  nuova  proposizione  molto  semplice  colla  quale  si  può  riconoscere 
se  una  data  frazione  continua  ad  elementi  positivi  sia  convergente  : 
e  ne  daremo  un'altra,  anch'essa  nuova  ed  importante,  con  la  quale 
si  può  decidere  in  molti  casi  se  una  frazione  continua  convergente 
abbia  valor  razionale  od  irrazionale  (V.  15,  17,  20,  ...). 

Definizioni  e  Trasformazioni. 

1.  Diremo  catena  di  più  frazioni  date  in  ordine  assegnato  la 
espressione  indicante  che  devesi  aggiungere  V  ultima  frazione  al 
denominatore  della  penultima,  il  risultato  ottenuto  al  denominatore 
della  terz'  ultima  e  cosi  via  fino  ad  aver  collegate  tutte  le  frazioni 
date;  e  diremo  valore  della  catena  il  risultato,  che  s'ottiene  ese- 
guendo le  operazioni  con  essa  indicate. 

Dicesi  n°^*  componente  d*una  catena  la  n^^  delle  frazioni  colle 
quali  la  medesima  è  formata. 

2.  Dicesi  frazione  continua  ogni  espressione  indicante  che, 
essendo  date  infinite  frazioni  oixlinarie  in  ordine  assegnato,  si  vo- 
gliono considerare  i  valori  della  prima  frazione  data,  della  catena 
d^lle  prime  due,  di  quella  delle  prime  tre,  di  quella  delle  prime 
quattro  e  cosi  via. 


t 

^ 
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Diremo  componente  n°^  d'una  frazione  continua  la  n™*  delle 
frazioni  colle  quali  la  medesima  è  formata;  e  diremo  n^^  catena 
d'una  /razione  continua  la  catena  delle  sue  prime  n  componenti. 
Diremo  elementi  i  numeratori  ed  i  denominatori  delle  componenti. 

Diremo  valori  d' una  /razione  continua  i  limiti  (*),  se  ve  ne 
siano,  dei  valori  delle  sue  catene.  Diremo  che  una  frazione  continua 
è  insignificante,  od  è  monovalente,  bivalente,  trivalente,  ecc.,  op- 
pure è  indeterminata  secondo  che  non  abbia  valori,  o  ne  abbia  uno, 
due,  tre,  ecc.,  oppure  abbia  infiniti  valori.  Una  frazione  continua 
si  dice  convergente,  quando  è  monovalente. 

3.  La  frazione  continua,  che  ha  per  componenti 


6,        6,        Ò3        b^ 


si  indica  in  uno  qualunque  dei  seguenti  modi: 


«i 


«1 


\  +  -* —  b,  + 

I.       I        "'Z 


«« 


^  + 


«3 


/'_?«_       -5»-        .?3_.     _fU_  \ 

«,        «»        «s "1    :    "«  _L  <»»   * 


6.+    *,+    *,+  ■   6.    ■    6,    ■    ft,    


3 


4.  Dalle  equivalenze  letterali 


*"    ,j  +  4-=j_i+      ' 


e  .  Ac    '         '      rf  '       .         — e 


6  +  _         Aft  +  -r-  »  + 


rf  d  '     e  -f-  d 

segue  immediatamente  che: 

Non  smalterà  il  valore  d'una  catena  di  frazioni^  se  si  mol- 
tiplicano per  uno  stesso  numero  i  due  termini  d' una  componente 
ed  il  numeratore  della  successiva. 

Non  s'altera  il  valore  d'una  catena  di  /razioni,  se  in  una 
componente  si  toglie  1  al  denominatore,  nella  successiva  si  au- 
menta il  denominatore  del  numeratore  e  mutasi  segno  al  nume- 
ratore, e  fra  le  due  s'interpone  la  nuota  componente -r-* 


(*)  V.  F.  Giudice:  Sulle  successioni.   Bendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo; 
Tomo  V,  1801,  pag.  280. 
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Per  le  catene  di  frazioni  sussistono  dunque  le  notevoli  formule 
di  trasformazioni: 

^  \b'  b'"'  b    '  b     /"•'  b       '  b/~ 

Frazioni  continue  generali. 

5.  Per  la  I)  si  ha  che:  Se  in  una  catena  di  frazioni  si  sop- 
prime il  denominatore  dell*ultima  componente  e  si  moltiplicano  per 
tal  denominatore  i  due  termini  della  penultima  componente,  s'ottiene 
una  nuova  catena,  che  ha  una  componente  di  meno  ed  è  equivalente 
alla  data. 

Se  si  sopprime  il  denominatore  dell*  ultima  componente  della 
catena  n°^  d'una  frazione  continua  e  si  moltiplicano  per  tal  deno- 
minatore i  due  termini  della  penultima  componente,  indi  si  fa  analoga 
operazione  sulla  nuova  catena,  poi  ancora  sulla  nuova  e  cosi  via, 
si  perviene  finalmente  ad  una  frazione  ordinaria,  che  tal  quale  risulta 
dicesi  ridotta  n"**  della  frazione  continua  ed  è  equivalente  alla  n"^ 
catena. 

6.  Teorema.  Ciascuno  dei  due  termini  della  n"**  ridotta  s'ottiene 
addizionando  i  termini  omonimi  delle  ridotte  antiprecedente  e  pre- 
cedente dopo  d*  averli  rispettivamente  moltiplicati  per*  numeratore 
e  denominatore  della  componente  n°^*. 

Dimostrazione.  Se  sono  dati  i  numeri 

le  equazioni 


III) 


a  u      —  b  u  =:  t/ 


a  u    ,  —  b  u  =z  u  ^, 


determinano  u, ,  u, ,  . . . .  in  funzione  delle  u^ ,  u^ ,  che  si  possono 
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lasciar  arbitrarie.    Trasformando   ciascuna  di  queste   equazioni  per 
mezzo  della  precedente,  si  trova  infatti: 

—  ^8  =  «1  ^^0  —  K  +  *i  \)  ^i 

^4  =  K^3    +   «1^^)   ^0   —    K*1    +   «2*3    +    *i^*3)  ^i 

cioè  si  trova  in  generale: 

IV)  (- ir*  «^.  =  \«*o -!*««. 

dove  X   e  (A    sono  formati  solamente  coi  numeri 

n  n 

«1  '   «2  '    .  .  .  •  >  fl^^  ì        0 ^  9   C/j  t   •  •  •  •  >   0^» 

Dividendo  per  d^u^  la  n"^*  delle  III)  e  trasformando  convenien- 
temente il  risultato,  si  trova: 

u  a 


onde  si  ha: 


n 


tt,    _  a,  w,   _  a, 


Trasformando   ciascuna  delle   prime  n  di  queste  relazioni  per 
mezzo  della  successiva,  si  ottiene: 

—  =  -. —  .     a. 


V)  "'        °'^NH-....     , 


Questo  risultato  prova  che,  se  le  arbitrarie  u^  od  u^  si  fissano 
in  modo  che  sia  nulla  u^^j,  il  rapporto  u^  :  w^  dà  il  valore  della 
catana  delle  n  frazioni 


«i    ««  «» 


*1       ^  *n 


Indicheremo  ciò  scrivendo: 


®       n-^.1 


ma  la  IV)  dà: 


0 '^^1  =  -  ^n 
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onde  ne  segue  essere: 

u.            b  +     * 

VI)               ^'       '^  >.  +  •... 

Osserviamo  ora  che  la  n°^  delle  equazioni  III)  e  la  IV)  danno  : 

Questa  è  dunque  un'equivalenza  per  valori  arbitrarli  delle  w^, 
u^;  debbono  quindi  essere  eguali  i  coefficienti  di  w^,  come  pure 
quelli  di  w^,  nei  due  membri  cioè  dev'essere: 

VII)  *  n    ^1  -T-      H    «^l 

Ma  dalla  VI)  e  da  quanto  precede  segue  che  X^  e  v-^  non  sono 

altro  che  numeratore  e  denominatore  della  ridotta  n"^*  della  frazione 

continua 

«1 

per  cui  le  VII)  provano  la  verità  del  teorema. 

7.  Si  riconosce  immediatamente  che  la  legge  di  formazione  delle 
ridotiey  che  è  espressa  dal  teorema  dimostrato,  vale  già  per  la  prima, 

se  ari  essa  s' antepongano  le  ridotte  virtuali  -^  e  -p.  Per  introdurre 
le  ridotte  virtuali  anche  nella  scrittura  della  frazione  continua,  basta 
osservare  che  è  identicamente: 

«1  1        , 

Per  le  ridotte  virtuali  sarebbacosi: 

X_^  =  l,  P._^  =  0;     X^  =  0,  ix,  =  L 

8.  Teorema.  Il  determinante  dei  termini  delle  ridotte  (n  —  1)°^ 
ed  n™*  è  uguale  al  prodotto  dei  numeratori  delle  prime  n  compo- 
nenti mutati  di  segno  :  quello  dei.  termini  delle  ridotte  (n  —  2)°^ 
ed  vH^  è  uguale  al  prodòtto  dei  numeratori  delle  prime  n  —  1  com- 
ponenti mutati  di  segno  per  il  denominatore  della  componente  n 

8 


.ma 
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DiMosTiuziONE.  Se  si  pone 


A    = 

n 


IL  U. 


>•.    .^ 

A^  —        fl'^  A 

n_t     »* 

n                  *^n     n_i  > 

l*n-.l*« 

e  si  tien  conto  della  VII),  si  riconosce  subito  essere  : 


=  K  A„_, 


per  cui,  essendo  A  ^  =  X,  t^^  —  X^  i*^  z=  —  a, ,  è 

fi—»  I 


-«.) 


a        u 

*  n— j  ~n 


=  *•  (—  «»_»)  (—  <^n_,)  •  •  •  (—  «,)  (—<»,)• 


]1  teorema  è  così  dimostrato,  cioè  si  ha: 


Vili) 


Vt  ^  —  ^«  I*-,  =  (—  1)*"*  «.«,•••  o^i  K- 


9.  Dalle  ultime  formule  deducesi  immediatamente: 


'»— 1 


IX) 


K  _   (-  0 


x_ 


(—  1)»-'  , 
a,  a.  ...  a    ,  c?^ 

V'n—I  Tn 


e  da  queste  e  dalla  identità 

A,==A.  +  (A.-A.)  +  ....  +  (A,^,-A^.)H-(ft,-A,_. 
segue  subito: 


1*31*4 


H-...-h(-l) 


w_i    ^iflg»»«fl, 


V-in» 


X) 


l*»n+I 


1*1  1*3 


«-_  =  A«_  4.  _^^i^4 


1*3  1*5 


+  ...+ 


f*«»— 1  l*i»+i 


l*?.»  I*i  IM*4  J*4l*fl  l*«n-ll*»n 

10.  Da  quanto  fu  detto  nel  precedente  numero  si  rileva  subito  la 
opportunità  di  porre  la  seguente  definizione:  Diremo  serie  equipol- 
lente, serie  dispari  e  serie  pari  della  frazione  continua 


^ 


•  ■»  •  .  JL» 


—  lo- 
fi  ^1^?      _,         ''l  ««  S  «1  «s  «3  «4 


\ ^1  °9  ^3 gt  g,  «3  g^  Òg 

f*l  1*1  !*.*  1*3  1*5 


■  •  •   ■   ■ 


•  ■  •   •  • 


1 1   Dalle  formule  VII)  deducesi  : 


X,  .     .  X 


^n-^V-n          _  ;,       i     ^     .  in-^i  "+-  l*n-l 
X  -4-  li.  ^n  "T  "n  '     \  X  M 

e  da  queste,  essendo  X^^  zzi  0,  p-^  z:z  1,  X^  zn  a^,  ji.^  iz:  ft^,  segue  im- 
mediatamente : 

12.  Dalla  prima  formula  IX)  deducesi. 

ossia,  per  la  seconda  delle  VII)  e  la  seconda  delle  XI): 

(^n X^_i   \    .    /   ^n_i _!b=!_\   

e  da  queste  segue  immediatamente  : 

=""  -^Sr = [■ + ^  (*-.  +  tìv  ■  ■  •  ^-K- 1)]  ■■■• 

13.  Teorema.  6te  le  quantità  u^,  u^  5ono  date  e  leu^,  "3»  ^4>  

^o«o  determinate  dalle  equazioni  III),  perchè  la  fi  azione  continua  : 

bi+     b,+     b3+  
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abbia  per  unico  valore  u^  :  u^ ,  è  necessario  e  su/Jtcenle  che  sia 
lim        (1^-hL)  :  (i     r   _l^n\  ^  ^ 

rfor^  X^  e  ixn  5ono  numeratore  e  denominatore  della  n°**  ridotta 
della  frazione  contimta. 

Dimostrazione.  Da  quanto  fu  detto  al  num.  6,  e  specialmente 
dalla  V),  segue  essere  : 


per  cui  è  : 


«l    _    ^.v-i  «n+i   H-  ^»«<n 

«0             f^i-i  ^n^i  -+-  l^n^^n 

è: 

K 

Wn-Hl   (^n_i    f*n          K  f*^i) 

^^.     __     K 

«1 

[^n-t               f*n 

«'o 

V-n 

t*n  (l*n_i   «n+i  +  [^n  «n) 

fri^n 

da  cui  si  vede  appunto  che  — ^  tende  all'unico  limite  u^  :  u^y  che  è 

quindi  unico  valore  della  frazione  continua,  allora  e  solo  allora  che  la 
condizione  enunciata  nel  teorema  è  soddisfatta. 

(ContinuaJ.  p^  GlUDICE. 


TEMI  DI  MÀTEHÀTIGA  DATI  PER  L*  ESAME  DI  MATURITÀ 

IN   GINNASI   E  SCUOLE  REALI   SUPERIORI   DELL' AUSTRIA-UNGHERIA 

alla  fine  degli  anni  scolastici  1891-92  e  1892-93. 


(Continuazione:  V.  pag.  27,  55,  97,  148,  184delCanno  IX  e  25,  58  delVanno  X). 

BuDWEis  :  t.  r.  Ginnasio  sup»  ted.  —  1 .  In  un  vaso  conico  col  vertice  in 
giù  e  confasse  verticale  Tacqua  contenutavi  ha  un  altezza  h:^37  cm.  e  una 
superficie  col  diametro  d=  i4  cm,  ;  dopo  immersavi  una  palla  di  sasso  Tacqua 
s*eleva  di  a  ^  4  cm.  ;  quaP  è  il  diametro  della  palla  ? 

2.  Trovare  x  dall'equazione  2  +  3  cot  2  a;  =  4  tg  a?. 

3.  Si  costruisca  il  cerchio  x*  +  y*=^2b  e  la  parabola  3y^=:  16a;  e  si 
calcoli  la  superficie  delle  parte  comune. 

Kremsier:  i.  r.  Ginnasio  sup.  ted,  —  1 . 6  »*  -4-  35  ar^  -4-  62  a?*  4-  35  »  +  6  ^0. 

2.  Qualcuno  paga  ad  una  banca  300  fr.  al  principio  di  ogni  anno  durante 
1 0  anni  per  procurarsi  il  diritto  ad  una  rendita  che  dui-i  per  20  anni  comin- 
ciando colla  fine  dell*  Iranno.  Quanto  importa  questa  rendita?  (4  7o)* 
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3.  Una  sfera  viene  tagliata  da  un  piano.  Qual*  è  la  superficie  di  ciascheduno 
dei  due  segmenti  sferici,  sapendo  che  il  primo  è  alto  3  dm.  ed  ha  un  angolo 
al  centro  di  38*  35' 18"? 

4.  Dal  punto  (9|  :=:  3,  t^^  =s  0  si  devono  guidare  delle  tangenti  alPiperbole 

^  —  Y^=  1  »  determinare  le  equazioni  di  queste  tangenti  e  le  coordinate  di 
contatto  per  quel  punto  di  contatto  che  ha  le  coordinate  positive. 

a-fl  a  — 1 


Klagbnfurt:  i.  r.  Ginnasio  «<p.  —  1.  3*'-^*  =  f^9«-*,  2^^=j/S^-^. 

2.  Da  una  via  retta  si  diramano  alla  distanza  di  1,5  km.  due  vie  rette,  la 
prima  a  sinistra  sotto  un  angolo  di  30%  e  Tal  tra  sotto  un  angolo  di  60*  a 
destra;  sulla  prima  si  arriva  dopo  4  km.  ad  un  luogo  A,  sulla  seconda  dopo 
2,5  km.  ad  un  luogo  B,  I  due  luoghi  sono  congiunti  da  una  via  retta  ;  quanto 
è  lunga  questa  ? 

3.  Per  il  fuoco  situato  suUa  parte  positiva  detrasse  delle  C9  ò  condotta  una 
corda  nelFellisse  16  ai^  +  2b  y*  =  400,  la  quale  taglia  Tasse  minore  dalla  parte 
negativa  per  metà.  Si  trovi  l'equazione  della  corda  e  della  tangente  e  normale 
parallela  alla  stessa. 

PiLSBN  ;  t.  r.  Ginnasio  sup.  ted.  —  1.  Un  prestito  di  120000  fr.  deve  ve- 
nire ammortizzato  entro  24  anni.  Qual*  è  la  quota  annua  da  pagarsi,  se  V  in- 
teresse  viene   calcolato   al  4  y^/o  ? 

2.  Dato  lo  spigolo  alla  base  a  d*  una  piramide  n^gonale  regolare  e  ran- 
gole Y  che  fa  una  faccia  laterale  colla  base,  trovarne  il  volume. 

(n  =  24,  a  =  18,7  m.,  y  =  32®  15'  IO"). 

3.  Si  domanda  il  perimetro  e  Tarea  del  triangolo  i  cui  lati  hanno  le  equa- 

1  IO 

aioni  y:=:3oo — 2,  y  =  a-l-14,  y=T*'^""3- 

Bressanone:  i.  r.  Ginnasio  sup»  —  1.  Si  domanda  quella  progressione 
geometrica  nella  quale  la  somma  del  primo  e  del  settimo  termine  è  195  ed  il 
quarto  termine  è  24. 

2.  Una  piramide  ottagonale  regolare  nella  quale  uno  spigolo  laterale 
a  =  64  cm.  fa  colla  base  uà  angolo  «  =  74°  42'  34"  deve  venir  fusa  in  una  sfera. 
Qual*  è  la  superficie  della  sfera  se  nella  fusione  va  perduto  TS  ®/^  ? 

3.  È  data  Tequazione  di  una  ellisse  16«*  +  25y*=3  400.  Si  devono  cer- 
care le  equazioni  delle  tangenti  guidate  alle  estremità  del  parametro  e  calcolare 
gli  angoli  formati  da  queste  col  parametro  ed  inoltre  Tarea  compresa  fra  il  pa- 
rametro e  Tarso  minore  dell'ellisse. 

Hall:  i.  r.  Ginnasio  sup.  —  1.  16»*-4-80io  =  69;  determinare  a?  me- 
diante funzioni  goniometriche. 

2.  Si  determini  ^41  per  mezzo  delle  frazioni  continue,  per  mezzo  del  teo- 
rema binominale  ed  abbreviatamente,  ogni  volta  con  5  decimali  esatti. 

3.  Si  determini  il  volume  di  una  piramide  formata  da  quattro  triangoli  iso- 
sceli congruenti  (sfenoide  tetragonale),  se  la  base  de*  triangoli  è  =  3  dm.  ed 
il  lato  =  5  dm. 
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4.  La  differenza  di  due  lati  di  un  triangolo  è  di  15  m.,  T  angolo  da  essi 
compreso  1 40*,  il  lato  opposto  84  m.;  risolvere  il  triangolo. 

Marburg:  t.  r.  Ginnasio  sup.  —  1.  Gli  angoli  (in  numeri  intieri)  di  un 
triangolo  sono  tali  che  la  quinta  parte  del  primo,  l'ottava  parte  del  secondo  e 
la  tredicesima  parte  del  terzo  fanno  insieme  2P.  Quali  sono  i  lati  del  trian- 
golo se  e  >•  &  e  l'area  del  triangolo  è  s  =  ì  a, 

2.  Costruire  e  trovare  l'equazione  di  quel  cerchio  che  ha  il  raggio  r  =  5  e 
passa  per  il  punto  P  (5,9)  e  tocca  la  retta  4a?4-3i/-f-3  =  0. 

3.  In  una  progressione  aritmetica  il  prodotto  dei  quattro  primi  termini  è 
=  —  15,  il  quoziente  del  secondo  e  del  terzo  termine  3.  Quanti  termini  si 
devono  sommare  perchè  la  somma  sia  =  0  ?. 

Ungarisch-Hradisch:  I.  r.  Ginnasio  sup,  — .  1 .  Qualcuno  pone  in  una  banca 
per  12  anni  al  principio  d'ogni  anno  380  f.  e  leva  negli  otto  anni  seguenti 
alla  line  d'ogni  anno  una  somma  tale  che  il  suo  avere  viene  consumato.  Qual'è 
questa  somma  venendo  calcolato  l'interesse  al  4  -^  ^/^  ? 

2.  In  un  triangolo  si  ha  a  :  &  z=:  63  :  52,  l'angolo  compreso  da  questi  due 
lati  è  Y=  22*37'  10"  ed  il  perimetro  p  =  70wi.  Viene  domandato  il  terzo  lato, 
gli  altri  due  angoli,  l'area  ed  i  raggi  dei  circoli  inscritto  e  circostritto. 

3.  Un  triangolo  coi  lati  di  41,  29  e  21  cm.  ruota  attorno  ad  un'asse  paral- 
lelo al  lato  maggiore  e  distante  da  questo  di  10  cm..  Qual'ò  la  superficie  ed  il 
volume  del  corpo  di  rotazione? 

4.  Pel  vertice  della  parabola  ^^  =  10  a;  sono  condotte  due  rette  perpendicolari 

fra  loro.  La  prima  ha  una  costante  di  direzione  =  -^ .  Uniti  i  due  punti  d'inter- 

o 

sezione  della  parabola  si  domanda   il  punto    d'intersezione   della   congiungente 
col  Passe  della  parabola. 

Teschen:  i.r.  Ginnasio  sup.  —  1.  Da  quale  altezza  sopra  il  polo  Nord  della 
Terra  si  può  ancora  vedere  quel  parallelo  del  quale  ogni  grado  è  lungo  IO  Km,  ì 

2.  Un  tale  incassa  di  un  capitale  di  6827  f.  impiegato  al  5  -^  7o  *^^*  ^^^ 
del  9^  anno  ed  in  ognuno  dei  successivi  1390  f.  Quando  il  capitale  sarà  consumato? 

3.  Quali  angoli  positivi  minori  di  360^  soddisfanno  l'equazione 

2,16«*'»"(*5<»  -^  t)  -4-  18  =  15,2^ +  ««°*? 

4.  Che  distanza  ha  la  tangente  ad  una  estremità  del  parametro  della  curva 
9  07*  —  16  y*  =  144  dall'altro  estremo? 

Mahr.-Trubau  :  t.  r.  Ginnasio  sup.  —  1.  Quali  radici  comuni  hanno  le 
equazioni  a?*  +  4  =  0e»*  +  5a?^+10a?*4-10»-|-4  =  0  e  quali  non  comuni? 

2.  Una  rendila  temporaria  di  5000  f.,  che  scade  per  20  anni  (ogni  volta 
alla  fine  dell'anno)  si  deve  trasformare  in  una  rendita  perpetua,  ponendo  a 
base  il  4  ^Z^,  che  acade  alla  fine  dell'anno. 

3.  Un  punto  luminoso  è  distante  di  25  dm.  dal  centro  d'una  sfera  che  ha  il 
raggio  di   15  dm.;  qual  parte  della  sua  superfìcie  viene  da  esso  illuminata? 

4.  Qual  punto  della  curva  4  a?*  -4-  9  y*  z=  36  ha  la  minima  distanza  dalla 
retta  2 y  =  07  +  7,  e  quale  la  massima? 

Braunau  :  Ginnasio  superiore  dei  Benedettini,  — -  1 .  Per  sostenere  le  spese 


—  23  — 

di  costruzione  di  un  palazzo  municipale  una  città  deve  assumere  un  prestito 
che  verrà  estinto  in  22  anni  con  9000  f.  annui  ai  4  ^/^^  Quanto  importa  il 
prestito? 

2.  L*altura  Elisabetta  presso  Braunau  è  alta  704  m;  da  quale  distanza  può 
essere  veduta  ancora  la  sua  sommità,  considerando  la  terra  come  sfera  di 
raggio  =  6377  Km  ? 

3.  Dati  i  vertici  (^,-7),  (I,  11),  (-4,  13)  di  un  triangolo  calcolare  le  lun- 
ghezze delle  mediane  e  gli  angoli  formati  fra  esse. 

(Continua), 


PICCOLE  NOTE  E  SUNTI  DI  NOTE 

Sur  l'équivfiJenoe  de  deux  portions  de  droites.  — Onditquedeus 
portions  de  droites  A  B  et  CD  sont  égales  quand  on  peut  les  appliquer  V  une 
sur  Tautre  de  f&Qon  que  C  A    -A     A  B    B    B 

coincide  avec  A  et  D  avec     -^  |      ^     ' '  '      '     '      I  ^ 

B.  11  n*en  résulte  pas  que 
CD  soit  égal  k  BA;  mais 

on  peut    le  démontrer    en     ^  \ \^ 

s*  appuyant  sur  le  postulat  suivant  qui  est  d^ailleurs  indispensable  à  tous  les 
points  de  vue. 

Postulat.  Si  A^  est  un  potnt  d* une  portion  de  droite  AB  et  si  on  prend 
sur  le  prolongement  de  kK^  une  sèrie  de  points  Ag ,  A3 , .  . .  tels  que 

on  finirà  par  trouver  un  point  A^  qui  ne  soit  plus  sur  la  portion  de  droite  A  B. 
Ceci  dit,  supposons  que  CD  soit  égal  à  AB  et  que,  en  portant  CD  sur 
BA,  de  fagon  que  le  point  C  coincide  avec  le  point  B,  il  arrive  que  le  point 
D  tombe  en  A^  entre  A  et  B.  Alors,  comme  la  portion  de  droite  BA^  est 
égal  à  la  portion  de  droite  AA^B^  il  y  aura  entre  B  et  A^  un  point  B^  tei  que 

A^B^  zizBA^  —AB. 

Puis,  A^B^  étant  égal  à  AB,  il  y  a  entre  A^  et  B^  un  point  A,  tei  que 
AA^  =:  A^A,,  et  ainsi  de  suite  ìndéfiniment:  ce  qui  est  en  contradiction  avec 
le  postulat  ci-dessus.  Donc,  quand  on  porte  CD  sur  BA  de  fagon  que  C  coin- 
cide avec  B,  le  point  D  ne  peut  pas  tomber  enlre  B  et  A  ;  on  voit  de  méme 
qu' il  ne  peut  tomber  sur  le  prolongement  de  B  A,  Donc  il  tombe  en  A. 

Le  méme  raisonnement  pronve  qu*une  portion  de  droite  ne  peut  étre  égal 
à  Tune  de  ses  parties.  La  démonstration  subsiste  méme  si  on  n'  admet  pas  la 
possibilité  de  la  superposition  de  deux  figures.  L    Gerard. 

Sul  metodo  dell*  antica  scuola  giapponese  per  determinare 
l'area  del  cerchio.  —  Sia  dato  un  circolo  di  diametro  AB  zn  d.  Si  divida 
AD  in  2rn  parti  uguali  e  pei  punti  di  divisione,  escluso  il  centro,  si  conducano 
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delle  corde  perpendicolari  ad  AD,  Chiamando  queste  corde  C^C^\  ^t^t*  ^z^a*  •  •• 
e  D^D^\  ^2^V*  ^2^:i*  '**-  ^  cominciare  da  quelle  più  prossime  al  centro,  se- 
condo che  si  trovano  dalPuna  o  dall'altra  parte  di  esso,  e  tirando  Dj  C^,  D^C^^ 

d 
2)3(73, ....  (parallele  ad  AB),  se  2m  =z  n  e  —  =  a,  si  ha  subito 


quindi 


1 


•  •  • 


*   —  ^~  2n«'         8n*  16n«  128n« 


Posto  a  .  b^ziz  A^^  a  .  6,  1=  A,,  ....  ò  chiaro  che  la  somma  di  A^,  A^, 
A3,  ... ,  al  crescere  indefinitamente  di  n  ha  per  limite  l'area  del  circolo.   Ma 

A,  _    d^    _    1  1*  1*  1«  1^5 


•  •  • 


d*  ~  nd  n  2n»  Sn^  16n'  128 n»  * 

A,  _  _^  _  J 1* ^  _      ^^      _    2^5 

d^  ~  nd  n  2n'*  8n^  16n'  128n»   "•' 


• 

A^  +  A, 

•     .     •     . 

f  ■+•  A3  -4-  . , . 

• 

■ 

n 
n 

•        •       .        • 

"  2n^ 

2t* 

8n^ 

.... 

2t« 
16  n^ 

.    •  . .  • 

52i« 

128  n^ 

—  1  — 

1 

1 



1 

2.3 

4n 

12n« 

1 

1 

a^^^^k 

1 

1 

5.8 

16  n 

24  n«      ^ 

240  n* 

1 

1 

1 

1 

1 

7  .  16 

32  n 

32  n* 

96  n* 

672  n« 

5 

5 

5 

7 

7 

1 

9.  128 

256  n 

192n*  "*" 

384  n* 

576  n« 

^    768  n» 

quindi 

•     •     .     • 

•          « 

• 

•     •     •     . 

•    •     . 

.     •     •     . 

.             •             •             ...  a. 

Area   circolo 

-  1 

1 

1 

1 

5 

d«  —  2.3  5.8  7  .  16  9  .  128 

Ora  il  primo  termine  del  secondo  membro  è  il  numero  originale,  il  2*  la 
prima  difierenza,  il  3^  la  seconda  differenza  e  cos'i  via. 

La  prima  differenza  si  ottiene  dal  numero  originale  moltiplicando  per  - — ^, 
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3         1.3 
la  seconda  differenza  proviene  dalla  prima  moltiplicando  per  ~ — =-  o  la 

4,0       4.5' 

5  3    5 

la  3«  dalla  2*  moltiplicando  per  y-y  o       '     ,    la  4'  dalla    3*    moltiplicando 

5.7 
per  -g — Q  e  cosi  dì  seguito.  Questi  fattori  sono  dunque 

1            1  .  3        3  .  5        5.7 
2.3'    T75"'    "oTt"'    "879" 

e  la  legge  secondo  la  quale  si  succedono  è  evidente. 
Facendo  i  calcoli  si  trova 

area  circolo   /       ic  \ 
^t (=  -4-I  =  0,7853981633974483096156608458  (•). 

Prof.  D.  KiKucHi. 

2*  Nota  Bul  problema  del  Malfatti.  {Continuazione,  v.  pag.  156  del 
voi.  X).  —  Si  risolve  ancora  il  sistema  (4)  esprimendo  i  seni  e  i  coseni  degli 

archi  a,  y,  *  in  funzioni  delle  loro  tangenti;    ponendo  -~  =  A^,  — r"  ^  -A,, 
h  d  e  e  ^0  '     ^1  * 

^  =  Bjj,  -^  =  Bp  -^  =  Cft,  -^  =  C^,  il  detto  sistema  diviene 

Ojj  Cl|  Uq  «j 

A^  +  A^  tang  x  tang  y  =  f^(l  4-  tang«  x)  (1  +  Ung*  y) 

(13)  B^  +  B^  tang  y  tang  z  =  j/(l  +tang«y)(l  +  tang»  a) 

C^  +  C^  tang  z  tang  x  =  ^{ì  +  teng»  z)  (1  +  tang»  a) 


Dalle  due  ultime  si  ricava  linearmente  tang  z  e  }/ì  ^  tang»  z  ;  onde  eliminando 
tang  z  scaturisce  la  risultante  sotto  la  forma 

(D, C,  -  D,  B,)»  =  (fl, /?,  -  C,V  +  (E,  D,  -  £,  D.)« ; 
dove  i  simboli  significano  D^  =3  B^  tang  y,  Z)^  =  C^  tang  x^  E^=  f^l  4- tang»  y. 


J?^  :^  f^l  4- tang'  x»  Siccome  la  precedente  eguaglianza  si  scrive  pure  (^0^0 
D^  D^  —  E^  E^)'^  =  (Bj  -+■  Dj  —  £0)  (CS  4-  2)!  —  £!).  e  la  prima  delle  (13)  è 
identica  ad  E^E^^  A^  -^  A^  tang  x  tang  y  ;  con  la  sostituzione  dei  surriferiti 
valori  conchiuderemo  Teliminata  razionale 

...  [BoCo  —  Ao  4-  (^1  C,  —  A,)  tang  x  tang  y]»  = 

^     ^        [B»_14-(B!— l)teng«y].[Cj— 14-(Cf— l)tang»«], 

che  unita  alla  prima  delie  (13)  offre  il  modo  dt  calcolare  le    tangenti   degli 
archi  «,  y. 

Mi-'']  p 

A  causa  delle  formule  A^  = :=  cos  a  4-  sen  a  tang-r- ,  A.  = 

COS^r- 

2 

(*)  Abbiamo  orediito  utile  riportare  questa  semplice  valutazione  dell'area  del  circolOf 
traducendola  liberamente  dal  periodico  giapjMuese  :  Tokyo  Sùgàku  ButsuHgàku  Ktoai  Klji 
(Yn,  1896)  e  ci  ripromettiamo  di  dare  in  seQ^ùto  il  sunto  di  un  altro  lavoro  del  Professor 
D.  KiKUOHi  sopra  argomento  afl^e.    [N.  d.  R.]. 
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=:  cos  a  —  sen  a  cot  -r-  e  delle  altre  simili  B^^  B^ ,  C^,  Cp  che 

jj  *»  • 

«a- 

si  deducono  da  A^,  A^  per  lo  scambio  di  a  nelle  rispettive  lettere  b,  e  troveremo 
le  relazioni 


A?  — 1       Bf— l_cf— 1  ,,  P    .2       ,        sena 

— = =  -= =  -^ =  —  cot*— ,Ao  —  1  = sen(|)  — a), 

Aj_l      52-1      Cj-l  '^  ^,3,|. 

/lev  8en  (p  —  b) 

(15)  B^C„  -  A„  = ^-^^''-sen(|)  — c>, 

co,»- 

p  COS  a 

B,  C,  —  A,  =  (B,C,  -  A,)  cot«^,  1  +  A^A,  =  ^  "^^  «^^  (p  -  a). 

Iq  virtù  di  qaeste  Tequazione  (14)  e  la  prima  della  (13)  acquistano  le  forme 
simmetriche 

(B,  C,  —  A,)«  (l  4-  cot«  |-  tang  »  tang  y)  = 

(B;  -  1)  (Cj  —  1)  (l  —  cot»  -|-  tang»  «)  (l  -  cot»  -|-  tang'  y)  ; 

(tang  0  +  tang  y)«  =  (aJ  —  1  )  (  1  —  tang»  a>  tang*  y  cot«  -y  j  H- 

2  (A^j  A,  +  1)  tang  a?  tang  y. 

Aasamendo  le  incognite  ausiliarie  s  =  tang  a?  +  tang  y,  io  =  tang  a?  tang  y  e 
sostituendo  le  surriferite  espressioni  dei  coefficienti  avremo  il  sistema 

(l  +  w  cot«  -|-)  sen»  —  =  (ih-  IO  cot«  -f-)  —  s«  cot«  -^, 

(16)  ^  %  '  ^'  ^     -, 
5»  COS*  —  =  sen  a  sen  (p  —  a)  1  1  -+•  2to  cota  cot  -g-  —  w*  cot*  -^  1 , 

dalla  prima  equazione  viene 

(17)  5  =  (tang|-  +  tocot-|-)co8  — , 

e  posto  nella  seconda  questo  valore  di  s  ne  discenderà  la  quadrica 

to*  (sen p  cos*  —  -h  sen  a  sen  b  sen  e)  — 

P  P  (  P  \ 

11?  tang  —  (2  sen  6  sen  e  cos  a— sen*p)  4- tang*—  Isenpsen*  — —  senasenòsenci^O; 

da  cui  si  traggono  le  radici 

2  sen  &  sen  e  (cos  a  ±  sen  —  )  —  sen*  p 


1  n 

(18)  to  =  — tanghi 


sen  p  cos*  —  -f-  sen  a  sen  &  sen  e 
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Mediante  i  valori  delle  ausiliarie  «  e  io  si  possono  determinare  le  tangenti 

degli  archi  x,  t/,  <0|,  co,,  p|,  p,  in  funzione  dei  lati  a,  &,  e;  sibbene  ci  prò- 

,._,.,,                 f.                                            sen  (p  —  a) 
porremo  di  calcolare  il  prodotto  tang  r^  tang  p,  zz:  sen  co,  sen  o), \ 

P                       P 
Infatti  a  motivo  dell  eguaglianze   (t>,  =  -^ ar,  co^  z=  -^ y  troveremo  suc- 


cessivamente 


sen  u)|  sen  co, 


1  I  tang— 4-iocotY— 5 


-  cos  —  tang  y  \ 
1  +  tang»  y        / 


senp 


2        *-  \  A^-hA,u? 

e  per  conseguenza 


)ltangy-htocot~-\  ^ 


lang  p,  tang 


p,  ^  sen  (j9  —  a)  sen*  —  1 


tang  -y  •+-  w'  cot  -y 


sostituendo  i  valori  dei  coefficienti  ii^,  A|  e  dalle  radici  io  si  ottiene 
(19)  tongp,  tangp,  = 

X   .  ^  r     p  -L.    Al 

sen  6  sen  e  sen  (|)  —  a)  sen»  -j-  1  tang  —  sen  a  4-  cos  a  -i3  sen  —  I 
sen  p  cos  (p  —  a)  +  sen  d  sen  e  1  tang  —  (l  —  cos  a  sen  —  jqpsen  Asen  —  1 

Permutando  fra  loro  le  lettere  a,  &  ed  A  con  B  ne  conseguirà  il  prodotto 
tang  p^  tang  P3  ;  similmente  scambiando  nella  (19)  le  lettere  a,  e  ed  A  con  C 
si  avrà  tang  P3  tang  Pi;  da  questi  tre  prodotti  è  facile  ricavare  le  tangenti  sfe- 
riche dei  raggi  p^,  p,,  p,  in  funzione  dei  lati  a,  6,  e.  Nel  caso  del  triangolo 

equilatero    le   relazioni  (1)  e  (2)  si  riducono  alle  tang  P|  =:  sen  (-^ — taA 
sen  a>| 


1/ 


:,  e  ne  discendono  le  formule 


a 
4  cos»  -^ 1 


cot  0),  =z  cot  -5-  -h 


(20) 


cot 

(OontinuaJ, 


•j/ 3  cot« -|- -  1 
Pi  =  1/ 4  cot» -|- +2 cot-|- -j/ 3  eot«^  -  I. 


G.  Bbllacchi. 
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Osservazioni  circa  la  nota  "  Sulla  simmetria  in  alcune  dimo- 
strazioni della  geometria  elementare  i,  (^*  Anno  X.  p  163).  — 11  signor 
prof.  Giamberlini  nella  nota  citata  osserva  che  in  geometria  accade  di  frequente 
che  una  stessa  proprietà  sia  relativa  a  più  enti  geometrici,  i  quali  entrano  nello 
stesso  modo  a  far  parte  dell*  enunciato  della  proprietà  stessa,  e  che  perciò  la 
dimostrazione  dovrebbe  essere  tale  che  in  essa  gli  enti  stessi  fossero  egualmente 
considerati,  mentre  non  di  rado  avviene  che  la  dimostrazione  dia  la  preferenza 
a  qualcuno  di  essi;  e  ciò,  dice,  è  artificioso. 

Convengo  in  massima  nell*  osservazione  dell*  egregio  professore  e  trovo  lode- 
vole la  modificazione  fatta  alla  dimostrazione  della  propos.  VI  del  libro  XI  di 
Euclide,  perchè  questa  (senza  richiedere  speciali  premesse,  né  complicare  la 
costruzione)  dà  alla  dimostrazione  la  desiderata  simmetria.  Ma  altrettanto, 
non  credo  possa  dirsi  degli  altri  esempi  citati.  Cosi  per  la  dimostrazione  del 
Teorema:  La  somma  degli  angoli  d*un  triangolo  è  uguale  a  due  retti,  VA.,  in 
omaggio  alla  simmetrìa,  conduce  da  un  punto  qualunque  le  parallele  ai  lati  del 
^  e  ùk  osservare  che  i  sei  angoli  così  formali  intorno  al  punto  sono  uguali  a 
tre  a  tre  agli  angoli  del  triangolo  per  una  stessa  ragione,  donde  conclude  la 
verità  dell'  enunciato  ed  aggiunge  :  Se  Vordinaria  dimostrazione  si  pone  in  con- 
fronte  con  questa,  si  vedrà  subilo  quanto  nella  prima  vi  sia  d*  artificioso.  Ora 
tutto  l'artificio  sta  in  questo,  che  scegliendo  per  la  sopradescritta  costruzione 
invece  di  un  punto  qualunque  uno  dei  vertici  del  triangolo,  due  delle  tre  paral- 
lele si  confondono  con  due  lati  del  triangolo,  e  perciò  non  resta  che  tracciare 
la  parallela  al  lato  opposto  al  vertice  scelto,  e  ciò  con  notevole  semplicità  nella 
costruzione. 

Pel  Teorema  fondamentale:  In  un  triangolo  un  lato  è  minore  della  somma 
degli  altri  due^  la  dimostrazione  del  FA.,  sebbene  assai  spedita,  richiede  che  si 
sappia  costruire  la  bisettrice  di  un  angolo,  od  almeno  che  ne  sia  provata  la 
esistenza,  premessa  non  necessaria  e  che  da  buona  parte  dei  trattatisti  è  data 
in  seguito. 

Pel  Teorema  :  In  un  triangolo  la  bisettrice  di  un  angolo  divide  il  lato  op- 
posto iu  parti  proporzionali  agli  altri  due,  la  dimostrazione  delPA.  richiede  una 
speciale  costruzione.  Eccone  una  che  (rispettando  questa  volta  an'she  la  simme- 
tria) non  ne  esige  alcuna: 

Nel  triangolo  A  B  C  sia  AD  la  bisettrice  dell*  angolo  in  A.  1  triangoli 
AB  D,  A  CD  hanno  la  stessa  altezza  rispetto  al  vertice  A  perciò  : 

ABD:  ACDz=:  BD:  CD 
Gli  stessi  triangoli  hanno  altezze  eguali  rispetto  al  vertice  D,  perciò: 

ABD:ACD=zAB:  AC 

dalle  quali  proporzioni  si  ha  appunto: 

AB:AC  =  BD:DC. 

Dimostrazione  che  vale  anche  per  la  bisettrice  delKangolo  esterno. 

Cosi  pel  Teorema  relativo  alla  distanza  di  due  rette  sghembe  TA.  alla  solita 
costruzione  sostituisce  altre,  più  eleganti  se  si  vuole,  ma  meno  semplici. 
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Riassumendo  mi  sembra  che  VA.  alla  eleganza  della  simmetria  nella  dimo- 
strazione sacrifichi  talvolta  un  po'  troppo  altre  doti  non  meno  apprezzabili, 
secondo  il  mio  avviso,  dal  lato  didatticD,  quali  cioè  che  la  costruzione  sia  ridotta 
allo  stretto  necessario,  si  che  la  figura  riesca  semplice  il  più  possibile,  e  che 
la  dimostrazione  rìchiegga  il  minimo  numero  di  premesse. 

Così  per  dare  un  nuovo  esempio,  si  definisce  come  angolo  di  due  rette 
sghembe,  quello  formato  da  due  parallele  alle  prime  condotte  da  un  punto  qua- 
lunque. Ora  il  guastare  la  simmetria  non  mi  sembra  motivo  sufficiente,  perchè 
ci  si  astenga  dal  prender  il  punto  sopra  una  dello  rette  date,  il  che  risparmia 
la  costruzione  di  una  parallela. 

E  tanto  più  mi  sembra  eccessiva  la  cura  per  la  simmetria,  in  quanto  che 
la  preferenza  data  a  qualche  elemento  nella  dimostrazione  è  apparente  più  che 
altro:  poiché  ciascuno  degli  elementi  di  cui  si  parla  può  trovarsi  nelle  stesse 
condizioni  in  cui  è  posto  uno  di  essi:  il  che  del  resto  converrà  far  notare  ai 
discenti  nelPesporre  la  dimostrazione  stessa; 

G.    RiBONT. 

Sulla  deduzione  della  relazione  a' =3  0* -he*  dalle  due  relazioni 

&:=asenp,  c  =  a8eny.  —  Nei  trattati  di  Trigonometria  che  ho  letto,  non 
escluso  quello  eccellentissimo  del  Prof.  G.  Pesci,  ultimamente  pubblicato  coi  tipi 
del  solerte  editore  R.  Giusti,  si  suole  cadere  in  una  petizione  di  principio  che 
credo  possa  riuscire  utile  rilevare.  Si  dice  che  le  tre  relazioni  p4- y=:90®  (1), 
&  =  a  sen  p  (2),  c:=za  cos  p  =  a  sen  y  (*)  (3)  sono  sufficienti  a  risolvere  qua- 
lunque triangolo  rettangolo,  e  ogni  relazione  che  intercede  fra  gli  elementi  del 
medesimo,  è  conseguenza  di  quelle  tre.  P)  si  deduce  per  es.  :  che  a'  :=  6*  +  e*  (4) 
quadrando  e  sommando  le  (2)  e  (3),  e  osservando  poi  che  sen'p  +  cos*^  =  !• 
Ora  questa  formola  nei  detti  trattati  si  dimostra  facendo  uso  del  teorema  di 
Pitagora,  esteso  alle  misure  dei  lati  d'un  triangolo;  vi  è  dunque  petizione  di 
principio  a  dedurre  la  (4)  dalle  (2)  e  (3). 

Potrebbe  dalle  (2)  e  (3)  dedursi  la  (4)  nel  seguente  modo.  Calando  dal  ver- 
tice delPangolo  retto  la  perpendicolare  suir  ipotenusa,  dalle  (2)  e  (3)  si  deduce 
subito  che  a=sb  sen  y  -H  e  sen  p.  In  seguito  si  ha:  6*  -f-  e*  =  & . 6  4-  ce  = 
b  .  a  sen  p  -^  e  .  a  9en  y  =  a  (6  sen  p  -+•  e  sen  y)  =  a*. 

S.  Catania. 


(*)  a,  6,  e  sono  ordinatameiite  le  misure  dell'ipotenusa  e  dei  oateti  d'nn  trian^lo  ret- 
tangolo ;  A  e  Y  le  ndsiire,  in  gradi,  degli  angoli  opposti  ai  lati  ò  e  e. 
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SOLUZIONI  DELLE  QUISTIONE 
247*,  250,  251**,  255**,  256**,  261*  e  262* 


247*.  Un  triangolo  ABC  è  inscritto  in  un  cerchio  ed  è  tirato  il  dia- 
metro  AD. 

1*  Le  proiezioni  di  AB,  AG  su  di  un  diametro  perpendicolare  ad  AD 
sono  rispettivamente  eguali  a  due  lati  del  triangolo  ortico  di  ABC. 

2*  Se  BC  è  parallela  ad  AD^  la  differenza  dei  quadrati  dei  due  lati 
AB,  AG  del  triangolo  è  maggiore  di  quella  relativa  ad  ogni  altro  triangolo 
inscritto^  col  vertice  in  A  e  con  base  eguale  a  BG. 

3*  Se  V altezza  su  BC  è  uguale  alla  proiezione  di  BG  sopra  AD,  i  due 

lati  AB,  AG  sono  Vuno  il  segmento  aureo  deU* altro,  (G.  Oallucci). 

» 

Dimostrazione  del  Sig.  Q.  Scorza,  studente  a  Pisa. 

Indicheremo  in  seguito  con  A,  B,  C,  a,  b,  e  gli  angoli  e  i  lati  del  triangolo 
ABCj  con  H  T ortocentro,  con  H^,  S^y  H^  i  piedi  delle  altezze,  con  R  e 
con  0  il  raggio  e  il  centro  del  cerchio  circoscritto. 

1^  Sia  M  il  punto  ove  il  diametro  perpendicolare  ad  AD  incontra  AC. 
Dal  triangolo  isoscele  A  0  C  in  cui  ^  A  0  C  =  2  U  si  ricava  ^  0  A  C  =  90**  —  5 
e  quindi  dal  triangolo  rettangolo  AOM  segue  che  Tangolo  OMA  è  uguale  a  B. 
Allora  la  proiezione  di  A  C  sul  diametro  perpendicolare  ad  AD  sarà  data  da: 

ACcosCMO  =  bcosB.  D*altronde  dal  triangolo  H^H^B,  simile  al  triangolo 

H  B  b 

ABC,  si  ricava  -  ^To'  ^^^  —  e  dal  triangolo  rettangolo  AH  B  si  ha  pure  : 

H^B  =  c  cos  B,  dunque  H^H^  =  b  cos  B,  ossia  eguale  alla  proiezione  di  AC 
sul  diametro  perpendicolare  ad  AD,  Similmente  si  dimostrerebbe  che  B^B^  è 
uguale  alla  proiezione  di  A  B  sullo  stesso  diametro. 

2^  Sia  ^  il  punto  ove  AD  incontra  BC:  si  ponga  per  comodità  ^ASC  =  cp 

e  si  indichi  con  r  la  distanza  OT  del  punto  0  dalla  retta  BC 

r 

Sarà   5r  =  rcotcp,    OS=i e  quindi 

^  sen  (p        ^ 

BS=-T rcotcp,       C5  =  -r- +  rcot©,      AS  =z  R  ^ : 

2  ^  2  ^  sen  <p 

inoltre 


.1 


c»  =  AiS    +  B5   +  2  A5.5Bcoscp;    b   =AS    +  SC  — 2AS  .SCcoB(f 

dunque 

e*  —  ò*  =r  B5*  —  C5*  +  2  A5  X  a  cos  (p 

ossia  sostituendo  a  B<S,  CS  eà  AS  i  loro  valori: 

e'  —  6*  =  2  Ra  cos  ^ . 

Da  ciò  segue  che  la  differenza  e*  —  b^  è  massima  quando  è  massimo  cos  ^ ,  rima- 
nendo costanti  a  ed  B,  ossia  quando  ^  =  0  e  la  retta  BC  è  parallela  ad  AD. 
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3*  L*angolo  cp  che  ci  ha  servito  precedentemente  può  esaere  determinato 
mediante  A,  B,  C osservando  che  nel  triangolo  ASC  l'angolo  SAC=  90^  —  B 
e  quindi  ^  =  90^  +  ^  —  C,  Allora  la  proiezione  l  dì  BC  su  AD  sarà  data 
da:  2  =r  a  cos  ^  =  a  sen  (C  —  B), 

L'altezza  calata  da  A  su  BC  è  data  da 

sen  B  sen  C  sen  B  sen  C 

AH  zzz  a ^  a ,n  \    n\  • 

«  sen  A  sen  (B  +  C) 

dunque  dal  porre  l^  AH^  segue  sen (C —  B)  sen  (J3  -{-  C)  =  sen  B  sen  C  ossia 

sen*  C  —  sen*  B  =:  sen  B  sen  C,  da  cui  dividendo  per   sen  B  sen  C,   sostituendo 

sen  C         sen  B  •     ,    *•    ^         *  m        j       -     .  • 

ai  rapporti  ;r  e  ;=-  gli  equivalenti  t"  ©  —  ®   riducendo    si   ottiene 

^^         sen  B         sen  C    ®       ^  6         e 

e*  —  6*  ^  &c  la  quale  uguaglianza  scritta  nel  modo  seguente 

y  =  c{c  —  b) 

ci  indica  appunto  che  AC  è  il  segmento  aureo  di  AB, 

Possiamo   osservare  che  in  quest*  ultima  ipotesi  si  hanno  anche  i  seguenti 
risultati  : 

4<^  La  distanza  dei  piedi  delle  bisettrici  dell'  angiolo  A  è  uguale  a  2  a. 

Difatti  tale  distanza  è  data  da 

ab  ab  2abc 

+  - r-  =-. rr  =  2a 


c-f-ft  e  —  b  c'^  ^  b* 

poiché  nel  caso  nostro  e*  —  &*  =  &c. 

5*  //  segmento  intercettato  sul  lato  a  dal  cerchio  dei  nove  punti  è  dato 

bc 
da  — —  e  quindi  se  A  N  è  /a  mediana  che  parte  dal  vertice  k  si  ha  tg  A  N  G  :^ 

£r  a 

2  sen  A. 

Difatti  il  segmento  intercettato  dal  cerchio  dei  nove  punti  sul  lato  a  è  la 

proiezione  su   questo  lato  della   mediana  AN^  e  si  ha   quindi,   come  è   facile 

c«  —  ft«  bc 

verificare,  NH^^- 


2a  2a 

Da  qui  segue: 

-  ,.  ^         -A  IT  2  a  e  sen  B 

ìgANC  =  HiFB    = 1 =  2  sen  A. 

^  NH^  b  e 

250*  Dato  il  triangolo  ABC  {^  ^)  e  il  punto  intemo  M,  si  tirino  per 
i  vertici  le  trasversali  A  M,  fì  M,  G  M  ad  incontrare  i  lati  opposti  in  A',  B',  G' 
e  si  costruiscano  i  coniugati  armonici  M^ ,  M^ ,  Mq  (')  di  M  rispetto  ad  A  e 
A',  B  e  B',  Ce  C\  Posto  B  A'  ;  A'G  =  m,  GB'  :  B'A  =  n,  AG'  :  G'B  =  p, 
dimostrare  che  l'area  del  triangolo  M^  M],  Mq  è  data  da 

4A:[(m+.l-i-)(a+I-^)(p+l-i-)]. 

(A.   LUQLI). 

(*)  Punti  armonicamente  as90Ciati  ad  M  rispetto  al  triangolo  A  B  C,  che  supponiamo  cadano 
estemamenie  ad  esso  entro  gli  angoli  CA  B,  ABC,B  CA. 
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Dimostrazione  del  Sig.  G,  Sforza^  studente  nella  R.  Universiià  di  Pisa. 

An/àtutto  noteremo  che  i  punti  M^y  M^^  M^  sono  a  due  a  due  allineati 
con  C,  A,  B  rispettivamente,  poiché  dall'essere  per  es.  armoniche  le  due  forme 
(BMB'Mf^),  {CMC'M^  si  deduce  che  le  due  rette  AAf^,  AAf^,  separano  ar- 
monicamente AM  da  AB  e  AC:  dunque  AM^,  AM    sono  per  diritto. 

Poi  indicheremo  per  brevità  con  a,  ò,  e,  A,  B^  C  i  lati  e  gli  angoli  del 
triangolo  ABC  e  con  cp  e  ^  gli  angoli  M^^AC  eà  ACM^. 

Allora   dair  essere   armonico  il  fascio  di  rette   A  (B^  Jbf,  C,  If^),   sì  deduce 

aenBAM  oen  BAM,  sen  (A -{- op)  , 

-^  .  ^   = .  -/    = —  ossia,  poiché  dai  triangoli  BAA 

9en  MAC  Ben  CAM^  sen  9  *^  ^ 

eàA'AC  aventi  la  medesima  altezza   e  le  basi   nel  rapporto  di  m  :  I   risulta 

senBAilf        mb  sen  (A  +  9)  mb 

zr-TT^  =  — »  81  ha  anche —  =  sen  A  cot  cp  +  cos  A  = . 

sen  MA  C  e  sen  ^  ^  e 

e  sen  A 

Dall'ultima  eguaglianza  segue  evidentemente  tg  cp  =  — ; j-  e  dalla 

tn  0  ^""  e  cos  A 

considerazione   del    fascio    armonico  C  (M^AMB)  si   ricaverebbe   in  un   modo 

analogo 

ap  sen  C 

^^'^  —  b  —  aj)  cos  C  ' 

Note  le  tangenti  dei  due  angoli  cp  e  <]/  si  trova  Tarea  del  triangolo  AM^C 
adoperando  la  formala 

areaAJIf,C  =  -^      ^g ?  ^^ 
*  2     tg  <p  +  tg  <^ 

e  sostituendovi  i  valori  ormai  conosciuti  di  tg  9  e  tg  ^.  Si  trova  cosi  : 

p  a&^csen  A  sen  C 

area  AM,C==i-z — 7 -. ^— r tt 

°  2     bc  sen  A'-^pac  sen  B  4-  mp a b  sen  C 

ossia  per  essere  bc  sen  A^ac  sen  B  =iab  sen  C  =  2  A  0  quindi  .4  A*  = 
ab'^c  sen  A  sen  C,  si  trova  finalmente 

P  A 

area  AAf^C=     ,       ^     , 

à  [  —  p  ^  fnp 

Seguendo  una  via  affatto  analoga  si  troverebbe  che  le  aree  dei  triangoli 
CM^B  e  BM^A  sono  date  rispettivamente  dalle  espressioni: 

«A         .  »»A 


1  —  n  -^np  1— m-f-mn 

quindi  l'area  richiesta  del  triangolo  M^M^M^  sarà  data  da 


(ri                                   w                  .                 «  \ 

1     I     .  ' _j 1 \. 

1 — p-^mp  1— m-f-mn  1  — n-^-np) 

Facendo  le  convenienti    riduzioni  nell'  espressione  contenuta  fra  le  parentesi  e 
servendosi  della  relazione: 

mnpz^  1 
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che  risulta  dalPapplicare  il  teorema  di  Cbta  alle  rette  concorrenti  AA\  BB\ 
CC  si  trova 

^a^b^c  =  ^A'[{^—P'h^P){^  ~m4-mn)(l-n  +  n|>)] 
o,  dividendo   l'espressione   contenuta   fra  parentesi  per  il  prodotto  mnp  ^z  1, 

Questa  espressione  è  alquanto  differente  da  quella  deirenunciato,  ma  si  verifica 
senza  pena  che  egli  è  appunto 

(m  -  1+ J-)  (n-  1  +^)  (p-  1  +  V)  = 
(n.+  l-i-)(n+l--l)(p+l-^) 

8erven()osi  della  relazione 

mnp  z=.  1. 

Dimostrazione  del  Sig.  Prof.  O,  Mola  a  Campobasso. 
Determinerò  primieramente  V  area  del  triangolo  i  di  cui  lati  -sono  dati  in 
coordinate  baricentriche  ;  passando  poi  alla  soluzione  della  quistione  e  di  quella 
che  ha  il  n.  249** 

1.  Siano  i  punti  X,  X\  X^\  riferiti  ai  vertici  del  triangolo  ABC,  dati  dalle 
equipollenze  (*): 

lAX  +mBX  +nCX  =0 
l^AX'  +m'BX'  +  n'CZ'  =  0 
TAZ"  +  m"BX"  +  W'CX"  =  0. 

Dalle  due  prime,  ponendo  BA  -f-  A-X,  CA  +  AXj  BA  -f-  AX\  CA  4-  AJC, 
rispettivamente  in  luogo  di  BX^  CX^  BX'  e  CX\  si  ha 

{l  ^m  '^n)AX=imAB-^nAC, 
(/'  +  m'  +  n')AX'  =  m  AB  +  W AC. 

Da  quest^ultima,  moltiplicata  per  Z  4~  ^  H~  **  =  ^9  sottraggo  Tantecedente,  mol- 
tiplicata per  i'  +  ''*'  +  '*'  =  *' 5  ^  ^0 

(m'i  —  ms')AB  +  (n'5  —  n$')AC 

XX  = , • 

ss 

Identicamente  operando,  si  ha  pure 

(^"5  _  m s")  AB'^{^"s  —  n8")AC 


XX' = 

ss 


Moltiplico,  membro  a  membro,  la  prima  di  queste  due  equipollenze  per  la 
coniugata  (**)  dell'altra,  e  la  seconda  per  la  coniugata  della  prima,  e  poi  sot- 

(*)  BsLiiATiTis  :  EapotktUme  dd  metodo  ddU  equipollente. 
{—)  Idem,  n.  i6. 
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ti^go  i  prodotti;  ai  lia: 

XX' .  cjXX!'  —  cjXX'  .  XX''  = 


5    5  5 


11  fattore  algebrico  del  secondo  membro  è  uguale  a 

l   m    n 
l'  w!  W 


r  m"  n" 


ss  s 


E  poiché,  essendo  t  l'unità  immaginaria,  (*) 

-^  (AB  .  cjAC  —cjAB  .  AC  )=  AB  C   (=A) 

^  (XX'  .  cjXX"  —  cjXX' .  XX")  =  XX' X"  (=  aO> 


si  ottiene 


A'  = 


{   m   n 
{    m    n 


r    "   " 


A 


5  5' 5" 


(•'). 


2.  Applichiamo  questa  formola  al  caso  della  quìstione  che  domanda  Tarea 
del  triangolo  che  ha  per  vertici  i  punti  3f^,  ilf^,,  Af^,  armonicamente  associati, 
per  rispetto  al  l\  ABC,  al  punto  Af;  il  quale  è  comune  alle  trasversali  menate 
dai  vertici  di  ABC  ai  lati  opposti,  nei  punti  A',  B',  C'  dati  dalle  relazioni 

BA'  +  mCA'  =  0,       CB'  +  wAB'  =  0,       AC  +pBC'=0. 

Facciamo  jp^  :  n,  c=  m,    m^  ip^=in,    n^  :  m,  =p;    Tequipollenza  del  punto 
M  sarà 

m,AJtf +  niB3f  +|>,CM  =  0, 

e  quelle  dei  punti  Af^,  Jf^,  Jlf^  saranno  rispettivamente 

-  m,  A  Af^  +  n,  B  M^  +  p^  C Af^  =  0, 
m,AAf^  +  n,BAf^+^,CAfj,  =  0,  . 
m,AM^  +  n,BM^--  pfiM^  =  0. 

Onde  Tarea  del  triangolo  M^  M^  M^  (=  A')  sarà  data  da 
m.        n.        pj 


[l] 


A'  = 


m.   —  n 


'I 


m 


I 


«I  —Pi 


A 


(—  m,  +  n,  +Pi)(wj  — nj  +jp,)(mj+  «,  — p  J 


E  evidente  che  il  determinante  è  uguale  a  ^i^if^iPi^  e  però, 

'L  «I  Pi 


A' 


(*)  Bella vTn«  :  Espwizione  del  metodo  delle  equipoUense,  n.  57. 

(**)  Si  possono  derivare  da  questa  formola  quelle  |7J  e  [8J  ohe  sono  nel  pregevole  ar- 
ticolo del  Frof.  A.  Luau:  Alcuni  teoremi  di  geometria,  Y.  Voi.  X,  pp.  6  e  7. 
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da  cui  il  valore  domandato,  in  funzione  di  m,  n,  p, 

A'=.4A:[(m  +  1  _i-)(n+  1  -  ^)(p  +  1  -  v)} 

3.  Se  invece  delle  [1]  si  avessero 

—  sen  A  .  A  i'  +  aenB  .  BT  +  senC  .  CT  ==0, 
sen  A  .  A/"  —  sen  fl  .  Bi"  +  sen  C  .  Cf  =  0, 
sen  A  .  A/'"  +  sen  B  .  Bi'"  +  sen  C  .  CI"'  =  0 

che  sono  lo  equipollenze  dei  centri  /',  i",  /'"  dei  circoli  ex-inscritti  al  /\  ABC^ 
l'area  del  /\  V  /"  i'"  avrebbe  per  valore 

4  sen  A  sen  B  sen  C  .  A 
( —  sen  A  -|-  sen  fl  4-  sen  C)  (sen  A  —  sen  B  +  sen  C)  (sen  A  -{-  sen  B  —  senC) 

2  sen  —  sen  —  sen  —  2  A 

(Serret:   Trigonometrùit  nn.   121,   122). 

Evidentemente  questo  è  un  caso  particolare  delfaltro. 

251**.  Se  r  è  un  intero  arbitrario  non  negativo,  e  n  un  intero  pure  arbi' 
trarlo  ma  superiore  a  r,  si  avrà 

(G.  Nonni). 

Dimostrazione  del  Sig.  Prof   E»  Nannei  a  Bari  (*). 
Dalla  nota  formola 

($)-(?)+«)- +(-')*  (j)=» 

ponendo  A  =  n  —  r  e  sostituendo  ai  simboli  i  valori  corrispondenti,  risulta 

n^r        {n--r)(n—r—\)  nn,r  (^-^X^-**- U'-^- '        n 

I  1  ■     I  ^  ^  ^ — ^ 

„.  ,.       .            n(n--l)....  (n  —  r  +  1) 
e  moltiplicando  per  — ^ ^— 


n{n  —  1)....  (n  —  r  +  1)         n(n —  I)  ....  (n — r+  l)(n  —  r) 


n(n—  1)....3.2.  1  '^^^ 

+  (—  1)*^  —5^ ^- =  0. 


n  —  r    r 


(*)  Un*altra  dimostrasione  perTonne  dal  Sig.  F.  Ckccherimi  studente  della  B.  UmYersit& 
di  Benna. 
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Ora  poiché  si  ha 

n(n  —  1)  ....  (n  —  r  —  «  +  1)  n(n  —  1)  —  (n  —  s+  1) 

■  '      ■  • 


s   \  r  \  s 

(n  —  s)  ....  (n  —  r  —  5+  1)    /n\  /n— •  s\ 

^  —\s)\  r  y 

la  [1]  può  scriversi 

0(;)-©("7va)("T^)  -■  +(-»-(,i.)o=«. 

che  è  la  relazione  da  dimostrare. 
Si  paò  osservare  poi  che 

'n\  (n  —  8\ '»(« —  1)  ....  3  .  2  .  1     n{n —  1)  ....  (s-f-  1)   


s   \  r   \  n — r — s 


n — r — s 


C)  (V) = 

n(n— 1)  ... .  (r  4-^4-1)       (r  +  s)  ....  (g  4-  1)  _  /        n        \  /r +s\ 
U— r— *  Ir  ""U— r— s/V    r    /' 


e  perciò  due  termini  dell* espressione  data,  equidistanti  dagli  estremi,  sono  eguali: 
sicché  nel  caso  che  il  numero  dei  termini  sia  pari,  la  dimostrazione  é  ovvia. 

255**.  Dimostrare  che  per  due  triangoli  sferici  polari  sussiste  la  seguente 
proprietà:  I  tre  circoli  mammi  passanti  per  le  coppie  di  vertici  corrispondenti 
(cioè  tali  che  uno  sia  polo  del  lato  opposto  dell'altro)  s'incontrano  negli  estremi 
di  uno  stesso  diametro^  mentre  le  tre  coppie  di  lati  corrispondenti  s* incontrano 
in  punti  di  uno  stesso  circolo  massimo^  il  cui  piano  risulta  perpendicolare  al 
suddetto  diametro.  (*)  (M.  Chini). 

Dimostrazione  del  Sig.  S.  Resta^  alunno  del  R.  Istituto  tecnico  di  Bari. 

Siano  A  B  C^  A!  W  C  due  triangoli  sferici  polari,  e  sia  0  il  centro  della 
sfera  alla  quale  appartengono.  Essendo  0  A!  perpendicolare  al  piano  B  0  C, 
Tarco  di  cerchio  massimo  passante  per  A  ed  A'  sarà  perpendicolare  al  lato  BC. 
Similmente  avendosi  OB'  X  CO  A  e  OC'  _L  AOB,  risulta  che  gli  archi  di  cerchio 
massimo  BB',  CC  sono  perpendicolari  a  CA^  AB,  quindi  perché  in  ogni 
triangolo  sferico  gli  archi  condotti  dai  vertici  perpendicolarmente  ai  lati  opposti, 
passano  per  lo  stesso  punto,  gli  archi  considerati  passeranno  per  lo  stesso  punto, 
e  sia  H.  Ma  AA\  BB\  Cff  sono  anche  i  circoli  massimi  delle  coppie  di  ver- 
tici corrispondenti  A,  A';  B,  B';  C,  C  dei  due  triangoli  polari,  sicché  la  prima 
proprietà  enunciata  é  dimostrata. 

Siano  ora  B!^  1i'\  H"'  i  punti  d*  incontro  delle  coppie  di  lati  corrispondenti 
BC,  B'C;  CA,  C A'\  AB,  A! B\  Poiché  0 A'  k  perpendicolare  al  piano  BOC 
ed  OA  a  tìOC*  (essendo  i  triangoli  ABC,  A'B'C  reciproci),  il  piano  A OA' 
sarà  perpendicolare  tanto  sl  BOC  che  a  B'OC\  quindi  alla  loro  intersezione 
0H\  donde  si  deduce   OH  L  0H\    In   modo  analogo  si  dimostra  che  anche 


(*)  Questa  proprietà  si  trova  anche  enonoiata  in  Baltzxb:  8tereotMtria:%lt  u.  [N.d.RJ 
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0H'\  OH"'  8ono  perpendicolari  ad  OiT.  I  tre  punti  H\  H",  ff'",  come  le  rette 
0H\  0H'\  OH!''  si  trovano  dunque  in  uno  stesso  piano  il  quale  è  perpendi- 
colare ad  OH^  e.  v.  d.. 

Dimostrazione  del  Sig.  Prof.    V,  Retali  a  Milano. 


Se  due  triangoli  {ABC)  (afre), 
{a'b'c')  {A'B'C)  situati  in  un  me- 
desimo piano  9  sono  reciproci  rispetto 
a  una  conica  C,  posta  nel  piano  a, 
essi  sono  omologici:  le  tre  retto 

|AA'|,  |BB'|,  \CC 

concorrono    in  un   punto   P\    i   tre 
punti 

{aay  {bV)  {ce') 

giacciono   sulla  polare  p'  di  P  ri- 
spetto a  C*. 


Se  due  triedri  concentrici  ^(a^y) 
{abc)y  S{ab'c){tt^'f')  sono  reci- 
proci rispetto  a  un  cono  quadrico 
r*  di  vertice  S^  le  tre  r^tte 

l««'!.  IPP'I.  Itt'I 

giacciono    in    un    piano   «o   e   i   tre 
piani 

{a a'),   {bby  {ce') 

passano    per   la   polare  p'  dì   ta  ri- 
spetto a  r*. 


Assumendo  nel  teorema  a  destra  per  F^  il  cono  isotropo  (*)   uscente  da  .9 
e  segando  con  una  sfera  arbitraria  di  centro  S  otteniamo  il  teorema  proposto. 


^  Mostrare  che  risoloendo  le  equazioni 

2u 


5'  =  5-- 


u*  -f-  V*  +  y»' 

2v 


.2  ("5  +  vif)  -f  wi;  +  1) 


7)    =7]  — 


x(u;  +  vYj  +  wC  +  1) 


u*  -f"  ^*  +  ^ 

<^'  =  ^  —  -2r^-J~^..,i  (u?  +  v>i  +  wC+  1), 


U*  +  V*  -4-  w 

rispetto  alle  u«  v,  w»  si  ha 

a 


u  = 


w 


2  (5'  —  5) 


as+bii  +  cc+i  ~  5*  +  >i' 4- ;*  —  ($■*  + v»  +  ?•«) 

b 2^)1^1] 

_  g(r  —  0^ 


a5  4-  bui  -J-c?  4-  1 
e 


a?  +  bii  +  ci:  H-  1 
ove  ti  è  messo,  per  brevità, 

a  =  2  (5  —  $')  8-\     b»=2(7)-,')8-%     c  =  2(!:  — C)8-« 
8*  =  (S  —  5?  4-  (ti  -  >]')'  4-  (C  -  e')'- 

(A    Dbl  Re). 


(*)  n  oono  ohe  proietta  da  8  il  oeroliio  immaginario  all'  infinito. 
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Risoluzione  del  Sig,  G.   Vitali^  studente  nella  R.  Università  di  Bologna. 
Le  equazioni  date  possono  essere  surrogate  dalle  seguenti 

2v 
u*  +  v^  +  u>t   («?  +  "1  +  «e  4-  1)  =  >)  -  V 

IJ+t^l^T  ("5  +  t,,  +  «,?  4- 1)  =  ;  -  ?'. 

Ora  dividendo  la  seconda  e  la  iena,  per  la  prima  di  queste  equazioni  si  ha 

v^ >]  —  y)'     j^ C  ~  C 

u  —  5-5"    u  —  5-5' 

e  sostituendo  i  valori  di  v  e  di  to  che  risultano  da  queste  ultime  due  relazioni 
nella  prima  equazione  si  ricava 


«t  4.  „.  +  „.  ^_^, 


=  1-1' 
■  V  ?  —  ?  ;  —  ?        / 

^^;^g>)^+-J-^>,^■^,(:;_;>)i]["Sa-SH«^^(>l->l')+'«C(i:-0+a-r)]=^ 

2m  ?  (?  -  ?')  +  2uTi(>j  _  V)  +  2m!;  (ì:  -  0  +  2  (?— r) 


m8« 

«5  +  6i]  +  cì:  +  — =  1 


=  1, 


e  finalmente 

a 


M  = 


a?  -<-  6i]  4-  cC  —  1 
Di  qui  sostituendo  convenientemente  si  può  avere 

2  (r  -  5) 


w  = 


I»  +  1«  +  ?•  —  ($'  4-  >i'»  +  C) 
In  modo  analogo  si  possono  determinare  i  valori  di  v  e  di  to.  (*) 


261*.  Eliminare  a  e  S  dalle  tre  equazioni 


a  a  a 

5,  =    :        /^ -1      -V  t       5.=- TV— ^«       S 


*  ~  tan  (S  +  (p,)         ^~  tan  (8  -h  9,)         3  —  tan  {l  +  <^^ 

(G.  Pesci). 

Risoluzione  del  Sig.  E.  Zelia^  alunno  del  R.  Istituto  tecnico  di  Piacenza. 
Osservando  che  cp,  —  (p^^  =  (8  +  ^j)  —  (8  -h  <f^),  segue 


(*)  Soluzioni  (lolla  quistione  pervennero  anche  dal  Sig.  V*  Columbo  già  studente  nella 
R.  Uni  versi  tà  di  Napoli  e  dai  Sigg.  ProflF.  E.  Nannei  e  K.  Retali. 
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a  a 

a  motivo  di  Uq  (B  -H  ^,)  =  -; — ,  tan  ($  H-  <pj)  =  — ,  tan  (8  +  ^3)  izz 


s. 


Analogamente  si  trova 


X         «  (*a  —  h) 
tan  (cp,  -  93)  =    ^^^;^^> 


tan  (5P3  —  cpj) 


_a>>|  =  ^i^lf3l. 


^3  '^  +  «* 

Ponendo  per  brevità  tan  ((p^  —  ^j)  =  m,  tan  («p^  —  t^^)=sn^  tan  (^3  —  ^j)  =|?, 
le  tre  relazioni  precedenti  si  possono  scrivere 

«  (^  —  *i)  =  *«  (*i  *t  +  «^) 

«  (*3  —  «2)  =  «  ('«  «3  "+-  *»*) 
«  (*i  —'3)=P  (*3  '4  +  «*)• 

Eliminando  primieramente  a*  dalia   prima  e  seconda,  poi  dalla  seconda  e 
terza  di  queste  eguaglianze,  si  ricava  con  facilità 

«  j   '^  K  —  «1)    —    »*  (*3  —  ^t)    \  =  '^»»  *f  ('l   —  *3)i 

«  I  P  (*i  -  *£>    -  ^  (^  "-  ^a)  j  =^P  *3  (^  —  ^)' 


ed. ora  dividendo  membro  a  membro,  si  ha 

^  (^t  —  h)  —  ^^*  (^^  —  ^2)   _ 
P  ih  -  ^)  ~  '^  (*i  —  «3) 

che  è  la  relazione  cercata. 


m 


_*2.(*4. 
«3  («2 


Risolazione  del  Sig.  Prof.  V.  Retali  a  Milano. 
Dalle 

»,   :  »,  =  tg  (S  +  ?,)  :  tg  (S  4-  <p,) 

»,  +  »3  =  tg  (5  +  ?s)  :  t»  (8  +  Ti) 


abbiamo 


aen  (25  +  9,  +  <p,)  =  7*^77-  •  sen  (<p,  -  9,) 


=  A 


»i  -*t 


sen  (28  +  tp,  +  f^)  =  -7* ir?"  •  *"  ^l*»  ~  ?«) 


'3 


sen  2  8  cos  (cp,  -h  cp,)  -f-  cos  2  8  .  sen  (tp,  -f-  cp^) 
sen  2  8  cos  (9^  +  CP3)  4-  cos  2  8  .  sen  ((p^  +  93) 

le  quali,  risolute  rispetto  a  sen  2  8  e  cos  2  8,  danno  : 


12 


'    ^23* 

k    ' 


sen  28  = 


cos  2  8  = 


^2     sen  (cp,  +  cpj) 
*83     8en(9j4-cp3) 

cos  (cp^  H- cpj)    Ajj) 
cos  ((p,  +  (pa)     A^j) 


:  sen  ((p,  —  (p^) 
:8en((p3  — (p,); 
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quadrando  e  sommando  membro  a  membro  sì  trova,  dopo  qualche  riduzione, 

(*i  +  *»)*  (««  —  *3)'  sen«  ((p,  _  (pj)  4-        - 
(^  —  ^f)'  (h  +  «3)'  sea*  (9«  —  ?3)  — 
(*i  —  «?)*  (*?  —  *3)'  sen*  (<p,  —  (pj)  z=: 
2  («J  —  si)  (si  —  4)  sen  (9^  —  <p,)  sen  (9,  —  93)  eoa  (cp,  —  9,).  (') 

262*.  Trovare  col  solo  compasso  il  raggio  del  cerchio  inscritto  in  un  trian- 
golo rettangolo.  (G.  Candido). 

Risoluzione  dei  Sigg.  S.  Resta,  alunno  del  R.  Istituto  tecnico  di  Bari,  E.  Bi- 
scaldi  e  F.  Marzoni^  alunni  del  R.  Liceo  di  Novara.  (*') 

Sia  ABC  un  triangolo,  rettangolo  in  A.  Con  centro  in  B  e  raggio  BA 
sì  tagli  ripotenusa  BC  in  D,  quindi  con  centro  C  e  raggio  CD,  si  tagli  AC 
in  E,  Poiché  la  differenza  di  due  lati  d'un  triangolo  e  minore  del  terzo  E  cadrà 
neir interno  del  cateto  AC. 

Ora  essendo  A  E,  per  costruzione,  la  differenza  fra  la  somma  dei  cateti  e 
ripotenusa,  in  seguito  al  fatto  che  la  somma  dei  diametri  del  cerchio  inscritto 
e  circoscritto  in  un  triangolo  rettangolo  è  uguale  alla  somma  dei  cateti,  sarà 
A  E  uguale  al  diametro  del  cerchio  inscritto  nel  triangolo  rettangolo  ABC.  La 
quistione,  come  vedesi,  è  ridotta  a  dividere  per  metà  col  solo  compasso  un  seg- 
mento dato. 

Una  soluzione  di  quest*  ultimo  problema  (V.  Mascheroni:  Geometria  del 
compasso),  è  la  seguente:  Sia  AB  il  segmento  da  dividersi  per  metà.  Si  trovi 
il  punto  simmetrico  C  di  A  rispetto  a  B  e  con  centri  A  e  C  e  raggi  rispet- 
tivamente eguali  ad  AB  e  AC  si  descrivano  due  cerchi  che  si  tagliano  in  L 
ed  M.  Poi  con  centri  in  questi  ultimi  punti  e  raggio  AB  si  descrivano  due 
altri  cerchi  segantisi  in  K,  fra  A  e  B,  questo  punto  K  è  il  centro  del  seg- 
mento AB, 


QUISTIONI   PROPOSTE  n 

^      88B*.  Di   un  triangolo   isoscele   sono   dati    il  perimetro  2p   e 
l'altezza  h;  determinare  i  lati  e  gli  angoli  del  triangolo. 

Condizione  di  possibilità  del  problema  e  caso  in  cui  il  triangolo 
diviene  equilatero. 


(*)  Bispoflte  alla  quistione  pervennero  anche  dai  Sigg.  E.  BiKcUdi  (R.  Liceo  di  Novara) 
e  (?.  Gallucci  (R.  ITnivergità  di  Napoli). 

(**)  Buone  soluzioni  pervennero  anche  dai  Sigg.  G.  Santoro  (R.  Liceo  Maddaloni)  e 
F,  Squassi  (R.  Ist.  tee.  Piacenza). 

(**•)  Le  questioni  contrassegnate  con  semplice  asterisco  sono  indirizzate  agli  alunni 
delle  scuole  secondarie,  quelle  distinte  con  due  asterischi  sono  dirette  in  particolar  modo 
agU  studenti  delle  scuole  superiori,  senza  escludere  qualsiasi  altro  studioso. 


X 
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I*.  Dato  un  rettangolo  R  di  lati  2a  e  2b,  si  vuole  co- 
struirne un  altro  S^,  interno  ad  R^  coi  lati  paralleli  e  ad  eguale 
distanza  da  quelli  di  R^  tale  ohe  la  sua  area  sia  in  un  rapporto  dato 
q  (q  <^  1)  con  quella  del  rettangolo  dato.  Determinare  la  comune 
distanza  dei  lati  paralleli  dei  due  rettangoli,  esaminando  i  casi  più 
notevoli,  e  discutere  i  risultati. 

897*.  Inscrivere  un  rettangolo  in  un  dato  cerchio  di  raggio  R 
tale  che  facendo  ruotare  il  cerchio  attorno  al  diametro  parallelo  ad 
un  lato  del  rettangolo,  il  cilindro  che  si  genera  abbia  la  superficie 
totale  in  un  rapporto  dato  q  colla  superficie  della  sfera  di  raggio  R, 

Condizione  di  possibilità  del  problema,  e  caso  speciale  di  q  ^-—. 

888*.  Scomporre  nn  numero  N  in  tre  parti  a?,  y,  z  in  progres- 
sione aritmetica,  e  tali  che  la  somma  dei  loro  cubi  sia  uguale  al 
cubo  di  un  numero  dato  P;  .e  trovare  le  condizioni  perchè  i  tre  nu- 
meri a?,  y,  z  risultino  reali  e  positivi  (*). 

898**.  Determinare  un  triangolo  isoscele  dati  il  perimetro  2p 
e  l'altezza  h  relativa  a  ciascuno  dei  lati  eguali.  Qual'  è  il  minimo 
valore  del  rapporto  2p  e  quali  sono  gli  angoli  corrispondenti? 

G.  Bellacchi. 

800**.  Dati  il  perimetro  2  j?  di  un  triangolo  sferico  isoscele  e 
l'altezza  h  dei  lati  eguali,  sono  questi  definiti  da  un'  equazione  bi- 
quadratica; riducibile  al  2^  grado  quando  sia  j?  = 


TC 


2 

G.  Bellacchi. 

301*.  Dati  due  cerchi  0,  O  eguali  e  che  si  tagliano  ortogo- 
nalmente, se  per  uno  M  dei  punti  di  loro  intersezione  si  conduce 
una  secante  comune  AMA'  e  per  A  ed  A  due  corde  AB^  AB  pa- 
rallele fra  loro,  in  una  direzione  qualsiasi,  dimostrare  che  la  somma 

a  ■   ■  ■  ■  O 

AB  -+-  A B'    è  costante. 

F.  Celestri. 

^  308*.  Calcolare  gli  angoli  di  un  triangolo  rettangolo  sapendo 
che  la  metà  dell'ipotenusa  è  media  proporzionale  fra  la  somma  dei 
cateti  e  il  raggio  del  cerchio  inscritto. 

G.    VlTALL 


(*)  Le  qaistloni  296*,  296*,  297*  e  298*,  salvo  una  forma  più  succinta  per  le  prime  tre, 
non  sono  altro  che  i  temi  dati  per  la  licenza  dagli  Istituti  tecnici  nella  Sezione  Fisico- 
matematica,  le  prime  due  nel  luglio,  le  altre  nell'ottobre  1895. 
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RIVISTE  E  NOTIZIE  BIBLTOGRAFIOHE 


Bidaktik  und  Methodik  des  Rechen  -,  MatkemaUk  -  und  Physik  -  Uni  erri- 
chis  von  Doti.  Max  Simon,  Professor  am  Lyseum  in  Strasshurg^  und 
Doti,  J.  KiESSLiNQ,  Professor  an  der  Gelehrienschule  des  Johannenms  in 
Hamburg,  Sonderausgabe  aus  Dott.  A.  Baumeister's  €  Handhuch  der  Er* 
ziehungs  -  und  Unterrichtslehre  fùr  hóhere  Schulen.  —  MQnchen,  1895, 
pp.   128  4-73. 

Le  ricerche  didattiche  non  sono  di  gusto  dei  matematici  italiani  ;  è  vano 
negarlo  come  riuscirebbe  probabilmente  infruttuoso  qualunque  sforzo  inteso  a  fiiir 
germogliare  un  sentimento  al  quale  sembra  refrattario  chi  nacque  e  crebbe  sotto 
il  bel  cielo  d*  Italia  ;  il  genio  di  un  popolo  non  si  muta  per  volontà  umana  e 
d*  altronde  il  popol  nostro  ha  già  un  corredo  di  qualità  sufficiente  a  compen- 
sarlo deir  assenza  di  entusiasmo  per  le  investigazioni  di  ordine  didascalico.  In- 
vece quello  che  importa  è  di  colmare  la  conseguente  lacuna  della  nostra  lette- 
ratura matematica  ricorrendo  alle  letterature  straniere,  affinchè  noi  non  siamo 
tacciati  di  sprezzare  quello  che  ignoriamo.  Ed  è  appunto  ad  impedire  che  passi 
inosservata  in  Italia  un*  opera  che,  quantunque  piccola  di  mole,  per  essere  densa 
di  pensiero  e  frutto  di  lunghe  e  coscienziose  esperienze  e  di  indagini  acute  e 
perseveranti  è  degna  di  considerazione  e  di  studio  da  parte  di  coloro  che  ali*  in- 
segnamento della  matematica  (*)  consacrarono  la  loro  vita.  Tanto  più  che  ne  è 
autore  uno  che,  dopo  avere  inaugurata  sotto  buoni  auspici  la  propria  carriera 
di  scienziato,  mise  in  disparte  le  tanto  seducenti  indagini  nelle  regioni  inesplorate 
del  pensiero,  per  consacrare  tutta  la  propria  attività  a  sbocconcellare  il  pane  della 
scienza,  a  togliere  gì*  impedimenti  di  cui  e  cosparsa  la  via  che  conduce  alle  ve- 
rità algebriche  e  geometriche.  Seguendo  le  tradizioni  de'  suoi  connazionali  egli 
è  sceso  in  campo  corazzato  di  tutta  la  scienza  del  suo  secolo  ;  ma  -  ed  è  questo 
un  appunto  che  già  mi  occorse  di  fare  in  altre  opere  uscite  in  Germania  (**)  - 
egli  sembra  propenso  ad  attribuire  il  nome  di  scienza  esclusivamente  a  quanto 
produssero  i  pensatori  suoi  conterranei,  opperò  non  ha  tenuto  il  debito  conto 
dei  risultati  conseguiti  da  una  falange  di  pedagogisti  inglesi  lavoranti  in  associa- 
zione (*")i  da  un*altra  analoga  costituitasi  in  America  (****),  e  da  alcuni  scienziati 
italiani  operanti,  per  impulso  proprio,  da  rivoluzionari  o  da  riformatori. 

Seguire  passo  passo  il  sig.  Simon  nell* esposizione  da  lui  fatta  dei  risultati 
delle  proprie  esperienze  è  impresa  ineseguibile  ;  d'altronde  modo  e  tempo  a  noi 
Agirebbero  difetto  per  verificarle  e  discuterne  le  conseguenze  ;  basti  accennarle  per 
sommi  capi.  Dopo  un  capitolo  introduttorio  contenente  una  rapida  ma  interes- 
santissima rassegna  dello  sviluppo  storico  dell*  insegnamento  della  matematica  in 
Germania  (*****)>  il  nostro  autore  espone  (cap.  II)  alcune  considerazioni  generali  di 
didattica  matematica  per  poi  occuparsi  successivamente  dell*  insegnamento  del 
calcolo  numerico  (cap.  Ili),  deiraritmetica  e  dell*  algebra  (cap.  IV  e  V)  e  della 
geometria  (cap.  VI  e  VII).  Risalendo  poi  a  considerazioni  di  più  ampia  portata 
egli  dà  dei  saggi  consigli  e  degli  ottimi  suggerimenti  ai  professori  di  ogni  ramo 

(*)  Ciò  equivale  ad  un'esplicita  dichiarazione  che  le  nostre  considerazioni  si  limitano 
alla  parte  matematica  dell'opuscolo  in  esame,  nella  parte  fisica  basti  rilevare  lo  studio  delle 
relazioni  fra  l'insegnamento  di  questa  scienza  e  quello  della  matematica. 

(•*)  Cfr.  questo  Periodico,  t.  Vni,  pp.  94,  95. 

(***)  Cfr.  questo  Periodico,  t.  IV.  p.  125-128  e  t.  Vili.  p.  101  e  se^. 

(*♦♦*)  Report  of  the  Committee  of  Ten  on  Secondairy  Schoot  Studiea  (New- York,  Cincinnati, 
Chicago;  l«»l\ 

C^***)  Esiste  una  rassegna  analoga  di  quanto  accadde  in  Italia  ? 
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di  matematica  (cap.  Vili),  per  fioire  discorrendo  dei  trattati  e  delle  raccolte  di 
di  problemi  (cap.  IX), 

Fra  le  tesi  a  noi  simpatiche  che  Fautore  sostiene  noteremo  quella  dell'intro- 
duzione deirelemento  storico  nel rinsegnamento  elementare  (*)  (del  qual  elemento 
egli  determina  la  portata  ed  i  confini),  quella  dell'utilità  di  fondere  planimetria 
e  stereometria,  e  quella  delle  relazioni  di  buon  vicinato  che  importa  stabilire  e 
rendere  quanto  più  è  possibile  strette  fra  l' istruzione  secondaria  e  V  universi- 
taria (**).  Fra  le  questioni  più  rioche  di  interesse  ed  importanza  noteremo  la 
determinazione  degli  scopi  che  ha  l' insegnamento  delle  matematiche  nelle  scuole 
medie  e  dell'aiuto  che  esso  può  prestare  all'  insegnamento  degli  altri  rami  ivi 
professati,  nonché  quella  del  genere  di  lavoro  personale  a  cui  può  dedicarsi  un 
professore  di  ginnasio  o  liceo  per  evitare  i  due  scogli  altrettanto  pericolosi  del 
cristallizzarsi  nello  stesso  cerchio  di  idee  in  cui  si  aggira  la  sua  opera  didattica 
e  del  perdersi  nelle  nubi  delle  questioni  irresolute  che  la  scienza  nostra  presenta. 

Eccellenti  sono  le  osservazioni  del  sig.  Simon  sulle  opere  a  cui  T  insegnante 
può  ricorrere  per  allargare  un  po'  il  campo  intellettuale  de'  migliori  fra  suoi 
studenti,  per  dar  loro  almeno  un*  idea  dei  campi  sconfinati  che  stanno  al  di  là 
di  quello  in  cui  sono  trattenuti  dei  programmi  governativi,  osservazioni  che  sem- 
brano ispirate  dalle  auree  parole  di  Abel  :  «  Si  l'on  veni  faire  des  progrès  dans 
les  mathématiques,  il  faut  étudier  les  maitres  et  non  pas  les  écoliers  ».  Inoltre 
va  data  a  lui  lode  incondizionata  per  avere  richiamata  in  vita  una  geniale  osser- 
vazione di  Mdbius,  che  cioè  le  dimostrazioni  per  assurdo  che  intervengano  nella 
geometria  elementare  si  possono  in  generale  trasformare  in  altre  dirette  fondan- 
dosi sulla  proposizione  seguente  :  «  Se  due  serie  di  concetti  a^,  bj^(kz=,  1,2, ...) 
appartenenti  a  due  distinte  totalità  di  concetti  A,  B  contengono  lo  stesso  numero 
di  elementi  e  sono  in  tale  relazione  di  corrispondenza  che  ogni  elemento  a.  di 
A  abbia  in  B  un  determinato  corrispondente  ^^,  allora  ogni  elemento  &.  di  B 
troverà  in  A  un  corrispondente  determinato  Oj^  ».  Per  converso  non  ci  troviamo 
d'accordo  coH'autore  nell' annoverare  la  Trigonometria  fra  le  scienze  applicate; 
era  tale  nell'origine,  quando  fungeva  da  semplice  ausiliare  dell'astronomia  ;  non 
lo  ò  più  oggi  che  forma  un  capitolo  della  geometria  di  misura  (***)  ed  in  certo 
modo  una  propedeutica  all'applicazione  dell'algebra  alla  geometria. 

A  queste  notizie  ed  osservazioni  potremmo  aggiungere  ;  ma  (per  usare  le  pa- 
role di  Amleto) 

since  brevity  ia  the  soul  of  wit 

I  wiU  be  brief. 

aenova,  20  novembre  1805.  GlNO  LoRIA. 

GARDENGHI  dott.  GIUSEPPE.  —  Mammle  tecnico  per  le  Società  di  mutuo 
soccorso.  174*  Manuale  della  collezione  Hoepli.  —  Milano»  1895.  —  Prezzo, 
L.   1.50. 

Di  questo  libretto,  scarso  di  mole  ma  ricco  d'importanza,  che  viene  a  far 
seguito  a  diversi  lavori  congeneri  meritamente  apprezzati  (***')  dello  stesso  A.,  si 
occupò  con  parole  molto  lusinghiere  il  sig.  dott.  Gh.  Moser  in  una  recensione 
pubblicata  nel  fascicolo  di  luglio  dei  Schweizerische  Bldtter  far  Wirtschafts 
und  SocialpoUtih.  Pare  nondimeno  che  non  sia  fuori  di  proposito  parlarne  di 
nuovo  per  contribuire  a  rendere  edotto  il  pubblico  italiano  dei  pregi  del  libro, 
facendolo  in  questo  periodico,  giacché  l'operetta,  malgrado  la  sua  forma  popò- 
lare,  ha  fondamento  matematico. 


(♦)  Cfr.  questo  Periodico,  t.  V,  p.  59-61. 
(**)  Cfir.  questo  Periodico,  X,  p.  187. 
(•**)  Cfr.  questo  Periodico,  t.  IH,  p.  30. 

(■••*)  V.  ad  es.  la  recensione  pubblicata  nel  voi.  IV,  pp.  166*150  di  questo  Periodico 
deU'oi>era  Teoria  matematica  détta  previdenza. 
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• 

Scopo  deirA.  è  di  stabilire  con  quale  ordinamento  tecnico  siano  da  regolare  le 
Società  di  mutuo  soccorso  basate  sostanzialmente  sul  risparmio,  affinchè  possano 
corrispondere  ai  loro  fini  principali  che  sono  i  seguenti:  1^  Assicurazione  di  un 
sussidio  di  malattia;  2^  assicurazione  di  un  sussidio  di  vecchiaia;  3^  assicurazione 
di  un  sussidio  alle  vedove  o  alle  famiglie  dei  soci  defuuti.  E  perciò  che  TA., 
mostrando  la  necessità  che  tali  Società  vengano  considerate  come  Istituti  di  assi- 
curazione poggiati  su  basi  matematiche,  si  propone  di  dare  le  norme  per  sta- 
bilire Vordinamento  tecnico  in  base  al  quale  la  Società  può  venir  costituita  con 
criteri  razionali,  e  le  norme  con  le  quali  sia  possibile  di  calcolare  il  valore 
capitale  attuale,  cioè  in  un  istante  qualsiasi,  di  tutti  i  sussidi  promessi  e  di 
tutte  le  quote  f^h  versarsi  dagli  assicurati,  ciò  che  costituisce  il  bilancio  tecnico, 

11  Manuale  comprende  quattro  capitoli,  ossia:  I.  Considerazioni  generali 
sulle  Società  di  mutuo  soccorso;  IL  Questioni  fondamentali  di  aritmetica  so^ 
evale;  111.  Applicazioni;  IV.  Elementi  e  norme  da  applicarsi  in  casi  spedali. 
Se^ue  \xik^ appendice  in  cui  si  trova  uno  schema  di  statuto  per  le  Società  in 
parola,  redatto  in  base  ai  principi!  fondamentali  dell'ordinamento  razionale  e 
alle  prescrizioni  della  legge  vigente  (15  aprile  1886)  sulla  costituzione  legale - 
delle  Società  di  mutuo  soccorso,  e  infine  la  proposta  dellMpotesi  da  farsi  per  i 
calcoli  relativi  ai  sussidi  d'invalidità. 

Il  libretto  è  poi  ricchissimo  di  valori  calcolati  in  base  a  diverse  tavole  di 
mortalità  e  morbosità. 

Il  consiglio  della  previdenza  (nell* ultima  sessione),  dovendo  esaminare  le  con- 
dizioni tecniche  di  diverse  casse-pensioni  e  in  particolare  il  progetto  di  una  cassa 
d*assicurazione  per  gli  operai  addetti  all'industria  dei  marmi  di  Carrara,  non 
esitò  a  prendere  per  guida  il  manuale  del  prof.  Gardenghi  (*). 

Ove  si  aggiunga  che  questo  manuale  è  redatto  con  molta  chiarezza  di  stile 
cosi  da  far  entrare  con  facilità  il  lettore  nell'ordine  d'idee  dell'A.,  ognuno  in- 
tenderà di  leggieri  il  nuovo  importante  contributo  portato  dal  prof.  Gardenghi 
allo  svolgersi  della  previdenza  sociale  (**). 

A.  L. 

Annuaire  pour  l'an  1896  publié  par  le   Bureau  dea  Longitudes. 

Avec  des  Notices  scienti fiques.  In- 18  de  IV- 894  pages,  avec  2  Gartes  magne- 
tiques.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils.  —  Prix  :  fr.  1,50;  franco,  fr.  1,85. 

Come  ogni  anno  a .  quest'epoca  è  comparso  V Annuaire  du  Bureau  des  Lon- 
gitudes. L'annuario  per  il  1896  contiene  in  gran  copia  delle  indicazioni  pratiche 
riunite  in  questo  piccolo  volume  per  comodo  degli  studiosi  e  degli  uomini  pra- 
tici! Vi  si  trovano  anche  articoli  dovuti  agli  scienziati  più  illustri  sulle  Monete, 
la  Statistica,  la  Geografia,  la  Mineralogia,  ecc.,  infine  le  notizie  seguenti  : 
Les  Forces  à  distance  et  les  ondulations  ;  per  A.  Cornu  —  Les  Travaux  de 
Fresnel  en  Optique  ;  per  A.  Cornu  —  Sur  la  construction  des  nouvelles  Cartes 
magnétiques  du  globe,  intraprese  sotto  la  direzione  dell'Ufiicio  delle  Longitudini; 
perDE  Bernardières  —  Sur  une  troisième  ascension  à  Vobservatoire  du  sommet 
du  mont  Blanc  et  los  travaux  exécutès  pendant  tètè  de  i895  dans  le  massif 
de  cette  montagne;  per  J.  Janssen  —  Notice  sur  la  vie  et  les  traìxiux  du 
contre-amiral  Fleuriais;  per  de  Bernabdières  —  AUocutions  prononcées  aux 
funérailles  de  M,  E.  Brunner;  per  J.  Janssen  e  F.  T  isserà  no. 


{*)  y .  Annali  del  credito  e  d^aprevidemoj  n.  29,  pag.  18  e  segnenti. 

{**)  Il  presente  mannaletto  fn  premiato   con   medaglia  d'argento  dalla  Giuria  delle 
Esposizioni  riunite  di  Milano,  Sezione  Previdenza. 


Finita  la  Redazione  il  di  20  gennaio  1896. 
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n.  6  ;  —  Journal  de  MathémaMques  élémentaires  par  G.  Db  Lonochamps; 
XX  n.  2,  3.  —  Journal  de  Mathématiqiùes  élémentaires  par  H.  Vuibbrt.  20«  a. 
n.  10-13  —  Jomal  de  Sciendas  mathematicas  e  astronomicas  publicado  pelo 
Dr.  F.  GoKBS  Tbxbira.  XII  n.  4.  —  L'Intermédiaire  des  Mathématicieiis  par 
C.-A.  Laisant  et  E.  Lbmoine  ;  III.  n.  2,  3.  —  Mathesis  par  P.  Mansion  et 
J.  Nbubbrg.  2*  sèrie;  VI  n.  2,  3.  —  Rendiconto  deWAccadeìnia  delle  scienze 
fisiche  e  m^teinatiche^  Napoli.  Serie  3  '  ;  II  n.  1,  2.  —  Rendiconti  del  Circolo 
matematico  di  Palermo.  X  n.  1-2,  3.  —  Revue  de  m^Uhématiques  ^[}éciales  par 
E.  HuMBBRT  et  G.  Papblibr,  vi  n.  6, 7.  —  Rivista  di  mxitematica  di  G.  Peano, 
V  n.  12,  VI  n.  1.  —  The  arnerican  math^ììatical  monthlyy  Edited  by  B.  F. 
FiNKBL  and  J.  M.  Colaw  ;  li  n.  12,  III  n.  1,  2.  —  Zeitschrift  far  mathema- 
tischen  und  nMurtoissenschaffUchen  Unterricht  von  J.  C.  Hoffmann  ;  XXVII 
n.  2,  3. 

Bardblli  (G.)  —  Sull'uso  delle  coordinate  obliquangole  nella  Meccanica  ra- 
zionale (Eend.  r.  Ist.  Lom.  di  se.  e  lett.,  Serie  II,  Voi.  XX TX,  1896). 

Bettazzi  (E.)  —  Sulla  catena  di  un  Ente  in  un  Gruppo  (Atti  R.  Acc.  Se. 
Torino,  Voi.  XXXI,  1896). 

Gruppi  finiti  ed  infiniti  di  Enti  (id.,  id.). 

BiASi  (G.)  —  I  poligoni  equivalenti  e  le  lettere  E,  F  (Risposta  ad  una  cri- 
tica del  prof.  M.  Gremigni).  Sassari,  Tip.  Dessi,  1896. 

Giudice  (F.j  —  Sull'equazione  di  5"  grado  (Acc.  Reale  d.  Scienze  d.  Torino. 
Anno  1895-96). 

MoRTARA  (dott.  E^  —  Osservi^zione  sul  principio  delle  aree.  Parma,  Tipo- 
grafia Battei,  1895. 

Retali  (V.)  —  Soluciones  de  cuestiònes  (El  Progreso  Matemàtico.  Ar.o  V, 

1896). 
Tbixeira  (F.  G.)  —  Sur  le  développement  des  fonctions  en  sèrie  ordonnée 

suivant  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus  de  la  variable  (Jour.  f.  d 

reine  u.  angewandte  Math.,  Bd.  116). 
Veronese  (G.)  —  Intorno  ad  alcune   osservazioni   sui  segmenti  infiniti  ed 

infinitesimi  attuali  (Math^Annalen,  Bd.  47). 

Risposte  a  questioni  alle  quali  rimane  a  dare  evasione.  Quistione  189  e  211". 
G.  Gallucci;  256".  V.  Columbo,  E.  Nannei,  V.  Retali,  G,  Vitali;  260". 
V.  Columbo,  G.  Gallucci,  E.  Nanftei,  V.  Retali:  268-  G.  Vitali;  269.  /-  Rosi, 
V.  Columbo,  Q.  Vitali;  270".  G.  Vitali;  271'.  e  272".  G.  Gallucci;  273". 
6r.  Gallucci,  G.  Manfredini,  S.  Resta;  274*.  F'  Celestri,  G,  Gallucci,  G.  Man- 
/redini,  S.  Resta;  275*.  i*'.  Cefestri,  G.  Gallucci:  276*.  G.  Gallucci;  277'*. 
G.  Vitali;  278".  G.  Gallucci;  279**.  U.  Ceretti,  G.  Gallucci,  V.  Retali,  G. 
Trapani;  280*.  G.  Gallucci;  281*.  G.  Vitali;  282*.  G.  Gallucci;  284".  -P. 
Castelli,  F,  Celestri,  A,  Chiari,  G.  Trapani,  G.  Vitali  ;  285'.  L.  Baccarani, 
A.  Bf lardi,  G.  Barello,  F.  E.  S.  Gallino,  G,  Gallucci,  E.  Palumho,  G.  Po: 
286*.  D.  Gambioli,  G.  Moro,  E,  Palumho,  G.  Properzi,  G,  Tacconi,  G.  Vitali: 
287*.  A.  Braccini,  G.  Gallucci,  L.  Sloppani;  288**.  C.  Ciamberlini;  289". 
C.  Ciamberlini,  G.  Gallucci,  G.  Riboni;  291'*.  F  Ferrari;  292*.  M,  Baglini, 
G.  Bordi,  V.  Retali;  293'*.  P^  Castelli,  C.  Ciamberlini,  G,  Gallucci,  A,  Gan- 
dolfi,  V,  Retali,  G.  Riboni  ;  294.  S,  Catania,  C.  Ciamberlini,  G.  Gallucci,  V. 
Pierantoni,  G.  Riboni;  295'-  E.  Pascale,  G.  Rinaldi;  296*.  C,  Nasi,  A.  Spena; 
298*.  C.  Nasi,  M.  Zaccordo;  301*.  O  Gallucci,  C  Simoncini;  302*.  G.  Gai- 
lucci,  A.  Spena. 


DI  UNA  NUOVA  FORMULA 

PER    CALCOLARE    LA    SOMMA    DELLE    POTENZE    SIMILI 

DEI    MUMEBI   NATUBALI 


1.  Alle  formule  note  per  deterininare  la  somma  delle  potenze 
simili  dei  numeri  naturali  se  ne  può  aggiungere  un'altra  nella 
quale  non  appariscono  esplicitamente  i  coefScienti  binomiali.  A  tale 
oggetto  osserviamo  che  dalla  identità  ri"  -=171  (n*"*)  seguono,  quando 
n  sia  anche  intero  e  positivo,  le  seguenti: 

n*=        n*-*+       n*^*+       n*-' +....+        n*^*  +  n*^*  +  w^* 
(n-l)*  =  (w-l)*-*  +  (w-l)M+(w-l)*-* +....  + (w-l)*^*  +  (w-l)*"* 
(n-2)*  =  (n-2)*-*+(n-2)*-*  +  (n-2)*-* +....+  (n-2)*-* 


kA^l      I      oA— 1 


ove  i  secondi  membri   hanno  rispettivamente  n,  w  —  1 ,  ....  2,   1 
termini.  Sommando  per  colonne  si  ha  . 


x=~n  ar=»i  a?=n  as=n 

«=l  x=\  S^i  x-^ 


2  aj*=  2a?^*  +  2^^*  +  2^*"'  + +  2  a7*-*  +  2^*"*- 


Ma  per  ogni  intero  positivo  r  <n  si  ha  (r  t=:  1  escluso) 

X=n  ss=n  x—r—l 

2  a;*-*  =  2  '»*"*  —   2  '^'     ('"  =  2,  3,  4,  ... .  n), 


onde  sostituendo  nella  procedente 


3?^-n  x=n  W~x-1  x=^2  x—»  x-n—X  ~| 

2a;*=»2«      -    2  *»+ 2  «'+••••+ Sa'     +••••+  2  ^ 

»=l  ar— 1  Lar=l  x=^l  x—\  xr-X  J 


ovvero 


j0=n  afc=n  *=n— 1  x=« 

2  «*  —  «  2  «J*"*  —  2  2  a'*"* 

x=\  x=\  r=l     ar=l 

«-— n 


e  posto  per  brevità  2  ^*  =  ^*,n  si  avrà  per  k  qualunque, 


ar=l 


(1) ^it.n  =  ^?<T/t-l.n   2      ffit^l,.. 


6 
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2.  Di  questa  formula  ci  varremo  dapprima  per  stabilire  in 
generale  la  forma  della  funzione  di  n  che  rappresenta  il  valore 
^ì  ^*.»*  Vi  si  ponga  a  tal  fine  ft  =  l,  si  avrà 


.»  ^S.n  2      <^o,f 


^I 


Ma(ro.n  =  w,   quindi   ff, ,  =  «,    g  <ro,.=    2   ^  =  ^i.n— ^ 
onde 


ovvero  la  notissima  relazione 

La  somma  ^^  ^  per  fc  =  1 ,  è  dunque  una  funzione  intera  di  grado 
k  -^  \  =^^  \\i  n.  Supponiamo  che  questo  fatto  si  verifichi  per  alcuni 
valori  consecutivi  dell'esponente  k^  e  precisamente  supponiamo  che 
per  X  =  1 ,  2,  3,  . . . . ,  fe  —  1  la  somma  (sy^  sia  definita  dalla  l'ela- 
zione 

(2)        \.  =  \y^'+  \\*'^  +  ••••  +  «^,x«  +  «X+..X 

e  dimostriamo  che  una  relazione  analoga  sussiste  per  X  =  A. 

Poniamo  infatti  nella  (2)  X  =z  A  —  1  e  sostituiamo  il  valore 
cosi  trovato  di  <Jj_,  ^^  (e  quello  di  <X;^.i^,)  nella  (1).  Avremo  subito: 

<'*,n  =  w  K»-i  w*  +  a,,*_i  w*-*  +  ....  +  a^^^,]  — 
=»— 1 


«=»— 1 

§ 

Ma  alla  2  ^^1  secondo  membro  può  sostituirsi  una  somma  di  A  -}"  ' 

termini  della  forma   2  ^»-r,*-i  •  ^*^  =  ^A-r.*-i  •  ^r,»-i  (^  =  *»  *  —  ^  » 
1,  0),  quindi  la  relazione  precedente  diviene: 

« 
Per  la  prima  delle  <t  del  secondo  membro,  che  ha  l'indice  A,  si  ha 
evidentemente 

A,  n    1  hfn 
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onde    sostituendo   e   trasportando    nel    primo    membro    il    termine 


-«o,^i^*,n  s*  ^*^va 


(T 
(a) 


***  —  1  4-  a 


fc,4— i^O.H^i 


1+a, 


Ma  lo  d  del  secondo  membro  hanno  indice  non  maggiore  di  k  —  1 , 
e  quindi,  a  causa  della  (2),  sono  funzioni  intere  rispettivamente  di 

grado  k,  k  —  1 2,  1   nella  variabile  n  —  1 ,  per  cui   anche 

nella  variabile  n.  Ne  segue  immediatamente  che  il  secondo  membro 
deirultima  relazione  è  una  funzione  intera  di  grado  k  +  1  in  n, 
sicché  potremo  scrivere 

come  si  voleva  provare. 

3.  La  formula  (a)  può  ora  ritenersi  vera  per  qualunque  valore 
dì  k,  e  poiché  la  quantità  entro  la  prima  parentesi  del  secondo 
membro  è  a.   ,    ,  assumerà  la  forma 


*•  *  1   -I-  a 

(3)  '-»-«o.»_, 

«l.»_l  *»_),»-)  +"».»_«  «»_».•-«  +  ••••  +  «»_«.»_»  "un-i  +<*k.k~l  'o.»_« 


l+« 


O.fc— 1 


Questa  formula  serve  a  determinare  il  valore  di  <r  quando  siano 
già  noti  quelli  di  <j^  ^,  (t^^^,  ....  a^^  ^,  giacché  in  tale  ipotesi  sono 
note  anche  le  a^  ^^^  (r  =  0,  1 ,  2,  . . . .  &)  perxhè  coefficienti  della 
funzione  già  irovatay  che  rappresenta  il  valore  di  t^^_,^^.  La  (3)  6 
appunto  la  formula  cercata. 


Cesena,  dioemfare  1896. 


Alberto  Tagiori. 


BsrVn 
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SULLE  FRAZIONI  CONTINUO:  NUMERICHE 

{Cùntinuazione:  V.  pag.  i3). 

Frazioni  continue  ad  elementi  positivi. 

14.  Da  quanto  fu  detto  al  numero  9  [F.  X)]  segue  immediata- 
mente che  :  Ogni  frazione  coniintùa  ad  elementi  positivi  è  monova- 
lente 0  bivalente  ;  se  è  monovalente,  il  suo  valore  è  limite  inferiore 
delle  ridotte  d'ordine  dispari  ed  6  limite  superiore  di  quelle  d'ordine 
pari  ;  se  è  bivalente,  il  maggior  valore  6  limite  inferiore  delle  ridotte 
d'ordine  dispari  ed  il  minore  è  limite  superiore  delle  ridotte  d'  or- 
dine pari. 

Se  sono  positivi  tutti  gli  elementi  della  frazione  continua 

ai  a,  a.^ 

^+     "VH     "^3+" 

e  — ^-  ò  la  n°^  ridotta  della  medesima,  sono  certamente  convergenti 
le  serie 

Xj  (t^  a^  b^  ^1  «j  (/g  «4  65      

\       I     _^^3A_  -f-     ^1  ^^2  ^8  «4  «6  ^6        , 

e  le  loro  somme  sono  i  valori  della  frazione  continua,  che  è  monova- 
lente o  bivalente  secondo  che  le  due  somme  sono  uguali  o  diseguali. 
Nel  primo  caso  il  valore  della  frazione  continua  è  pur  dato  dalla  serie 

^  \h\h  \h}h  Nl*4 

che  allora  ò  convergente,  e  nel  2^  caso  questa  serie  non  ò  con- 
vergente e  precisamente  è  bivalente  ed  ha  gii  stessi  due  valori  della 

frazione  continua,  cioè  questi  sono  i  limiti  dell'insieme  (5^,  .y^,  ^3 ) 

dove  s^  indichi  la  somma  dei  primi  n  termini  dell'  ultima  serie. 

15.  Teorema.  Se  sono  tutti  positivi  i  numeri  a^ ,  a^ ,  iig ,  —  ; 
b, ,  b. ,  b  , ,  perchè  sia  monovalente  la  frazione  continua 

X  m0  V 

fi O2  <^8 
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è  necessario  -e  sufficiente  che  sia  divergente  il  prodotto  di  infiniti 
fattori: 

(> + ^».)  [• + ^  (». + ::■)][> + ^-  {". + >fv  -:;-)] 

Dimostrazione.  La  XIIj  mostra  infatti  che,  se  e  soddisfatta  la  con- 
diziono del  teorema  e  soltanto  se  è  soddisfatta,  si  ha 

lim        (2^.  _  ^-'«-1-)  =  0     ossia     lim  -^  =  lim  -^»^^. 

La  condizione  enunciata  nel  teorema  ò  dunque  appunto  necessaria 
e  sufficiente  perchè  le  ridotte  d'ordine  pari  e  quelle  d'ordine  dispari 
tendano  al  medesimo  limite,  cioè  {V.  14)  sia  monovalente  la  frazione 
continua. 

16.  Come  Corollario  del  teorema  precedente  abbiamo  per  es.  che  : 
Se  sono   tutti   positivi  i  numeri  a^,  a^,  . . . ,  &^ ,  è, ,  ...  ed  è 
divergente  il  prodotto 

allora  è  monovalente  la  frazione  contiima 


«I  «2  ^3 


17.  Teorema.  Se     -  è  la  n""*  ridotta  della  frazione  continua 
ad  elementi  positivi  ed  interi 

^  «8  a. 


ed  è: 

lim        — T-^ =  0. 

n=»        Aa  +  t^n 

la  /inazione  continua  è  monovalente  ed  ha  valore  irr^azionale. 

Dimostrazione.  Le  ridotte  d'ordine  dispari,  come  mostrano  le  X), 
decrescono  sempre  e  tendono  ad  un  limite,  che  indicheremo  con  p  ; 
le  ridotte  d'ordine  pari  crescono  sempre  e  tendono  ad  un  limite, 
che  non  può  essere  maggiore  di  p  ed  indicheremo  con  q.  Suppo- 
niamo che  esista  un  numero  razionale,  che  non  sia  né  maggiore  di 
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a 


p  nò  minore  di  ^  ;  e  tal  numero  sia  la  frazione  a  termini  interi  --  ; 

questa  frazione  sarà  compresa  fra  due  ridotte  consecutive  qualunque 

« 

e  sarà  per  ciò: 


'•»_< 


> 


a 
T 


l*n_ 


X   ; 


> 


b 
a 


»_i 


»_i 


dove  si  son  chiuse  le  differenze  tra  sbarre  per  indicare  die  si  deb- 
bono prendere  i  valori  assoluti  delle  medesime.  Da  queste  disegua- 
guaglianze,  tenendo  conto  della  prima  Vili)  ed  osservando  che  il 
valore  assoluto  di  a  jx^^  —  b  X^^ ,  essendo  intero  non  nullo,  non 
può  essere  minore  di  1,  deducesi: 

X„ 


b> 


a> 


aj  ttjj . . .  a 


per  CUI  e  : 


a  +  6  > 


Dovendo  questa  relazione  sussistere  per  ogni  valore  di  w,  ne  segue 
che,  se  la  condizione  del  teorema  si  verifica,  deve  essere  -  -r-,  =  0 


a 


per  cui  a  e  &  non  possono  essere  finiti,  cioè  non  può  esistere  una 
frazione,  che  non  sia  né  maggiore  di  p  né  minore  di  5  e  ciò  è  pre- 
cisamente quanto  dire  che  q  é  eguale  ape  non  é  razionale,  ossia 
che  la  frazione  continua  é  monovalente  el  ha  valore  irrazionale. 

18.  Come  Corollario  I  del  numero  precedente  e  della  terza  XI), 
possiamo  dire  che: 

Se  sono  tutti  positivi  ed  interi  i  numeri  «^ ,  a^ , . . . ,  &^ ,  6^ , . . . 
ed  è  divergente  il  prodotto 


à,    à^    K 


«1       «2       «3 


allora  e  monovalente  ed  ha  valore  irrazionale  la  frazione  continua 


a. 


a. 


19.  E  come  Corollario  II  possiamo  dire  che: 
So  sono  tutti  positivi  ed  interi  i  numeri  a^,  a^ 
ed  ò  divergente  il  prodotto 

b,     .  fti       \  Ib.      .  6. 


( 


«2  +  *i  ^i 


:)(^ 


«3  "+-  h  h 


)(7 


^3*4 


&4»    *2»   ••• 


I    .  .   .  .  , 
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allora  è  monovalente  ed  ha  valore  irrazionale  la  frazione  continua 


«I        ««        «s 


•  • 


&i  4-  ^  -4-  ^3  -h 

20.  Teorema.  Se  è  monovalente  la  frazione  continua  ad  ele- 
menti positivi 


^^        ^t        ^3 


^  -*-  b,  -*-  i>s  + 

perchè  sia  u^  :  u^  il  valore  della  medesima^  è  necessario  e  suffi- 
ciente che  siano  tutte  dello  stesso  segno  le  quantità  u^,  u^,  u^,  ... 
determinate  mediante  le  equazioni  III. 

Dimostrazione.  Per  la  V),  indicando  sempre  con  — *-  la  n*~*  ridotta, 
SI  ha: 

^'o        1*1^1  «.^i  4- 1*^  «^ 

Ora  una  frazione,  che  abbia  per  termini  le  somme  degli  omonimi 
termini  di  due  date  frazioni,  è  compresa  oppure  non  è  compresa  fra 
le  date  secondo  che  i  denominatori  delle  medesime  sono  di  segno 
uguale  o  diverso:  per  ciò,  essendo  positivi  jx  ^  e  ja^,  il  secondo 
membro  dell'ultima  eguaglianza  è  compreso  oppure  non  è  compreso 
fra  X^,  w^,  :  1*^;  w^,  e  X^u^  :  ^.^u^,  ossia  tra  X^^  :  i*^^  e  X^  :  ix^ , 
secondo  che  u^  ed  u^^  sono  di  segno  uguale  o  diverso.  Concludiamo 

quindi  che,  se  le  u  sono  tutte  dello  stesso  segno,  — ^  è  compreso  tra 

-^*-^  e  — ^- ,  qualunque  sia  «,  e  per  ciò  è  precisamente  il  valore  della 

frazione  continua  ;  se  invece  non  sono  tutte  del  medesimo  segno  ed  è 
per  es.  u^^  la  prima,  che  abbia  segno  diverso  da  quello  di  u^ ,  per 

cui  abbiano  diverso  segno  u^  ed  u^^,  —^  non  è  allora  compreso  fra 

-^^=^  e  — ^  e  non  può  quindi  essere  uguale  al  valore  della  frazione 

continua,  il  quale  è  compreso  fra  queste  due  ridotte. 

21.  Una  frazione  continua,  che  abbia  tutti  i  numeratori  uguali 
ad  1  e  tutti  i  denominatori  positivi  ed  interi,  la  diremo  irreducibile. 

Le  proprietà  delle  frazioni  continue  irreducibili  deduconsi  imme- 
diatamente da  quanto  precede  ;  noi,  per  non  fermarci  su  cose  troppo 
note,  ci  limiteremo  a  ricordare  che  : 


\ 

\ 
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Le  ridotte  d'una  frazione  continua  irreducibile  sono  frazioni  ordi- 
narie irreducibili.  Ogni  frazione  continua  irreducibile  è  monovalente 
ed  ha  valore  irrazionale. 

Applicazioni. 

Per  provar  subito  Tiraportanza^delle  proposizioni  date  qui,  le  uti- 
lizzeremo per  dimostrare  in  modo  nuovo  T  irrazionalità  delle  potenze 
di  e  d'esponente  razionale  e  del  quadrato  di  tu. 

22.  Se  nelle  equazioni  III)  si  fa 

QO        Jtm  00  ^2m 1 

V,  =  cos  Ao?  ==  V  _* —  ,      w,  =  sen  A  a?  =  y  — 
a,  =  00.    a^  =  a^  =  a^  =  . ,.  =cc*:    b  =2n — 1 

1  '  2  3  4  '         n 

si  trova: 

^VM  2j.      7K- TTJ ^ 


_^     2*(m  --  l)(m  —  2)  .. .  (m  -  A)  ^^^^ 
'"^^     m4+i  (2m— 1)! 


onde  (V.Gq  20)  si  ha  : 

.     I  _        sen^flj  a       a?'  a?'  «^^j  a;       a?*      a?'      a?* 


coshaj        1+3+         2w—  1+     w^  i-}-3  4-5+7  + 

per  cui,  essendo 

—  1  + 


tg^o; 


ne  segue  e>sere: 


2  09  1      t  2  a?  a?'      a'      fl?* 


e**  =  1  + 


—  x+  1  +  3+5+7  + 

Ponendo  —  in  luogo  di  oc  ed  approfittando  della  formula  di  tras- 
formazione  I),  si  ottiene  infine  : 


e*=l  + 


2a? 


n\ 


a?' 
1  —  xJr «» 


OH- 


IO +     * 


? 


14  +  . 


Il  prodotto  — ^-  . . .  »'*  divergente  per  tutti  i  valori  di  .t. 


x^      x^      so- 


2  J-  4n 

perche  il  suo  fattor  generale  —^ —  aumenta  indefinitamente  con  n, 


—  63  — 

onde  {V.  18)  ne  segue  che  e"  è  irrazionale  per  tutti  i  valori  interi  di  x 
e  tale  è  quindi  anche  per  tutti  i  valori  frazionarli  di  a;,  perche,  se 

fosse  ;  azionale  e*,  sarebbe  razionale  anche  [e'^j   ossia  e"*. 

Sono  dunque  irrazionali  tutte  le  potenze  di  e  d' esponente 
razionale  (*). 

23.  Siccome  una  frazione  continua  irreducibile,  che  abbia  per 
valore  un  irrazionale  quadi*atico,  è  necessariamente  periodica  e  dal 
precedente  sviluppo  di  e*  deducesi  subito 

e  —  \  _      11111 
~~2~  r+"  5  +   10  +  14  +  18  + 

cosi  ne  segue  immediatamente  che     ~    ,  quindi  ancora  e,  non  può 

essere  irrazionale  quadratico^  cioè  non  può  esserle  radice  di  un*e- 
quazione  di  2^  grado  con  coefficienti  razionali  (**). 

24.  Se  nelle  equazioni  Ili)  si  fa 


u=oosx  =  ^{-ìr-^,  u^  =  sena:  =  f  (-1)-'    ^""' 

'  «^0^  ^    (2m)l'       *  ^r         ^       (2m— I)! 

a^  =  — a?,      «2  =«3  =a^  =  ...  =  —  a?*,      J^i=  — (2n—  1), 
si  trova 

m=*-hl  (2>/t  l)  ! 

onde  (  V.  G)  ne  segue  essere  : 

,  X        X*       »*  X*  u  ^, 

^  —IH 3H 5+  _(2«—  1)+     u^ 

Da  questa  relazione,  mediante»  le  formule  di  trasformazione  I)  e  li), 
si  deduce  subito: 

,  .  a;*       1  a?*  1  a' 

1  —  0?  ceto?  = 


2+  1  +  4^  ««+  1  +  6  —  »«  + 


aj'  1  tt 

TfM-i 


2  (n  —  1)  —  07»  +  1  +  Il   —  « 


n-Kl 


(*)  Per  la  traacenden^a  di  e  e  'jc  e  per  altre  qnestioni  celebri  nella  Storia  della  Mnte- 
matioa  oonvien  leggere  il  libro,  di  sole  66  pagine  :  F.  Klviit  -  Vortràge  iU)er  oMigeuxlTdte 
fragen  der  BUeìnentargemnetrie.  Leipsig,  1806. 

(**)  Per  gli  irrazionali  in  genere,  gli  irrazionali  quadratici  e  onbioi  ed  algebrici  iu 

partioolare,  le  friusioni  contìnue  niimericlie  usnali  ed  anche  per  la  trascendenza  di  tt  ("d  <> 

si  pnò  pur  leggere  ntilmente  il  piccolo  libro  (151  pagine):  P.  Bacìi  ma  nn  -  Vorlp^uitgen  iiltfr 

die  NaìuT  der  IrraUonalsahìém.  Leipzig,  18B2. 
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Per  quanto  fu  detto  al  n.  20,  essendo 

sussiste  quindi,  per  tutti  i  valori  di  a?  da ^  ^  H »  i^  seguente 

sviluppo  di   I  — oycota?  in  frazione  continua  ad  elementi   positivi: 

1  —  a;  cot  a?  = 


0?» 


1  + 


4  —  x^  +  -^        ^?  i 


1  ^ 

6  — a>*+-^         ^, 


1  + 


8  — a?  -|-  , 


25.  Da  quanto  fu  detto  nel  precedente  numero  segue  pure  clic, 
se  nelle  equazioni  III)  si  pone 


^  /        ix*»»2   2(m«  1)   _g^4 

si  deve  trovare 


^^     /  •■  v«M_9     -CITI»—    li  , 

r„  1=  seno?,     v,  =,  sena?  —  a?cosa?  =:  5]  ( —  1)       z- r^ri  ^ 

0  1  ^^_  y         I        ^2  m  —  1  )  ! 


^,      v«    /        ivm_*_i/9^         91,         ,2  (w        1)  « . .  (m       K)     g,^_^ 


_    ;_  i)--^4(2m  — 2A— 1)-*' 

Ciò  si  verifica  facilmente  e  si  perviene  cosi  per  via  più  diretta  al 
precedente  sviluppo  di  1  — asceta;. 

26.  Si  riconosce  ora   subito   che  w  ed .  anche  il  suo   quadrato 
sono  irrazionali.  Infatti,   se   il   quadrato  di  %  fosse   razionale,  tale 

sarebbe  ancora  quello  di  —  ;  ma,  se  il  quadrato  di  -^  fosse  la  fra- 

t*  ì  *K  \  ♦* 

zione  a  termini  interi  —  ,  ponendo  a?*  z=  (-^  I  =: —  nello  sviluppo 

precedente  di   1 — a;cota?  e  ricorrendo  alla   formula  di  trasforma- 
zione I),  si  otterrebbe: 

r         s  r  8  r 

—  25+  r+ 4*  — r  4-  r+  65  —  r  +  '  *  '  * 

Qiiesla  uguaglianza  è  assurda,   i>erchn  {V.    ÌS,    il    secondo   membro 
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ha  valore  irrazionale,  essendo  divergente  il  prodotto 

25        1       4s  —  r       1       65  —  r       1 


•  •  • 


r         s  r  s  r  8 

2ns  —  r 


come  si   riconosce   immediatamente   osservando  che 


ossia  2« ,  cresce  indefinitamente  con  n.  È  dunque  assurdo 

r  s 

l'ammettere,  che  sia  razionale   il    quadrato  di  x,    per  cui   si  con- 
clude che  TT*  è  inflazionale  ed  è  quindi  irrazionale  anche  w. 

27.  Il  pregio  delle  rigorose  dimostrazioni  date  in  queste  appli- 
cazioni consiste  specialmente  in  ciò,  che  la  validità  degli  sviluppi 
dati  ai  numeri  22  e  24  (7.  25)  e  la  prova  dell' irrazionalità  delle 
potenze  di  e  d'esponente  razionale  e  del  quadrato  di  w  sono  fon- 
date solo  sulle  proposizioni  semplicissime  dei  numeri  20  e  18. 

Genova,  settembre  1885. 

F.  Giudice. 


TEHI  DI  MATEMATICA  DATI  PER  L'ESAME  DI  MATDRITÀ 

IN   GINNASI   E  SCUOLE   REALI   SUPERIORI   DELL' AUSTRIA-UNGHERIA 

aUa  fine  degli  anni  scolastici  1891-92  e  1892-93 


(Continuazione'.  Y.pag.  27,  55,  97,  148,  184  deWanno  IX,  25,  58  dell'anno  X 

e  20  dell'anno  XI). 

Rudolkswert:  t.  r.  Ginnasio  stq),  —  I.  Dopo  quanti  anni  sarà  estinto  un 
prestito  di  4000000  f.  al  6  °/o  se  la  rata  semestrale  d*ammortamento  importa 
144500  f.?  QuaPè  la  prima  e  quale  Tultima  rata? 

2.  Un  cono  retto  viene  troncato  alla  distanza  di  2  m.  dalla  basu  talché  il 
volume  del  tronco  è  di  36  m.'  Se  le  due  basi  stanno  fra  loro  come  5 :  3,  quale 
è  Taltezza  e  quale  il  volume  deirintiero  cono,  e  quale  Tinclina/àone  del  lato 
sulla  base? 

3.  Sono  condotte  delle  tangenti  alKellisse  4a;^  +  25y'=  100  da  quel  punto 

che  ha  per  coordinate  i  valori  intieri  e  positivi  di  x  eày  che  soddisfanno  Tequa- 

2 
zionc3a0+l  g  y^  17.  Si  domandano  le  equazioni    delle   tangenti  e    l'angolo 

da  esse  compreso. 

Znaim:  i.  r.  Ginnasio  sup.  —  1.  Una  somma  di  6400  (k)  f  deve  venir  pagata 
con  12  (2  n)  rate  annuali  eguali,  calcolando  l'interesse  comporto  nei  primi  6  (n) 
anni  al  4  (p^.)  ^/^  e  quindi  al  5  (p^.)  ^1^.  Quanto  importa  la  rata  annuale? 

2.   11  .4*^-^* +  8326.  9*-*=  132  .  9*-*-*  — 8  .  4«^  +  *. 


I 
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3.  Una  sfera  vuota  di  ferro  pesa  30  (A)  Kg.  e  s* immerge  a  metà  neU*acqua, 
quaFè  la  grossezza  del  guscio,  se  il  peso  specifico  del  ferro  si  prende  eguale 
a  7.7? 

4.  Sono  condotte  delle  tangenti  alla  parabola  t/^  =  4  a?  nei  punti  d'interse- 
zione colla  retta  a;  +  y  =  3.  Calcolare  Tarea  del  triangolo  formato  dalla  retta 
colle  due  tangenti. 

GzERNOWiTz:  i.  r.  Ginnasio  $up,  —  I.  Dividere  il  numero  18  in  tre  parti, 
che  formino  una  progressione  aritmetica,  e  tali  che  il  quadrato  della  terza  parte 
sia  di  9  minore  della  doppia  somma  dei  quadrati  delle  due  prime  partì.  Quali 
sono  le  tre  parti  ? 

2.  Qual'è  la  superficie  d*una  sfera  inscritta  ad  un  cono  equilatero  che  ha 
Taltezza  A  =  3  ? 

3.  Un  angolo  d*un  triangolo  è  a  =  57<^  7'  18",  la  sua  bisettrice  è  6,  =  10,248  m. 
ed  uno  dei  lati  che  lo  comprendono  è  b=ì4m.  Si  domandano  gli  altri  lati  ed 
angoli  del  triangolo  e  Tarea. 

4 .  La  tangente  condotta  al  cerchio  (a?  —  1  )*  +  y*  =  1  dal  punto  x=z  —  3,  y  =  0 
divide  il  cerchio  (a?  —  4)'  +  y^  =  4  in  due  parti  disuguali.  Si  domanda  Tarea 
del  segmento  minore. 

(Contintta). 


PICCOLE  NOTE  E  SUNTI  DI  NOTE 


Problema»  di  geometria  elementare.  —  Si  divìde  un  segmento  ret- 
tilineo A'A  in  due  parti  A'B  =  a,  BA  =  b  e  sopra  A'A,  A' B,  B A  quali 
diametri  si  descrivono  tre  se- 
mùnrconfereme  a,  oc,  p,  nel' 
Varheh  o  spazio  compreso  fra 
queste  si  costruisce  un  cerchio 
ocj  tangente  a  ciascuna,  indi 
nello  spazio  racchiuso  fra  i 
cerchi  a,  aj,  ^  si  disegna  la 
circonferenza  a^  che  li  tocchi  ; 
parimente  nello  spazio  com- 
preso  fra  le  Unee  a,  a^,  P  si 
descrive  il  cerchio  ol^  ad  essi 
tangente  e  così  di  seguito  ;  esprimere  il  raggio  del  cerchio  oCq  in  funzione  di  a,  b,  n. 

Rappresentino  0,  D,  i?  i  punti  medii  dei  segmenti  A'A^  A'B^  B  A  ;  due  cir~ 

conferenze  successive  a^,  (x,^_^^  abbiano  i  raggi  r^,  r^_^^;  i  loro  centri  C^,  C^^j 

ed  il  contatto  M  si  proiettino  ortogonalmente  nei  punti  P,  0,  N  della  retta  A^A. 

b 


NEQ 


E  facile  stabilire  le  relazioni  C  C  ^,=r^  +  r 


n-*-ì 


£C.  =  ^+r  .  £'C^.= 


b_ 


+  '-.^.,  oc„  = 


a  +  6 


'•«.  oc^..= 


a  +  * 


—  r      ;  dai  triangoli  OEC  . 


n-*-i 
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0 P C^  ricaveremo  reguagliaiize  ECi  =  Wcl  +  OE?  —  20E.0P,    T(f^  = 
OCl—OPl  dalle  quali  si  traggono  0P  =  --^ ( — ^  - j  r^ ,     PC^  = 

—  y^2b(a  +  b)r^(a  —  2rJ;  in  simil  modo  per  i  triangoli  OEC^^^ ,  OQC^^^ 
otteniamo 

-  --     -   —  8  2 

inoltre    il    trapezio    birettangolo    O^PQC,^^    fornisco     C^C^^^    z=  PQ    + 
(PCn—  QC?«^,)*,  ovvero 

K+  r^,)*=  2  -^  («  +  *)[f^r^(«  — 2rJ  —  f^^(a  — 2r^,)l  + 

/2b  +  a\* 

I j  (r^  —  '■»i^-i)    c^®  *i  trasforma  nell'equazione  razionale 


(») 


ab 
4  (2ò  4-  a)*  —  8  — (a  +  6)  =  0. 


Risolvendola  avremo 
1  1  2 


^»^.i         ^»         ^(«  +  ^) 


[«  ±  l/^(«  +  «^)  -  46  (a  +  &)]  . 


a  ab(a'\-b) 

Gol  porvi  n  =  0,  r^=  „-,  raggio  del  cerchio  a,  risulta  '2r=  —  - — ;—   - 

a6(a  +  &) 
e  per  n  =  1   si  trova  2  r,  =  -    ^  ^^     a  _l  >»«  '  ^'^  generale  col  supporre 

ab(a  +  b) 
(^^ ^''*'^n*a*  +  ab  +  b* 


dall'equazione  (1)  dedurremo  2r,j_^,  =  ^ ^  i\8^  j   „irT^ÌA  e  per  n  >  I   si 


ab{a  '\'  b^ 
(n  4:  ìfo^+^ft  +  6« 
dovrà  prendere  il  segno  4~  P^r  i^  primo  coefficiente   del   denominatore,  cosi  la 
legge  è  verificata.  Ne  consegue 

ab  (a  -X-  ìAn 
(3) PC,=  -,-,-'    ^    ^ 


n*a»  +  a6  +  6« 

la  quale  proposizione  di  Pappo  (Mathematicae  colleciiones,  liber  IV)  si  enuncia 
la  distanza  del  centro  Gn  dalla  retta  A' A  sta  al  diametro  2rn  del  cerchio 
corrispondente  ocn  nel  rapporto  di  n  ali* unità. 

Si  dimostrano  con  semplice  ragionamento  le  relazioni 

che  per  i  valori  precedenti  si  riducono  alle 
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2r^r^  ,  a  A- b  /2ò4-a\     r^r,^. 


ne  derivano 


- = ^  (-^l  ^^Li-  ^^' = [(--^1' +<-+"'] 


{^^)'=<^-) 


''n^n^i 


»"n  +  n 


a  molivo  di 


(26  +  a)*  +  a«(2n+  1)« 


»"n  r^i  ab(a  +  b) 


2 


AfA  2b(a  +  b) 

si  conchiude  la  proprietà    ■  -   -  = .   ^ .  — ,  dunque  prendendo  A  per  ori- 

NA  a  +  2b 

gine  di  questo  segmento  suUa'^retta  AA',  ed  A^  per  suo  termine,  t7  luot/o  geo- 
metrico di  ÌA  è  la  circonferenza  descritta  col  diametro  AA^;  dove  A^  divide 
internamente  A'A  ne/to  ragione  di  a  :  2  b  ;    il  luogo  dei  centri  Gq  è  l*  ellisse 

a 
avente  i  fuochi  0  dd  E,  a  cawa  di  OCq  +  ECn  =  -«"  +  ^-  La  corda  dei  con- 
tatti fra  il   cerchio  oc,^  e  ciascuno  dei  cerchi  p,  a   passa   costantemente  per  il 
centro  di  omotetia  inversa  di  questi  cerchi. 

A  tutte  le  proposizioni  dimostrate  si  giunge  subilo  col  metodo  d*inversione  ; 
poiché  scogliendo  per  polo  il  punto  A  e  per  potenza  il  quadrato  m*  s=  &  (a  +  ^) 
della  tangente  condotta  dal  punto  A  al  cerchio  a,  i  cerchi  a  e  p  passando  per 
il  polo  si  convertono  in  due  rette  q\  p'  normali  ad  AA\  tirate  per  B  ed  A' 
ed  il  cerchio  a  si  trasformerà  in  se  stosso.  Ora  i  cerchi  a'^  tangenti  alle  paral- 
lele ?',  ^'  ed  esternamente  fra  loro  hanno  il  diametro  a,  e  la  distanza  del  polo 

A  dal  loro  contro  C\  sarà  evidentemente  d\  ^  "(/  (^  +  "^|  +  **'  a*;  quindi 


il  diametro  del  cerchio  inverno  a^  verrà  determinato  per  2r^^ 


m^  a 


d' 


ab  {a  -{-  b)  ,  ,      /    ^  2  n  a 

"b^  J^ab  +  n'a'^  '  ®  "^^"^  ^*    ^^^      ^      ""  ^*  troverà  pure  tang  (p^  =  ^"TTg^- 

15 
11  numero  x^=^  -r^  corrispondente    al    raggio    del    cerchio  a,    per  i  valori 

particolari  a  =:  3,  b  =s2  si  legge  nel  liber  assumptorum,  che  vien  attribuito 
ad  Archimede  come  si  riferisce  alla  pagina  136  del  libro  2^  della  pregiata 
opera  Le  scienze  esatte  nelVantica  Grecia  del  Fiof.  Gino  Loria. 

Avvertiremo  infine  che  neiripotesi  di  a  =  oo  e  ò  costante  dalle  formule  (2), 

b  b 

Co)  si  deducono  lim  r^  =  --- ; ,  lim  PCn=s  —  le  circonferenze  a,  a  divc- 
^  /  •*         2»'  ^         n 

nendo  le  perpendicolari  innalzate  dai  punti  A,  B  alla  retta  AA', 

G.  Bellacchi. 


-^  59  — 

Sopra  una  disposizione  particolare  dei  triangoli  simili.  (Conti- 
nuazione  :  V.  p.  103  del  voi.  X).  —  6  II  triangolo  coi  vertici  nei  centri  dei 
cerchi  a.  p,  y*  ^  ^^^  indicheremo  rispettivamente  con  H^^  Ha,  Hy^  è  pure 
simile  ai  triangoli  ABC,  A' B' C\  A!' B'' C  ....,  e  passante  per  K,  Difatti  i 
suoi  lati  sono  rispettivamente  perpendicolari  alle  rette  a,  &,  e,  le  quali  formano 
appunto  fra  loro  angoli  rispettivamente  eguali  a  quelli  dei  noti  triangoli  simili 
ABC,  A'BfC\  A^'B^'C"  ....  (n.  3);  Tangolo  dei  raggi  KH^,  KH^,  è  eviden- 
temente  supplementare  ali*  ang  (p,  y)  =  ang  (fr,  e)  =  ang  Ha  H^H^;  ne  viene 
che  il  quadrangolo  K  Ha  H^^  Hy  ,  avendo  gli  angoli  in  iC  e  in  H^  opposti  sup- 
plementari, è  inscrittibile  in  un  cerchio;  ossia  il  cerchio  circoscritto  al  triangolo 
H^  H^  Hy  passa  per  /T,  e  perciò  gode  pur  esso  la  proprietà  già  notata  al  n.  5. 

7.  Chiamo  retta  di  Pascal  rispetto  un  triangolo  quella  che  contiene  i  punti 
d'incontro  dei  lati  colle  tangenti  nei  vertici  opposti,  al  cerchio  ad  esso  circo- 
scritto. 

Ciò  posto  si  considerino  le  rette  di  Pascal  rispetto  i  triangoli  /^  I^  A^ ,  /^  J^  B^\ 
I^I^C^''  inscritti  rispettivamente  nei  cerchi  a,  p,  y  (Tav.  II,  fig.  1'  del  voi.  X) 
determinate  dalle  tre  coppie  di  punti  d'incontro  forniti  dai  tre  sistemi  di  due 
coppie  di  rette: 

!••  ihA,,  I.B/y,  {I,C/',  I,A,).      Il:  (/,B/,  I^C/');  (/.A.,  /,B/) 

III:  (/,C.".  /.B,-);  (I.A,,  I^C,") 

le  cui  equazioni   riferite  air  origine  I^ ,   alla  retta  i  come  asse  delle  ordinate, 
alla  perpendicolare  ad  essa  in  /^  come  asse  delle  ascisse,  sono: 

I.  {y=^mx  +  i^,    y=—m^x  —  i^;     {y=z       m^x^i^,   y=m^x—i^) 
II.  (y=— w^o?  — t^,    y  =  — m^a);  (y=      w»^»  — «>    y  =  »w^«) 

III.  {y=       mjc^i^,    y=       m^x);  (y=—m^a? 4-1;,    y=—m^x) 

dove  è  //,  =  »,,  IJ^=^i^;  tang(90«-A)  =  m„,  tang  (90«  - //)  =  m„ 
tang  (90*  —  C)  =:  t»^ . 

I  due  sistemi  x'y\  x^'y"  di  coordinate  di  punti  fornito  dalla  soluzione  co- 
mune di  ciascuna  coppia: 
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sostituiti  successivamente  nel r  equazione  della  retta  congiungente  due  punti  di 
coordinate  note  (oy\  oo'y^'i 

danno  le  tre  rette  di  Pascal  considerate 


»  ita 

e  V     a 


II.  (m^  —  mrn^  x  -+-  {m^  ^  m^)  y  —  i^  (m^ 
IH.  (m/  —  Hi^m^)  a?  -f-  (m^  —  wij  1/  —  i^  (m^ 


m  ) 


0 
0 


=  0 


di  cui  il  determinante  dei  coefficienti  è: 


—  '^a    "+"  ^6  ^c 
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-»».'»6 
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m 
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Dico  che  se  è  /^  punto  di  mezzo  di   /^/^  ed  A  =  90^  le  tre  rette  di  Pascal 

considerate,  s'incontrano  in  un  punto.   Difatti  essendo  allora  m^  z=:  0,  f^  z=z  i^ 

ed  inoltre 

w»,  wi^  =  1  ; 

oc 

quel  determinante  diventa 


—  K  K  +  *^e)  (*"6  —  ♦".,)* 


0 
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m 


1 
1 
1 


1 
1 
1 


=  0 


che  è  la  condizione  necessaria  perchè  ^^ ,  pg  ,  ^     passino  per  lo  stesso  punto. 

La  costruzione  da  fare  per  trovarsi  nel  caso  testé  considerato  è  la  seguente. 

Si  faccia  centro  nel  punto  di  mezzo  1^  d'un  segmento  7^^/^,  e  con   raggio 
/_/.  =  /_/.  si  descriva  un  cerchio  a.  Su  questo   cerchio  sì  prenda  un   punto 


ab 


a  e 


qualunque  K^  e  si  costruiscano  i  cerchi  K IJ^  ^  y,  K IJ^  ^  p.  Come  risulta 
dalla  proprietà  del  n.  2,  le  tangenti  a  y  su  /^  e  a  ^  in  /^  s*  incontrano  in  un 
punto  A^  di  a;  così  pure  le  tangenti  a  y  in  /,  e  ad  a  in  7^  s'incontrano  in 
un  punto  B^  di  p,  a  le  tangenti  a  ^  in  7,  e  ad  a  in  /^  s'incontrano  in  un 
punto  C"  di  y.  Le  rette  di  Pascal  rispetto  ai  triangoli  I^J^A^^  J^I^B^\ 
I^I^C^"  così  ottenuti  s'incontrano  allora  nello  stesso  punto  P.  Dalla  relazione 
delle  coordinate  cartesiane  di  P  con  ang.  B  =  ang.  ac  =  ang.  a y  (n.  3)  rica- 
vata dalla  soluzione  comune  di  due  rette  di  Pascal  nelle  condizioni  del  teorema  ; 
e  dalla  relazione  di  E  coir  angolo  0  che  il  raggio  vettore  p  di  P  fa  coli'  asse 
dello  07,  risulta  assai  facilmente 

p*  =  1  +  3  C08«e, 

equazione  della  curva  luogo  dei  punti  come  P. 

8.  Si  prendano  ora  tre  punti  qualunque  7^,  J^^  1^  del  piano:  supponiamo 
che  in  questi  punti  s*  incontrino  i  Iati  omologhi  a,  a\  ò,  b';  e,  e'  di  due  triangoli 
simili  ABC^  A'B'C  ;  in  altri  termini  sieno  7^,  7^^,  7^  i  punti  d'incontro  dei 
Iati  omologhi  a,  a';  6,  b'  \  e,  e  di  due  triangoli  simili  A  J?C,  M'/Z'C  comun- 
que  posti  sul  piano.    K    chiaro   che  i    vertici   omologhi  A,  A    giacciono  in  un 
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cerchio  a  passante  per  /^,  1^;  B,  B'  in  un  cerchio  ^  passante  per  i^,  /^;  C,  C 
su  un  cerchio  y  passante  per  /^,  I^.  Per  considerazioni  affatto  analoghe  a 
quelle  dei  nn.  1  e  3  i  cerchi  a,  p,  y  passano  per  un  unico  punto  K\  i  lati 
omologhi  come  a,  b,  e  di  tutti  i  triangoli  simili  ai  triangoli  dati  coi  vertici 
omologhi  come  A,  B^  C  situati  in  a,  ^  e  y  passano  per  i^»  /^9  l^y  e  tutti  questi 
triangoli  sono  evanescenti  verso  il  punto  K* 

Qui  spariscono  tutte  quelle  proprietà  che  dipendevano  dairallineamento  dei 
punti  i^,  /^,  /^,  fra  cut  quella  dei  cerchi  oc,  p,  y  di  formare  intorno  al  loro 
punto  comune  K  angoli  eguali  a  quelli  dei  triangoli  simili. 

Ciò  posto  si  imaginino  i  punti  /^,  7^^,  I^  situati  a  distanza  infinita.  Allora 
ì  tre  cerchi  oc,  p,  y  si  riducono  a  tre  rette  concorrenti  in  un  punto  K,  Infatti 
i  triangoli  simili  coi  vertici  omologhi  rispettivamente  su  quelle  tre  rette  hanno 
i  Iati  omologhi  incontrantisi  air  infinito»  ossia  paralleli;  vale  a  dire  sono  omo- 
tetici. 

Dunque  T  omotetia  dei  triangoli  non  è  che  un  caso  particolare  di  questa 
disposizione  dei  triangoli  simili  da  me  studiata. 

9.  Si  può  ormai  scorgere  agevolmente  come  le  precedenti  proprietà  siano  in 
parte  estendibili  ai  poligoni  simili.  A  tal  uopo,  dati  due  poligoni  simili,  basta 
considerare  le  coppie  dei  triangoli  simili  cui  danno  luogo  le  diagonali  condotte 
da  due  vertici  omologhi.  I  vertici  omologhi  si  troveranno  su  altrettanti  cerchi 
tutti  passanti  per  un  medesimo  punto;  i  lati  omologhi  e  le  diagonali  omologhe 
passeranno  rispettivamente  nei  punti  dove  quei  cerchi  s*incontrano  a  due  a  due. 

Emilio  Cominotto. 

Ancora  sulla  simmetria  in  alcune  dimostrazioni  della  geometria 
elementare.  (V.  Anno  X  p.  163  e  anno  XI  p.  28)  — Ringrazio  il  sig.  prof. 
Riboni  di  aver  rivolta  la  sua  attenzione  alla  nota  suddetta,  e  ho  piacere  ch*egli 
convenga  in  massima  nelle  osservazioni  in  essa  contenute.  —  L*egregio  professore 
mentre  trova  lodevole  la  modificazione  da  me  suggerita  alla  dimostrazione  della 
prop.  VI  del  libro  XI  di  Euclide,  non  crede  possa  dirsi  altrettanto  per  gli  altri 
esempi  da  me  citati,  e  fa  in  proposito  alcune  considerazioni.  Permetta  ora  che 
io  risponda  alle  sue  con  altre  brevi  osservazioni. 

Non  crcd>  di  aver  esagerato  neiraffermare  che  la  ordinaria  dimostrazione  del 
teorema:  la  somma  degli  angoli  di  un  triangolo  è  uguale  a  due  retti^  è  arti- 
ficiosa in  confronto  deiraltra,  da  me  indicata,  nella  quale  si  conducono  per  un 
punto  qualunque  le  parallele  ai  lati  del  triangolo. 

Certo,  un  artificio  v'è,  e  lo  stesso  prof.  Riboni  Io  conferma,  facendo  però 
osservare  che,  in  grazia  di  esso,  «  non  resta  che  tracciare  la  parallela  al  lato 
opposto  al  vertice  scelto,  e  ciò  con  notevole  semplicità  nella  costruzione  >  Egli 
entra  così  nella  questione  se  la  mia  dimostrazione  sia  o  no  preferibile,  dal  lato 
didattico,  a  quella  ordinaria;  questione  che,  in  realtà,  io  non  avevo  affatto  af- 
frontato, avendo  avuto  soltanto  intenzione  di  presentare  una  dimostrazione  che 
rivestisse  il  carattere  della  simmetria.  Ora,  è  corto  che  la  costruzione  richiesta 
dalla  mia  dimostrazione  è  più  complicata  dell'  ordinaria,  ma  non  tanto  quanto 
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a  prima  vista  paò  parere,  perchè  la  figura  formata  dalle  tre  parallele  rimane 
completamente  staccata  dal  triangolo,  e  perciò  riesce  chiara  ad  ogni  alunno, 
mentre  quella  della  dimostrazione  ordinaria,  benché  più  semplice,  può  forse  riu- 
scire confusa.  Ma  la  semplicità  della  costruzione  non  costituisce  la  principal  dote 
di  una  dimostrazione;  che,  alcune  volte,  le  figure  che  accompagnano  le  dimo- 
straziobi  più  inti:fitive  non  sono  le  più  semplici.  Resta  il  ragionamento  ;  ma,  se 
si  osserva  che,  nella  ordinaria  dimostrazione  del  suddetto  teorema,  i  tre  angoli 
formati  attorno  al  vertice  scelto  sono  rispettivamente  uguali  a  quelli  del  trian- 
golo per  ragioni  tutte  differenti^  mentre  gli  angoli  formati  attorno  ad  un  punto 
qualunque  sono  uguali  a  quelli  del  triangolo  per  una  stessa  ragione^  mi  pare 
non  si  possa  negare  che  il  ragionamento  seguito  nella  dimostrazione  simmetrica 
sia  tale  da  essere  più  facilmente  compreso,  e  meglio  ricordato  dagli  alunni. 

Il  prof.  Riboni  non  trova  buona  la  mìa  dimostrazione  simmetrica  del  teorema: 
in  ogni  triangolo  un  lato  è  minore  della  somma  degli  altri  due,  perchè  €  seb- 
«  bene  assai  spedita,  richiede  che  si  sappia  costruire  la  bisettrice  di  un  angolo 
€  od  almeno  che  ne  sia  provata  resistenza,  premessa  non  necessaria,  e  che  da 
€  buona  parte  dei  trattatisti  è  data  in  seguito  »  A  ciò  :si  può  obbiettare  che 
una  certa  dimostrazine  può  convenire  ad  alcuni  libri  e  ad  altri  no;  e  se  si  vo- 
lessero chiamare  buone  soltanto  quelle  dimostrazioni  che  convengono  a  tutti, 
poche  se  ne  conterebbero.  La  mia  semplice  dimostrazione  può  star  bene  p.  es. 
negli  elementi  di  Euclide,  di  Sannia  e  D*  Ovidio,  di  Faifofer,...  nei  quali  resi- 
stenza della  bisettrice  è  provata  fin  dal  principio;  gli  altri  autori  trovino,  se 
vogliono,  un*altra  dimostrazione,  che  non  ve  ne  sarà  in  generale  una  sola,  neanche 
se  si  vuole  che  essa  abbia  il  pregio  della  simmetria.  Eccone  p.  es.  un*  altra 
pure  simmetrica  e  semplice  che  potrebbe  star  benissimo  negli  elementi  del  De  Paolis. 
«  Sia  il  triangolo  ABC;  basta  provare  che  il  teorema  sussiste  per  il  lato  che 
<  supera  ciascuno  degli  altri  due.  Sia  questo  il  lato  BC.  Gli  angoli  adiacenti 
€  a  questo  lato  sono  ambedue  acuti,  e  quindi  Taltezza  AD,  relativa  al  lato  BC, 
«  cade  dentro  il  triangolo.  Ora  si  h&:  BD<^  AB,  DC  <C  AC;  quindi 
«  BD  -f  DC  <  AB  -f  AC,  cioè  BC  <  AP  4-  i4  C.  »  Del  resto,  per  la  stessa  ra- 
gione per  la  quale  alPegregio  prof.  Riboni  non  par  buona  la  mia  dimostrazione 
potrebbe  a  qualcuno  non  piacere  quella  ch^egli  suggerisce  per  il  teorema:  in  un 
triangolo  la  bisettrice  di  un  angolo  divide  il  lato  opposto  in  parti  proporzio- 
nali agli  altri  due,  poiché  la  proprietà:  due  triangoli  di  uguali  altezze  stanno 
tra  loro  come  le  basi^  è  una  premessa  davvero  non  necessaria  per  stabilire  il 
teorema  di  cui  si  tratta,  senza  contare  che  qualcuno  potrebbe  anche  essere  di- 
spiacente di  dover  ricorrere  al  confronto  di  due  superficie  per  dimostrare  una 
proprietà  relativa  a  segmenti  rettilinei. 

Una  delle  dimostrazioni  simmetriche  da  me  indicate  pel  teorema  relativo 
alla  distanza  di  due  rette  sghembe,  si  trova  già  nel  Sannia  e  D'Ovidio. 

In  conclusione,  mi  pare,  contrariamente  a  quanto  afierma  il  prof.  Riboni,  di 
non  aver  sacrificato,  al  pregio  della  simmetrìa,  le  altre  doti  apprezzabili  dal 
Iato  didattico. 

Il  Prof.  Riboni  termina  osservando  che  la  mìa  cura  per  la  simmetria  è  tanto 
più  eccessiva,   «  in  quanto  che  la  preferenza  data  a  qualche  elemento  nella  di- 
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«  mostrazione  è  apparente  più  che  altro,  poiché  ciascuno  degli  elementi  di  cui 
€  si  pai'la  può  trovarsi  nelle  stesse  condizioni  in  cui  è  posto  uno  di  essi  »; 
cosicché,  in  sostanza,  la  preferenza  sarebbe  apparente  per  la  ragione  che  può 
essere  preferito  uno  qualunque  degli  elementi  di  cui  si  tratta.  Ciò  non  mi  pare 
giusto.  La  preferenza  v*é  invece  di  fatto;  e  ciò  é  tanto  vero,  che  di  essa  ri- 
mane traccia  in  tutta  la  dimostrazione,  appena  uno  degli  elementi  sia  posto  in 
condizioni  diverse  degli  altri,  e  che,  per  questo  soltanto,  la  dimostrazione  stessa 
cessa  di  essere  simmetrica. 

Fermo,  febbraio  18B6. 

Corrado  Ciamberlini. 


SOLUZIONI  DELLE  QUISTIONI 
231**,  233**,  250,  258**,  259**,  263*,  264*, 

265*,  266*  e  267* 


231".  Di  due  fasci  proiettivi  di  raggi  (U),  (13'),  giacenti  nello  stesso  piano, 
sono  noti:  il  centro  di  proiettimtà  U",  due  punti  M,  N  per  cui  passano  due 
raggi  corrispondenti,  gli  angoli  0,  0'  cfie  questi  formano  con  le  rette  U"U, 
Cu',  e  la  retta  UU'.  Si  domanda  di  costruire  i  due  fasci,  e  di  discutere  il 
problema.  (A.  Del  Re). 

Risoluzioni  analoghe  dai  Sigg.  V.  Columbo  e  G.  Gallucci,  studenti  nella 
R.  Università  di  Napoli. 

La  quistione  si  riduce  a  trovare  i  punti  U,  If  poiché  allora  essendo  noti 
il  centro  di  proiettività  If',  due  raggi  corrispondenti  VM,  U'  N  e  ì  centri 
Uj  If  dei  due  fasci  questi  si  possono  costruire. 

Si  descriva  su  ilf  C7"  un  segmento  di  circolo  capace  deirangolo  0,  comple- 
tando il  relativo  circolo,  e  su  NU"  un  segmento  capace  delPangolo  0',  comple- 
tando il  circolo.  Questi  circoli  taglieranno  in  generale  la  retta  U  U^  ^  s  in 
quattro  punti  U,  U^  ed  CT,  U^\  Allora  per  centri  dei  due  fasci  si  potranno 
scegliere  U,  U';  U,  U^';  U^,  V;  U^,  U^\  il  che  darebbe  quattro  soluzioni.  Ma 
su  M  U"  ed  Nlf'  si  possono  descrivere  da  una  parte  e  daU'altra  due  segmenti 
capaci  degli  angoli  d,  0'  per  modo  che  esistono  in  generale  due  altri  punti  U 
e  due  altri  V  e  siano  f/,,  U.^  ed  U^,  U.^\  Allora  potendosi  accoppiare  cia- 
scuno dei  quattro  punti  U  coi  punti  If,  si  hanno  in  generale  16  soluzioni  dei 
problema. 

Se  C7"  é  fuori  di  5  ed  Af,  iV  non  cadono  in  5  e  si  trovano  rispetto  ad  (/" 
dall'altra  parte  di  5,  il  problema  avrà  tutte  le  soluzioni  possibili.  Se  ciò  non 
avviene  qualcuno  dei  circoli  passanti  per  Af,  i7"  od  N,  If'  può  non  incontrare 
s  od  essere  tangente  ad  5,  riducendosi  le  soluzioni  a  12  o  meno  di  12  od  anche 
a  nessuna. 
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Se  If'  cade  in  s  il  numero  delle  soluzioni  può  ancora  venir  diminuito,  po- 
tendo qualcuno  dei  circoli  ausiliari  riuscire  tangente  ad  &',  senza  tuttavìa  di- 
ventar zero. 

Riguardo  ai  valori  di  0  si  può  osservare  che  se  0  è  di  90^  i  punti  (7,,  U.^ 
coincidono  con  i7,  U^  e  cosi  per  6'  =  90"  coincideranno  f/'  con  U^  e  U^'  con 
U^»  Se  poi  6,  6'  son  zero  si  ha  un  solo  punto  C7  ^  («,  M  (/')  e  un  sol  punto 
V  ^{Sf  N  If'),  In  ambedue  i  casi  il  numero  delle  soluzioni  diminuisce  ('). 


*.  Di  dite  fasci  proiettivi  di  raggi  (U),  (U'),  giacenti  nello  stesso  piano, 
sono  noti:  i  centri  U,  U',  il  centro  di  proiettività  U",  i  punti  limiti  J,  V  di 
due  punteggiate  che  ne  sono  sezioni,  e  Vangelo  0  dei  sostegni  di  queste  pun- 
teggiate. Si  domanda  di  costruire  i  due  fasci,  e  le  due  punteggiate. 

(A.  Del  Re). 

Risoluzione  del  Sig.  G,  Gallucci,  studente  nella  R.  Università  di  Napoli. 

II  problema  si  riduce  a  costruire  i  raggi  t,  /  dei  due  fasci  {U),  ((/)  che 
corrispondono  ai  raggi  UT^i^  UJ^j^  poiché  allora  conoscendo  i  centri 
dei  due  fasci,  la  coppia  t,  t'  o  j,  f  di  raggi  corrispondenti  e  il  centro  di  pro- 
iettività l/\  si  può  trovare  il  corrispondente  di  ogni  altro  raggio  dell'  uno  o 
deiraltro  fascio,  insieme  ai  sostegni  delle  due  punteggiate. 

Si  descriva  a  tal  uopo  sopra  U  IT  un  segmento  di  cerchio  capace  delFangolo 
dato  0,  completando  il  cerchio  al  quale  appartiene  Tarco,  quindi  si  trovi  il 
punto  M^=i{j,  ìT),  Per  una  nota  proprietà  il  punto  N^=:(i,f)  cadrà  nella 
U'^  0.  Ma  d'altra  parte  se  osserviamo  che  per  dato  t  è  parallela  al  sostegno  u 
della  punteggiata  che  contiene  J  e  f  è  parellela  al  sostegno  u  della  punteg- 
giata contenente  I',  lo  stesso  punto  N  si  troverà  altresì  sul  cerchio  preceden- 
temente descrìtto  e  perciò  esso  coinciderà  con  Tuno  o  Taltro  dei  punti  d*inter- 
sezione  delia  retta  U'^M  con  questo  cerchio.  Trovato  N  per  completare  la 
soluzione  converrà  poi  tracciare  UN^i,  iTN^f  e  descrivere  per  J,  V  le 
u,  vi  ordinatamente  parallele  ai  raggi  t,  j'. 

Osservando  che  su  Ulf  si  possono  descrivere  tanto  da  una  parte  che  dal- 
l'altra archi  di  cerchio  capaci  deir  angolo  0,  si  deduce  che  il  problema  ha  in 
generale  4  soluzioni,  le  quali  si  riducono  a  2  nel  caso  di  0  =  90^ 

Se  C7,  </  cadono  da  bande  opposte  di  If' ì£  nessuna  soluzione  viene  a  com~ 
parire,  ma  se  V^  Tf  sono  dalla  stessa  parte  di  If^  il  può  accadere  che  uno  od 
ambedue  i  cerchi  passanti  per  (7,  If  siano  tangenti  od  esterni  ad  X]*'  il  per 
modo  che  le  soluzioni  possono  ridursi  a  3,  2,  una  o  nessuna. 

Se  poi  0  =  0  i  sostegni  delle  due  punteggiate  sono  paralleli  o  coincidenti 
e  la  costruzione  del   problema   si  riduce  a  condurre  da  £/>  If  le  parallele  ad 


(*)  Potrà  essere  un  utile  esercizio  ]3ei  giovani  quello  di  completare  la  presente  discuB- 
sione  trovantio  il  numero  delie  soluzioni  corrispondenti  ai  diversi  casi  particolari  possibili, 
per  il  ohe  sarà  utile  introdurre  gli  smgoli  oLi  X'  sotto  i  quali  sono  veduti  ì  segmenti  M  U" 
&i  NU*'  dai  punti  di  contatto  dei  cerchi  passanti  rispettivamente  per  M  ed  CT',  N  eà  U" 
e  tangenti  ad  8,  [N.  d.  Bed.]. 
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If'  M  e  così  9Ì  ottengono  i,  j\  conduce ndo  poi  da  /,  V  le  parallele  alla  stessa 
11"  M  si  hanno  i  sostegni  u,  u',  che  coincideranno  fra  loro  nel  caso  di  JT  pa- 
ralleln  ad  If'M.  11  problema  ha  in  questo  caso  una  sola  soluzione  Q. 

250*  JDato  il  triangolo  ABC  (=  ^)  e  il  ponto  intemo  M,  si  tirino  per 
i  vertici  le  trasversali  A  M,  B  M,  G  M  ad  incontrare  i  lati  opposti  in  A\  B\  G' 
e  si  costruiscano  i  coniugati  armonici  Ma,  Mb,  Mo  di  M  rispetto  ad  k  e 
A',  B  e  B',  de  G'.  Posto  B  A'  ;  A'G  =  m,  GB'  :  B'A  =  n,  AG'  :  G'B  =  p, 
dimostrare  che  Varea  del  triangolo  M^  Mb  Mq  è  data  da 

4A:[(m+I-|)(n+l-^)(p+l_i-)]. 

(A.  Lugli). 

Dimostrazione  del  Sig.  Prof.  F.  Ferrari  a  Ghìeti. 

Le  trasversali  (AAf^,  BM^,  CMJ,  (AM^^,  BM^,  CM^\  (AAf^,  BM^,  CM^) 
dividono  i  lati  opposti  di  ABC  rispettivamente  nei  rapporti  (w,  —  n,  — 7?), 
( — m,  n,  —  i>),  ( — m,  — n,  p).  La  presente  quistione  è  quindi  un  corollario 
della  seguente  più  generale,  che  passo  a  risolvere  : 

Dati  nel  piano  di  un  triangolo  ABG  tre  punti  P',  P",  P'",  esprimere  l'area 
del  triangolo  P'  P"  P'"  in  funzione  dei  rapporti  secondo  cui  le  trasversali  che 
uniscono  i  vertici  di  ABG  a  ciascuno  dei  punti  P',  P",  P'"  dividono  i  lati  op' 
posti  di  ABG. 

Indico  con  P/,  P/,  P/  i  punti  ove  AP\  BP',  CP'  incontrano  BC,  CA, 
AB,  ecc.,  e  pongo 

B  P  '  :  P'C  =  m',     CP'  :  P' A  =  n',     A  P  '  :  PJ  B  =  p\  ecc. 

a  a  00  '  0  0  *' 

donde  componendo 

B  P^'  :  B  C  =  m'  :  m'  +  1,  ecc. 

Dal  triangolo  A  P^'  C  segato   dalla  B  P^'  si   ha   pel   teorema  di   Menelao 

AP"      P'  B      C  P/ 

a o ___  ^__   1 


P"  P'      BC       P'A 

«  do 

onde  per  le  precedenti  relazioni 

A  P'  m'  -h  1  AP'  m'  +  l 

"Fp  '  ="W77"'     e  componendo,     ^P^  =    ^'^'  +  ^+1 

Analogamente  si  troverà 

A  P"  m"  4-  1 


AP/'  m"n"  +  m" -4-1 


Inoltre  dalie  relazioni 


BP'  m'  BP''  m" 

a .      a — ^ 


B  C  m'  -h  I  BC  m"  -h  l  * 


C^)  Un'altra  risposta  alla  quistione  pervenne  dal  Sig.    V.  Columbo,   studente  nella  R. 
Università  di  Napoli. 
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sottraendo  si  ha 


BC  (m'H-l)(m"4-l)  * 

Perciò 

AP'P''  AP'P''      AP'P''      AP'P" 

^,«. a  a       a 


ABC      ~    AP' P^'      ^^a^a'  ^^^ 

AP"      AP'      P:P''  ""        "' 


-  -  -  w*     —  w* 


A  P^"     APJ         BC       ~    {m  W  4-  m'  +  1)  (m"  n"  -f-  m"  -h  1) 
Analogamente  si  troverà 

A  P"  P'"  m"'  —  m" 


A  fi  C      ~     {m!'  n"  +  m"  +  1  )  (m'"  n'"  +  m!"  +  1  ) 
A  P"'  P'  m'  —  m'" 


ABC  (m'"  n"'  -H  m'"  +  1)  (m' n'  4-  m'  4-  1  ) 

Ora  si  sa  che,  tenendo  conto  del  segno,  è  sempre 

p/  p"  p'"  =  A  P'  P"  4-  A  P"  P'"  +  A  P'^'  P' 
e  perciò 

prp^.prff  AP'P''     .      AP^P"''  AP"'P' 


ABC  ABC      "        ABC        '       ABC 

Nella  quale  sostituendo  i  valori  precedenti  e  riducendo,  si  ottiene 

P'P^'P'"  _  w!W  {m"'  -  m")  4-  m''n"  {m'  —  w!")  4-  m'"n'''  {w!'  —  >i/) 

ABC      ""      (m V  4-  m'  4-  1  )  (m' V  +  m"  4-  1  )  (m'"n'"  4-  m'"  4-  1  )       '■  '' 

,    ,  1 

In  essa  al  posto  di  m  n    si  può  anche  porre  — 7-,  ecc. 

Il  numeratore    del   secondo    membro    della  [1]  si   può  anche  scrivere   così 

m  W         1     m' 


m    n         ì     m 
m 


m     n        i 


La  [1]  non  è  che  la  nota  formola  che  dà  Tarea  del  triangolo  in  funzione 
delle  coordinate  baricentriche  relative  dei  vertici  riferite  ad  un  triangolo  fonda- 
mentale ABC,  poiché  (mn\  1,  m'),  (m'n\  1,  m"),  ('n'^n'",  1,  m'")  non 
sono  che  le  coordinate  baricentriche  relative  di  P\  P^\  P"\  la  quale  formola 
risulta  così  stabilita  direttamente. 

Per  risolvere  la  questione  proposta  non  si  ha  che  a  porre  nella  [l]  i  rap- 
porti corrispondenti  ad  If^,  Af^,  M^  e  tener  presente  che  mnp  ^  1. 


r*.  Due  fasd proiettivi  di  raggi  (S,  9),  (S',  a)  essendo  dati  in  due  piani 
diversi^  ed  intomo  a  dite  diversi  punti,  proiettare  Vuno  di  essi  (S',  a')  nel  fascio 
(S^ ,  a)  sul  piano  dell'altro,  per  modo  che,  in  a,  il  centro  di  proiettività  di  (S), 
(SJ  sia  un  dato  punto  S^.  (A.  Del  Re). 

Soluzione  del  Sig.  Prof.   V.  Retali  a  Milano. 

Sulla  retta  u^  comune  ai  due  piani  a  e  a'  i  fasci  S  e  S^  segnano  due  pun- 
teggiate  proiettive  u^  (P)  e  u^  {P^);  sia  C  la   intersezione  di  u^   col  raggio 
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iS^^jl^c  del  fascio  S,  e  C^  il  punto  corrispondente  a  C  nella  u^  (P^):  il 
raggio  \SC^\  =  c^  dovrà  passare  per  -S^;  se  ora  denotiamo  con  B  il  punto  C^, 
considerato  come  appartenente  alla  u^  (P),  e  B^  è  il  suo  corrispondente  nella 
ttj  (P^),  la  retta  1 5'j  BJ  =  fr^  passerà  pure  per  S^  ;  questo  punto  è  dunque  la 
intersezione  delle  due  rette  I^S'^BJ  e  \SB\  (*). 


259**.  Si  vuote  proiettare  una  u  di  due  punteggiate  proiettive,  sopra  un 
piano  <T  condotto  pel  sostegno  u  delfaltra,  per  modo  che  la  proiezione  contenga 
un  assegnato  punto  M  di  9,  ed  abbia  con  (u)  un  dato  asse  di  proiettività   u" 

(A.  Del  Re). 

Soluzione  del  Sig.  Prof.   Y.  Retali  a  Milano. 

Il  sostegno  u^'  della  punteggiata  proiezione  è  la  retta  che  unisce  M  col 
punto  {u  <y):  se  ora  poniamo  (wm/)  i:  B  e  («m")  =  (7,  poiché  («)  e  («^')  deb- 
bono avere  u"  per  asse  di  proiettività,  sarà  (m/  m")  z  B^'  0  C^  coincide  con 
B;  se  denotiamo  con  B'  e  C  i  punti  che  nella  (u')  corrispondono  rispettiva- 
mente ai  punti  B  e  C  della  (u),  le  due  rette  |  B'  B^'  |  e  |  B  C  |  si  segano  nel 
centro  di  proiezione  cercato  (**). 

263'.  Di  un  trapezio  simmetrico  calcolare  i  lati  ed  il  raggio  del  cerchio 
circoscritto  in  funzione  dell'angolo  acuto  A,  della  diagonale  2à  e  deWarea  m^ 

(Q.  Bbllacchi). 

Soluzione  del  Sig.  G.  Manfredini,  licenziato  dal  R.  Istituto  tecnico  di  Ve- 
nezia  (    ). 

Sia  AB  CD  il  trapezio  che  si  considera  di  basi  AB,  CD,  Pongasi  AB s=: a?, 
DC=:y,  AB=iz  e  si  chiami  h  la  sua  altezza  DE,  sarà  AJ?=3AcotA  ed 
A/?  =  Bé:  +  Acot  A,  DC=  BE  —  ^cot A.  Ora  dalle  relazioni  evidenti  BE  . 
DE=m\   BB*  =  DE*  +  EB*,  sostituendo  si  ha 

0/  +  Acot A)  ,h=im\      4d*  =  h^  +  {y  +  hcotAf. 

Da  queste,   eliminando  la  quantità   y  -{■'  AcotA,   si  deduce   T equazione   biqua- 
datica 

h^^Ad^h*'^m*=::0, 
che  risoluta  dà 


h=,-^2d*z!=y4d^-m*=Yd*+'f^=!z)/a*-^'^. 


{*)  n  problema  è  stato  risoluto  anche  dai  Sig^.  K.  Oolujnbo^  Dott.  F.  MarianUmi  e  Pro- 
fessor E.  Natmei, 

(**)  H  problema  è  stato  risoluto  anohe  dai  Sigg.  V.  Oolumbo,  Dott.  F.  Mariantoni  e  Pro- 
fessor E.  Nannei. 

(•♦•)  Soluzione  analoga  dal  Sig.  Prof.  F.  Retali  a  Milano.  Altre  soluzioni  dai  Sigg.  E. 
Biaòaldi,  lioensiato  dal  B.  Liceo  di  Novara  e  G.  GaUucci,  studente  nella  R.  Università  di 
Napoli. 
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Le  espressioni  per  i  lati  0,  y,  z  si  possono  ora  ottenere  osservando  che 

X  =  li  :  senA,      y  =  — , /i  cot  A,       5  ==  — r 1-  JicotA. 

d 
Il  raggio  del  cerchio*  circoscritto  al  trapezio  è  poi  evidentemente  = 


scn  A 


264*.  Se  A  f  B  ^  C  sono  punti  dei  lati  n^  b,  e  di  un  triangolo  ABC  tali 
che  B  A'  :  A'C  =  G  B'  :  B'A  =  A  C  :  C B  =  m  :  n,  posto  B'C  =  a',  C'A'  =  b', 
A'B'  =  e',  dimostrare  la  relazione 

;•  (m  —  n)*  —  m  n 

(m  4-  n)* 

(P.  Castelli). 

Dimostrazione  del  Sig.  A.  Bozal  Obejero,  professore  neir  Istituto  di  Bilbao 
(Spagna). 

Chiamando  P,  P\  P'\  le  potenze  totali  dei  triangoli  ABC,  A' B'C  e  di 
quello  i  cui  Iati  sono  A  A\  BB'y  C  C^,  è  noto  che  si  ha 

^  ^/          2  (m*  —  m  n  -I-  w*)     _           .,          wi*  4-  m  n  +  n* 
9  p'  ^ *_ /_    i>         p" •_ ' p 

''^  -    .(«  +  «)»         •  (»»  +  «)« 

Sottraendo  queste  eguaglianze  membro  a  membro  si  deduce 

P"  +  ,     1    vg P  =  2P', 

(m  +  w)* 

od  anche,  sostituendo  a  P'\  P  e  P'  \e  somme  che  rappresentano 

1       ,2  1       (m  —  n)*  —  mn  ,  _ 

—  2AA'*  +  —  -— 7— j— v2 2a•  =  2a'^ 

2  2  (wi  4-  «) 


da  cui  si  ha  infine 


_,    ^      (^_n)«-.nn 


^^^     +  (^  1  ^^» 2a'  =  22a'^  e.  d.  d.  O. 

{m  +  n) 

265*.  Dimostrare  che,  per  n  incero  e  positivo  qualunque,  V espressione 

/  9811  _  42n  \  n 

3»  [1296  .  3*«-^  +  3  (3*»-*  —  2*»-^*)  —  2*«>  —  2*»  ( ——     \ 

è  divisibile  per  i895.  (S.  Gatti). 

Dimostrazione  del  Sig.  G.  \itali,  licenziato  dal  R.  Liceo  di  Ravenna  ('*). 
Consideriamo  V  espressione 

^n[-j4^4n+l  ^  a(a4»-i  _  ^4n-h4)  _  ^4njn  _  j4n  /  __^_        \ 

(*)  Dimostrazioni  sostanKialmento  analoghe  pervennero  dai  Sìgg.  Q.  OaUucci,  stndente 
nella  R.  ITnivergitA  di  Napoli  e  Prof.  V,  RetaU  a  Milano. 

(*»)  Altre  dimostrassioni  pervennero  dai  Sigg.  L.  Ayoafa  (R.  Ist.  tee.  Piacenza^  S.  Resta 
(R.  Ist.  tee.  Bari)  e  O.  Oallucciy  studente  a  Napoli. 
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in  cui  a,  &,  n  sono  interi  e  positivi.  Essa  è  divisibile  per 

^  '  -^  a*  +  6* 

cioè  per 

a**  —  ò** 

0  anche  per 

[_(b*a'  +  a)  («*  +  6*)  -  6*]  -J  j^^^" 
e  più  semplicemente  per 

[(6*  a*  +  a)  (a*  +  b^)  —  b^]  (a«  —  fc«). 
In  particolare  facendo  a  =  3,  ò  =  2  si  ha  T  espressione 

3** [1296  .  3**-^  +  3(3**-*  —  2*"-*"*)  —  2**f  —  2*~  (  ^  **  ~^  *"  X 
che  è  divisibile  quindi  per 

[(2*  .  3«  4-  3)  (3*  4-  2«)  —  2*J  (3»  —  2«) 
ossia  per   1895  .  5. 

266**  Se  di  un  triangolo  ABC  inscritto  in  un  cerchio  il  vertice  A  rimane 

fisso  e  i  vertici  B  e  G  variano  così  che  la  somma  AB  -f*  AC  rimanga  co- 
stante, dimostrare  che  il  luogo  del  punto  medio  di  BC  è  una  retta  perpendi- 
colare al  diametro  passante  per  A  (*).  (S.  Gallucci). 

Dimostrazione  del  Sig.  S.  Resta,  alunno  del  R.  Istituto  tecnico  di  Bari. 

Chiamando  M  il  punto  medio  del  lato  BC,  per  un  noto  teorema  si  ha  su- 
bito Tb*  +  A~C^  =  2A"S*  +  2BAr*  e  poiché  per  ipotesi  AB*  +  AC*  = 
costante,  segue  che  è  pure  costante  la  somma  AM  -j-  BM  ,  e  quindi  costante 
la  quantità  AM*  +  IbM*  —  OB*  =  aS*  +  Yu*  —  OJÉT*  —  BAf *  =  AAf* 
—  OM  ,  dove  0  designa  il  centro  del  cerchio  circoscritto  al  ^.  Il  punto  M 
gode  dunque  della  proprietà  che  la  differenza  dei  quadrati  delle  sue  distanze 
da  due  punti  fissi  A  e  0  è  costante  e  perciò  il  luogo  di  esso  è  una  retta  per- 
pendicolare alla  congiungente  questi  due  punti   (Baltzer:  Geo.,  §  14,2.) 

Il  Sig.  Prof.  V.  Retali,  osserva,  nello  stesso  ordine  d' idee  della  dimostra- 
ziono  precedente,  che  posto  AB  -^  AC  s=4A  e  indicando  con  r  il  raggio 
del  cerchio  circoscritto  al  ^  ed  A'  il  punto  diametralmente  opposto  ad  A,  si  ha 

Xm*  —  Wm^  =  4  (A*  —  r% 

{*)  Il  Sig.  OaUucci  A.  della  qnistione  avverte  la  Bedasione  che  la  quistione  stessa  ò 
stata  da  lui  riavennta  in  questi  ultimi  giorni,  espressa  quasi  nei  medesimi  termini,  nel 
periodico  belga  MaXhesta,  contraddistinta  col  n.  137  e  dovuta  al  Sig.  Y.  Jamrt.  Esponendo 
le  ricerche  le  quali  lo  condussero  alla  proposizione  in  parola,  il  Sig.  Qallucoi  avverte  poi 
che  un  teorema  analc^o  esiste  nella  stereometria  ed  è  il  seguente:  SSs  di  un  tetraedro 
ABCD,  inscritto  in  una  nfera^  il  vertice  A  vìììwìw  flnso  e  i  l'rrtici  B,  C,  D  variano  in  modo 

che  la  aonuna  AB    -f-AC    +AD    rimanga  costante,  il  luogo  dW  baricentro  di  BCT>  ^  un 
piatto  perpendicolare  ai  dinnietro  i>Ua  sfera  passante  per  A. 

9 
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cosicchò  il  luogo  di  Af  è  la  perpendicolare  ad  A  A'  nel  punto  X  tale  che  AX  : 
A'X  =  (A«  +  r')  :  (A«  —  r«). 

Per  A*  = —  r*  il  luogo  è  la  tangente  in  A;  per  A*  =  r*,  la  tangente  in  A'; 
per  A*  =3  0,  il  diametro  perpendicolare  ad  AA\  per  A*=soo,  la  retta  air  in- 
finito. 

Dimostrazione  del  Sig.  G.  Taschierx,  alunno  del  R.  Istituto  tecnico  di 
Piacenza. 

Si  proiettino  i  punti  B  e  C  sul  diametro  A  0  in  B'  e  C  e  si  tii-i  per  Af, 
centro  di  BC,  la  perpendicolare  ME  ad  AO,  Si  ha  subito  B'II  =  HC  e  chia- 

8  o 

mando  r  il  raggio  del  cerchio,  per  un  teorema  noto:  AB   =2  r  ,  AB\  AC  = 
2r  .  AC,  donde  sommando  segue: 


AB   +AC  =2r  .(AB"  +  AC). 
Ma  per  essere  E  punto  medio  di  B'C,  AB'  -^^  AC  =s2AHy  onde 


.s 


AB    +  AC   =i  .r.  AE, 


Ora  ripotesi  di  A B    -{-  AC    costante  porta  che  AE  è  invariabile,  cosicché 
il  luogo  del  punto  M  è  appunto  la  perpendicolare  ME  al  diametro  A  0  ('). 


267'«  Se  si  costruiscono  i  punti  simmetrici  T,  1",  I"'  del  centro  I  delcer* 
chio  inscritto  in  un  triangolo  ABC  rispetto  ai  lati  BG,  GA,  AB,  le  rette  che 
congiungono  questi  punti  ordinatamente  con  A,  B,  G  concorrono  in  un  punto. 

(S.  Gatania). 

Dimostrazione  del  Sig.  G.  Gattucci^  studente  nella  R.  Università  di  Napoli. 

Siano  A\  B\  C  i  punti  in  cui  AT,  B/^  CI'"  tagliano  i  lati  B C,  CA, 
AB  del  triangolo  econducansi  da  A'  ed  /'  le  perpendicolari  A'D\  A' E'  ed  /'B, 
l'E  ad  AB,  AC.  È  chiaro  che  si  avrà  DA'  :  A' E'  =  DI'  :  FÉ,  ma  BA'  = 
D'A'  :  sen  B,   A'C  z=  A' E'  :  sen  C,  onde 


BA' 
A'C 


^r  At 


B'A 


sen  C 


DV        sen  C 


A'  i?'        sen  B 


VE        sen  B 


Rimane  ora  a  trovare  il  valore  del  rapporto  DV  :  VE.  Osservando  per  Tipo- 
tesi  che  i  due  angoli  V BA,  VCA  sono  rispettivamente  eguali  a  B  -h  -^  B  e 
C  +  l  C,  si  deduce  subito  DV  =  BV  .  sen  |^  B,  VE  =  VC  sen  -|  C,   onde 


DV           BV 

sen  2  B           BI 
senfc           ^0 

sen  2  B           sen  2  ^  sen  2  B 

VE    ~    VC 

* 

sen  -g  e           sen  -^  B  sen  -g  C 

(*•)  Altre  dimostraBioni  pervorniero  dai  Sìctt.  E,  Bitfcaiffi,  F.  Margóni  (R.  Liceo  Novara) 
o  dal  8Lg.  Prof.   Q.  Qiovnnnini  a  Mondragone. 


—  71  — 
per  cui  finalmente 


1  8 

p  ^'  sen  C  sen  -Q  C  sen  g-  P 


"*  ^  sen  B  sen  -^  B  sen  ^^  ^ 


e  analogamente 


IR  1  ^ 

(7J5'  sen  A  sen -H- A  sen  g- C        ^cf'  sen  fi  sen -q  B  sen -g- A 


^  sen  C  sen  2"  C  sen  2  A        ^^  sen  A  sen  ^^  ^  sen -g  B 

Moltiplicando  queste  tre  relazioni  membro  a  membro  segue 

BA'         CB^        AC 


B'C    '    B'A    '    (TB 


=  1, 


cosicché  pel  teorema  di  Cbva,   le  tre  rette  Al',  BV\  CV"  concorrono  in  un 
punto. 

Dimostrazione  del  Sig.  Prof.   V.  Retali  a  Milano. 

I  due  triangoli  ABC  e  l'I" T"  sono  polari  reciproci  rispetto  al  cerchio 
di  centro  /  e  raggio  eguale  a  r  ^  2,  se  r  è  il  raggio  del  cerchio  inscritto, 
essi  sono  dunque  omologici. 

Osserìxizione.  Se  sopra  i  raggi  /^,  7^,  I^  che  vanno  ai  punti  di  contatto, 
a  partire  da  questi  punti  e  nel  medesimo  senso  si  staccano  tre  segmenti  eguali 
ir,  22',  33',  i  due  triangoli  ABC  e  r2'3'  sono  omologici. 


QUISTIONI   PROPOSTE  0 


303.  Risolvere  il  sistema  d'equazioni 

a(l  -H  a?)  =  (y  4- «)« 

c(l  -f- 2)  =  (aj  +  y)'. 

304"^.  Se  A,  Bj  G  sono  i  punti  simmetrici  del  centro  del  cir- 
colò circoscritto  al  triangolo  DEF  rispetto  ai  lati  E F^  F D^  DE, 
le  rette  AD,  BE,  CF concorrono  in  un  punto  che  è  il  centro  del  cir- 
colo passante  pei  punti  medi  dei  lati  del  triangolo  DEF. 

S.  Resta. 


(*)  Le  questioni  contrassef^nate  oon  semplice  asterisco  sono  indirizzate  agli  alunni 
delle  Souole  secondarie,  quelle  distinte  con  due  asterischi  sono  dirette  in  particolar  modo 
agli  studenti  delle  Souole  superiori,  senza  esoludere  qualsiasi  altro  studioso. 
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'*.  Dimostrare  che  in  un  triangolo  rettangolo,   di  cui   C  è 
l'angolo  retto,  si  ha  la  relazione 


a  (l  —  cot«-|-\  +  2  ò  cot  A  =  0. 


e  in  qualunque  triangolo  rettilineo,    la  relazione 

a  e  sen  (A  —  B)  =  (a'  —  6')  sen  A. 

G.  Giovanetti. 

SOO"".  È  dato  un  semicerchio  AMB,  di  diametro  AB.  Condurre 
al  medesimo  una  tangente  MT^  terminata  al  prolungamento  del  dia- 
metro, in  modo  da  formare  con  esso  un  angolo,  da  determinarsi,  tale 
che  facendo  ruotare  la  figura  intorno  ad  il  i3  la  superficie  generata  dal 
segmento  Ml^  sia  in  un  rapporto  dato  n  con  quella  della  sfera  generata 
da  AAIB,  0  che  siano  in  un  rapporto  dato  n  la  superfìcie  conica  ge- 
nerata da  ilf  7^e  quella  della  zona  sottostante  al  cono.  -  Discussione. 

F.  Celestri. 

30*?*.  Se  a,  ò,  e  sono  le  misure  dei  lati  di  un  triangolo,  ed  a, 
p,  Y  le  misure  delle  distanze  dei  suoi  vertici  da  un  punto  del  cerchio 
circoscritto,  si  ha 


(a*  —  p«  -+-  y«)(6«  —  t'  -f-  «*)(c'  —  a'  +  f)  = 

S.  Catania. 

308*.  Essendo  dato  nello  spazio  un  numero  dispari  di  punti 
O, ,  02)'  •  •  ^2n-hi  »  ®  preso  ad  arbitrio  un  punto  P,  si  trovi  di 
questo  il  simmetrico  Pi  rispetto  al  centro  Oi ,  poi  il  simmetrico  Pj 
di  P,  rispetto  al  centro  0,  ;  e  cosi  di  seguito  finché  si  ottenga  Pg^^, 
simmetrico  di  P^^  rispetto  al  centro  O^^^^ ,  e  si  ripeta  ancora,  par- 
tendo dal  punto  P^^_^_^ ,  l' operazione  prima  fatta  partendo  dal  punto 
P  ;  s*  otterrà  cosi  in  fine  il  punto  P^^^g  •  I^iniostrare  che  questo  punto 
coincide  con  P. 

G.  BiASi. 


)**.  Dimostrare  ohe  la  potenza  di  un  triangolo  è  eguale  alla 
semisomma  delle  potenze  dei  triangoli  aventi  per  vertici  i  centri  dei 
quadrati  costruiti  esteriormente  ed  internamente  sui  lati  del  triangolo. 

A.  BozAL  Obejbro. 
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3  IO.  È  noto  che  il  problema  analogo  a  quello  di  Malfatti  nello 
spazio  è  più  ohe  determinato  opperò  generalmente  impossibile.  Tro- 
vare le  (due)  relazioni  che  devono  passare  fra  i  sei  spigoli  di  un 
tetraedro  affinchè  esistano  quattro  sfere  ognuna  delle  quali  tocchi  le 
altre  tre  e  tre  delle  facce  del  tetraedro. 

G.  Loria. 


SII*"*.  Eliminare  a;  ed  ^  dal  sistema 


a^ìf(2rx-^dyf 

2a^y  \2rx'^dy) 

àiff"  +%a^y''{2rx  +  dy) 


c«a?*(l  +ry*) 

e  a?  (d  a;  +  e  y  —  2  a) 

4a*c£c  {rx^  -f-  cy*  +  2dxy  —  2ay). 

G.  Frattini. 


SIS*"".  Eliminare  a?  ed  ^  dal  sistema 

(2  arxy  -f    ady^  —  cxf  =  c'x*  fi  -f-  r/ ^  j 

2a{2arxy  -\- adì^  —  ex)  =  ex  (dx  -+-  e y  —  2 a) 
cV  4-  8a^y  (2arxy  -^-ady^ —  ex)  =  4a'ca?  (rx^  -|-  cy'-f-  2dxy  —  2ay). 

G.  Frattini. 


;**.  Se  ARC  ZE:  ahc  è  un  triangolo  in  un  piano  a,  e  sono 
e^  f  due  rette  condotte  ordinatamente  per  A^  B  in  (r,  per  ogni  punto 
P,  di  <r,  posto 

P{A,  B,  G)  =  p,  qy  r  ;    {eh ep)  ==  u,    (e afq)  =  o,    r  {e,  f)  =  E,  F 

si  ha,  0  essendo  l'argomento  del  numero  complesso  u  -\-  io^ 

0  =  arc  .tg(CeEF). 

A.  Del  Re. 


(1) 


.  Mostrare  che,  Tequazione  cubica  in  p 


9-(f 

«?  — 2t' 


t') 


p 


2/ 

—  2a' 


«*) 


P  - 


2p' 
2«' 


f) 


quando  si  ponga 


0)  w' .  cos  0  =  a  a'  +  p  ?'  +  Y  y' 


=  0. 


—  Té- 
si riduce  air  altra 

p3  _  2o3V  4-  (<^*  -h  4a)'*)p  —  4 a>*  co'* sen* 0  =  0, 
ed  ha  una  sola  radice  reale  inferiore  ad  co^  sen'  6. 

NB.  Io  ho  incontrato  la  precedente  equazione  in  alcune  ricerche  intorno 
alla  distribuzione  delle  accelerazioni  nei  moti  rigidi  dei  solidi;  e,  dato  il 
carattere  invariante^  rispetto  ad  una  trasformazione  di  coordinate  delle 
quantità  o>,  o)',  0,  ho  potuto  riconoscere,  sbnza  calcoli,  che  sviluppare  il 
determinante  (1)  è  come  sviluppare  il  determinante 

(2).     .    .    .     p  0  -2p, 

0  p  — w»  2a, 

2p,        — 2a^  p  — w« 

dove  ora  sia  oi'*  =  <x^  4-  Pi',   o/.  cosO  =  a^ . 

Può  qualche  lettore 'del  Periodico  arrivare  a  mostrare  l'identità  fra  i 
determinanti  (1)  e  (2)  senza  confrontarne  gli  sviluppi? 

A.  Del  Re. 

31B**.  L' espressione  [(n  +  1)  &  —  naf  oT -- h  {V^'  +  aV  — 
a**"*"*)  è  divisibile  per  (a  —  6/  ;  determinare  il  quoziente  ;  dedurne  in 


particolare  la  somma  2*'*(3n  —  1)'+  2***+^^  divisa  per  27  dare  per 
resto  6. 

0 

G.  Bellacchi. 


*.  Un  cono  circoscritto  ad  una  sfera  ha  per  base  il  cerchio 

del   contatto,   la  superficie   laterale  (o  totale)  ha  il  rapporto  in   con 

la  calotta  iscritta  (o  con  l'intera  superfìcie  del  segmento  sferico  iscritto); 

determinare  l'angolo  al  vertice  del  cono  ed  il  rapporto  fra  i  volumi 

del  cono  e  del  segmento  sferico. 

G.   Bellacchi. 

31*?*.  Se  in  un  cerchio  0  s'inscrive  un  esagono  AEBFCD, 
tale  che  sia  AD  =  AE,  BE  =  BF,  CD=GF,  dimostrare  che: 
1®  le  diagonali  AF^  BD,  CE  passano  per  lo  stesso  punto;  2°  l'esa- 
gono AEBFGD  è  doppio  del  triangolo  ABC]  3°  la  somma  dei  qua- 
drati dei  lati  dell'esagono  è  doppia  del  quadrato  del  lato  del  trian- 
golo equilatero  inscritto  nel  cerchio  0  aumeutato  del  quadrato  del 
segmento  congiungente  0  coli' ortocentro  di  ABC, 

S.  Gatti. 
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RIVISTE  E  NOTIZIE  BIBLIOGRAFICHE 


Prof.  V.  AIGARDI.  —  //  triangolo    —  E.  Loescher.   Eloma,   1896.  -  Prezzo 
Lire  4. 

La  geometria  del  triangolo  ha  ricevuto  da  circa  un  ventennio  un  impulso 
considerevole  per  opera  di  diversi  distinti  matematici,  fra  i  quali  sono  partico- 
larmente da  annoverare  il  Lemoine,  de  Longchamps,  Brocard,  Neuberq.  Le 
ricerche  compiute  da  questi  scienziati  e  da  molti  altri,  fra  cui  è  ben  giusto 
ricordare  il  nostro  Prof.  Gesàro,  sulle  proprietà  del  triangolo,  disseminate  per 
la  maggior  parte  negli  atti  della  Associatian  Frangaise  pour  VAvancement  des 
Sciences^  nel  Journal  de  Mathématiques  del  Prof.  Longcuamps,  nei  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiqttes  e  nel  periodico  Mathesis,  sono  venute  in  breve  a 
costituire  un  nuovo  ed  importante  capìtolo  della  geometria  elementare,  comu- 
nemente designato  col  nome  di  Geometria  elementare  recente^  ed  hanno  fornito 
occasione  a  lavori  sistematici  di  grande  interesse  suH*  argomento  fuori  della 
patria  nostra  (').  E  però  è  venuta  molto  opportuna  la  pubblicazione  del  libro 
del  Prof.  ÀiCARDi,  quantunque  non  sia  ispirala  che  in  limitata  misura  alla 
geometria  recente  ed  assomigli  molto  nella  sua  parte  teorica  ad  un  lavoro  d'ignoto 
raccoglitore  col  titolo:  Relation»  entre  les  éléments  d'un  triangle,  apparso  da 
pochi  anni  in  Francia.  Ma  in  realtà  qui  fra  noi  credo  non  abbia  nulla  di  ana- 
logo, anche  nella  parte  pratica,  salvo  forse  un  libretto  di  problemi  deiring.  Ni- 
CITA  sulla  Descrizione  del  cerchio, 

L*  opera,  come  TA.  avverte  nella  prefazione,  è  divisa  in  due  parti  ben  di- 
stinte; nella  prima  si  enunciano  e  si  dimostrano  relazioni  degli  elementi  del 
triangolo  fra  loro,  con  altezze,  mediane  e  bisettrici  ed  anche  coi  cerchi  inscritti, 
circoscritti,  ex-inscritti  e  d'Eulero;  la  seconda  è  una  raccolta  di  7840  problemi 
sulla  costruzione  del  triangolo,  che  sono  raggruppati  in  serie  principali,  ciascuna 
delle  quali  si  suddivide  in  serie  secondarie,  distinbuzione  originale  e  ben  fatta  per 
evitare  ripetizioni  che  T A.  spiega  con  parecchi  esempi,  sia  che  si  ricerchi  un  pro- 
blema, sia  che  di  un  dato  problema  si  voglia  la  soluzione.  In  generale  le  dimo- 
strazioni sono  ben  condotte  ed  abbastanza  sviluppate;  alcune  peraltro  un  po' 
laboriose,  come  per  il  Teor.  45  a  pag.  51,  pel  quale  se  ne  può  ricavare  una 
assai  semplice  dalle  formule  T,  2\  3',  4'  che  nel  Gorol.  5  a  pag.  27  danno 
i  valori  di  r,  r ,  r\  r".  Bene  dedotti  i  corollari,  per  quanto  in  qualche  caso 
tale  denominazione  non  sia  matematicamente  esatta.  11  linguaggio  alcune  volte 
lascia  a  desiderare  per  chiarezza  e  per  precisione;  così  ad  esempio  non  è  esatto 
il  seguente  enunciato  (Gorol.  P  e  2^  pag.  4):  il  luogo  geometrico  dei  vertici 
dei  triangoli  della  stessa  base  BC  =  a  ed  uguale  altezza  h  [superficie  S']  è  una 
parallela  alla  base  condotta  alla  distanza  h  [determinata   dalla  relazione   S  =s 

a 
—  .A];  né  sono  corrette  le  seguenti  espressioni:    è  costante  un  dato  rapporto 

degli  altri  due  lati  (del  triangolo)  [Teor.  18,  pag.  22],  -  il  centro  del  cerchio 

è  sulla  metà  della  retta [Teor.  29,  pag.  34].    Nel   teorema  52  e 

seguito  viene  trattata  la  Geometrìa  elementare  moderna;  ed  è  qui  nuovamente  da 

(*)  Citiamo  ad  es.  il  capitolo  snpplementare  dell'opera  :  Casey  (J.).  A  Sequel  to  the  first 
aix  Books  of  the  dementa  of  Euclide  una  nota  molto  estesa  del  Prof.  Nxuberg  (J.)  [Sur  la 
geometrie  recente  du  triangìe]  in  appendice  al  Tratte  de  Qf'ométrie  dei  Proff.  Bouché  et  Com- 
BCRODBSB  e  le  opere  separate  :  Milne  and  Simmons  (T.  C).  Companion  to  the  weekly  problem 
papers  —  Emubbich  (A.).  Die  Brocardschen  Oèbiìde: 
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osservare  che  a  questa  importante  parte  della  geometria  del  triangolo  TA.  ha 
dato  uno  sviluppo  insufficiente,  limitandosi  a  poche  proprietà  delle .  antiparal- 
lele, delle  si  mediane,  delle  coniugate  isogonali  e  del  circolo  d'Eulero.  Pochi  gli 
errori  di  stampa;  nitide  le  figure,  alcune  delle  quali  però  poco  precise,  special- 
mente quando  trattisi  di  circonferenze  tangenti  fra  loro  e  con  rette. 

In  conclusione  è  un  libro  che  io  consiglio  ben  volentieri  ai  giovani-  stu- 
diosi, augurandomi  che  T  egregio  A  in  una  prossima  ristampa,  tolte  le  poche 
e  lievi  mondo  cui  ho  accennato,  dia  alla  1*  parte  quello  sviluppo  che  è  neces- 
sario, perchè  lo  studio  del  triangolo  possa  dirsi  completato,  avendo  egli  ora 
tralasciato  altresì  parecchie  relazioni  metriche  importanti. 

U.  Ceretti. 

Elementi  di  Geometria,  a  uso  delle  Scuole  Secondarie  inferiori,  di  Q.  Riboni, 
corredati  da  una  raccolta  di  circa  seicento  esercizi,  per  cura  di  D.  Gambioli. 
—  Bologna,  DitU  Nicola  Zanichelli,   1896  —  Prezzo:  L.  2. 

Di  quest*  operetta  io  tenni  parola  in  questo  periodico  (*),  allorché  apparve 
la  prima  edizione  ed  ora  che  è  comparsa  la  seconda,  assai  migliorata  e  tale  da 
renderla  ancor  meglio  adattata  alle  Scuole  secondarie  inferiori,,  sono  lieto  di 
constatare,  a  lode  degli  autori,  che  era  nel  vero  asserendo  che  il  libro  non 
pareva  destinato  a  finire  dimenticato  nei  polverosi  scaffali  delle  librerie. 

A.  L. 

CORRADO  CIAMBERLINI.  —  Elementi  di  geometria  per  le  scuole  tecniche, 
normali  e  professionali.  -  Parte  1^  planimetria.  —  Montegiorgio,  1895.  - 
Prezzo:  L.  2,50. 

L'A.  ha  ben  compreso  come  deve  essere  fatto  un  libro  per  qiieste  scuole, 
cosicché  il  suo,  apparentemente  modesto,  ma  scritto  con  forma  facile  e  piana, 
contenente  tutto  quello  che  deve  essere  insegnato  nelle  scuole,  alle  quali  è  desti- 
nato, e  ottimi  e  numerosi  esercizi,  è  riuscito  fra  i  migliori  e  tale  da  fare  desi- 
derare che  presto  vegga  la  luce  anche  la  seconda  parte. 

A.  M. 


VARIETÀ 


AVVISO. 

L* Associazione  Mathesis  fra  Insegnanti  di  matematica  di  Scuole  secondarie 
fa  noto  che  si  è  costituito  il  suo  Gomitato  Direttivo. 

Il  primo  anno  sociale  comincierà  col  i^  luglio  1896, 

La  sede  sociale  per  il  primo  biennio  (1896-97  e  97-98)  è  Torùio  presso  il 
Presidente^  Prof.  Rodolfo  Bettazzi,  Corsa  S.  Martino,  1, 

Per  quanto  concerne  T  amministrazione,  T inscrizione  a  socio,  il  pagamento 
(ielle  quote,  le  informazioni,  le  richieste  di  stampati,  ecc.,  occorre  rivolgersi  al 
Segretario-Tesoriere  Prof.  Francesco  Giudice,  Corso   Ugo  Bassi,  40  -  Genova. 

11  Comitato  farà  conoscere  dopo  la  sua  prima  adunanza  ordinaria  autunnale 
il  regolamento  che  avrà  adottato  per  il  funzionamento  dell* Associazione. 

Torino,  8  aprile  1896. 

Per  il  Comitato:  Prof.  Rodolfo  Bettazzi. 

(*)  Voi.  yn,  pp.  77-78. 

Finita  la  Redazione  il  di  13  aprile  1896.    - 
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Delle  pubblicazioni  ricevute  dalla  Redazione  del  Periodico  si 
pubblicherà  l'esatto  elenco  nel  prossimo  fo^scicolo. 


Risposte  a  questioni  alle  quali  rimane  a  dare  evasione.  Quistione  189  e  211". 
G.  GaUucci;    256".    V.  Columbo,   E.  Nannei,    V.  Retali,   G.   Vitali;    260". 

F.  Columbo,  G.  Galhtcci,  E.  Nannei,  V.  Retali;  268.  G,  Vitali;  269.  L.  Rosi, 
V.  Columbo,  a.  Vitali;  270".  G.  VitaU;  271".  e  272".  G.  GaUucci;  273*. 

G.  GaUucci,  G.  Manflredini,  S.  Resta;  274*.  F.  Celestri,  G,  GaUucci,  G,  Man- 
fredini,  S.  Resta;  275*.  F,  Celestri,  G.  GaUucci;  276*.  G.  GaUucci;  27T*. 
G.  Vitali;  278".  G.  GaUucci;  279".  U,  Ceretti,  G.  GaUucci,  V.  Retali,  G. 
Trapani;  280*.  G.  GaUucci;  281*.  G.  VitoZi;  282*.  G.  GaUucci;  284-,  P. 
CasteUi,  F.  Celestri,  A.  Chiari,  G.  Trapani,  G.  Vitali  ;  285*.  /^.  Baccarani, 
A.  Belardi,  G.  Borello,  F.  E.  5.  Gallino,  G.  GaUucci,  E.  Palumbo,  G.  Po; 
286*.  Z>.  Gambioli,  G.  3foro,  £:.  Palumbo,  G.  Proptrzi,  G.  Tcrrc^n-'  G.  Vito/t; 
287*.  A.  Braccini,  G.  GaUucci,  L.  Stoppani  ;  288".  C.  Ciamberlini;  289". 
C.  CiamberUni,  G.  GaUucci,  G.  fii&oni;  291**.  i^.  Ferrari;  292*.  Af.  Baglini, 
G.  Bordi,  V.  iJ^teli;  293'*.  P.  CasteUi,  C,  Ciamberlini,  G.  GaUucci,  A.  Ga«- 
do//?,  V.  i&5/aili,  G.  i2ifro«t  ;  294.  S,  Catania,  C.  Ciamberlini,  G.  GaUucci,  V. 
Pierantoni,  G.  Riboni;  295*.  ^.  Pascale,  G.  Rinaldi;  296*.  C  JVosi,  A.  5pena; 
298*.  C.  iVewi,  Af.  Zaccardo;  301*.  G.  GaUucci,  C.  Simoncini;  302*.  G.  Ga^ 
/ucci,  A.  <^&na. 

iVB.  Non  sono  comprese  le  questioni  e  le  soluzioni  giunte  alla  redazione 
del  Periodico  dopo  la  pubblicazione  del  fascicolo  antecedente,  delle  quali  si  darà 
conto  nel  prossimo  numero. 
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La  cagione  del  lutto  deirodierna  puntata  del  Periodico  di  matematica  ò  ormai 
nota  ai  lettori  :  né  io  ricorderò  loro,  dopo  il  giudizio  che  ne  avranno  recato  essi 
stessi,  quale  e  quanta  iattura  sia  la  morte  di  Aarelio  Lugli,  non  solo  per  le  sorti 
del  Periodico,  ma  altresì  per  la  scienza  e  1* insegnamento. 

Incaricato  dal  Consiglio  direttivo  dell'Associazione  Mathesis  della  cura  del  Pe- 
riodico fino  al  termine  delFannata  in  corso,  mi  sono  messo  ali*  opera  con  animo 
volonteroso,  sicuro  che  alla  mia  pochezza  supplirà  la  copia  di  eccellenti  scrìtti 
che  il  compianto  professore  teneva  in  serbo  per  la  pubblicazione  (*).  Cedo  ora  la 
parola  al  prof.  Elia  Millosevich,  vicedirettore  deirOsservatorio  astronomico  del 
Collegio  romano  e  professore  neiristituto  tecnico  di  Roma,  come  a  quei  che  più  di 
ogni  altro,  fra  i  numerosi  amici  del  Lugli,  ebbe  con  esso  comunanza  di  vita  e  di 
uffici.  Ma  prima  mi  sia  permesso  di  mandare,  anche  a  nome  di  Mathesis  e  del  suo 
presidente  prof.  Bettazzi,  un  ultimo  saluto  al  caro  Estinto;  a  un  cuore  che, 
diviso  tra  la  famiglia,  la  scienza  e  Tamicizia,  fu  illustre  tempio  di  domestiche  e 
civili  virtù.  Possa  un  raggio  della  virtù  di  lui'  brillare  sulla  fronte  de*suoi  figlio- 
letti divenuti  adulti,  e  sia  raggio  che  sul  ciglio  della  sposa  desolata  terga  le  lagrime 

dell*  ora  presente. 

0.  Frattini. 


AURELIO  LUGLI 


Dal  defunto  Enrico  Lugli  e  dalla  vivente  Teresa  Bertelli  na- 
sceva il  nostro  Aurelio  a  Modena,  il  6  dicembre  1853. 

Perchè  figlio  unico,  i  genitori  di  lui  poterono,  ad  onta  di  mezzi 
economici  esigui,  dargli  una  completa  istruzione,  con  grande  loro 
sacrificio  e  con  sussidi  esteriori. 

Noi  lo  troviamo  da  prima  studente  alla  Scuola  tecnica,  poi  al 
patrio  Istituto  tecnico,  nel  quale  consegui  il  Diploma  di  Perito  mec- 
canico e  Costruttore,  nell'estate  del  1871.  Le  classificazioni  conse- 
guite fino  dai  primi  studi  presagivano  l'esito  splendido  col  quale 
avrebbe  il  Lugli  compiuto  il  corso  dei  medesimi. 

(*)  Per  la  preoedenca  nella  stampa  dei  medesimi  {\irono  osservati  e  si  osserveranno 
gì'  impegni  già  presi  dal  Lugli. 
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DairUniversità  di  Modena,  nella  quale  percorse  il  primo  biennio 
della  Facoltà  delle  scienze  fisico-matematiche,  passò,  per  i  suoi  me- 
riti, alla  Scuola  Normale  di  Pisa  ;  e  fu  proclamato,  fra  il  plauso 
di  uomini  illustri.  Dottore  in  scienze  fisico-matematiche  il  27  no- 
vembre 1876,  con  pieni  voti  assoluti  eia  lode;  il  Diploma  di  Ma- 
gistero della  R.  Scuola  Normale  di  Pisa  porta  la  firma  di  Enrico 
Betti.  Nell'anno  1877  gli  veniva  conferito  dalla  R,  Università  di 
Pisa  il  posto  di  perfezionamento  in  Fisico-matematica  ;  subito  dopo, 
dal  Governo,  quello  di  reggente  di  matematica  nel  R.  Liceo  di  Ca- 
tanzaro, e  poi  di  titolare  di  1*  classe  nella  R.  Scuola  tecnica 
P.  Meiastasio  in  Roma. 

Nel  1879  creavasi  in  Roma  TUfScio  centrale  di  Meteorologia,  e 
il  Direttore  di  quell'Istituto  eleggeva  Aurelio  Lugli  quale  assistente 
al  servizio  della  prognosi  del  tempo,  nel  qual  posto  egli  rimase  dal 
dicembre  1879  fino  al  giorno  della  sua  morte. 

Classificato  sabito  dopo  l'eletto  alla  cattedra  di  fisica  del  R.  Liceo 
T.  Mamiani  in  Roma,  vinceva  il  concorso  al  posto  di  titolare  di 
matematica  nel  R.  Istituto  tecnico  Leonardo  da  Vinciy  e  dall'ottobre 
1 888  insegnò  matematica  in  ambiente  numeroso,  dove  potè  mettere 
a  prova  le  attitudini  didattiche  eminenti  di  cui  era  fornito,  e  delle 
quali  un  illustre  matematico,  Valentino  Cerruti,  aveva  già  fatto  fede 
in  ufficiale  documento  al  Governo. 

Quando  il  prof.  Davide  Besso  fondava  il  periodico  di  matematica 
per  Tinsegnamento  secondario,  rivolse  gli  occhi  al  Lugli  per  averlo 
come  con-direttore,  e,  dopoché  il  Besso  fu  chiamato  a  più  alti  uffici, 
il  Lugli  ne  rimase  direttore  di  fatto,  e  quanto  amore  egli  abbia  posto 
nella  direzione  di  questo  periodico  e  con  quanto  disinteresse  lo  abbia 
retto,  e  quanto  bene  abbia  recato  e  al  corpo  insegnante  e  agli  allievi, 
non  v'è  alcuno  che,  occupandosi  di  matematica  elementare,  non  lo 
sappia. 

Circondato  dalla  stima  universale  per  la  sua  dottrina  e  per  l*equi- 
librio  delle  sue  qualità  morali,  maestro  severo,  ma  equanime,  rigoroso 
neiradempi mento  de'  suoi  obblighi,  mite  nel  giudicare  gli  obblighi 
altrui,  pareva  destinato,  anche  fisicamente  considerato,  ad  una  vita 
lunga  e  felice.  Tre  innocenti  bambini,  natigli  in  seconde  nozze  da 
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an*egregia  signora,  gli  rendevano  beata  la  vita  domestica^  che  egli 
divideva  colla  vecchia  sua  madre,  verso  la  quale  ebbe  culto  degno  di 
ammirazione. 

Parve  agli  amici  suoi  che  ai  primi  di  maggio  egli  dimagrasse  ; 
invece  era  ferito  a  morte,  come  ben  disse  il  Trattini  in  un  momento 
solenne.  Ed  in  verità  il  23  maggio  cadeva  ammalato,  e»  prima  che 
la  scienza  accertasse  la  malattia,  egli  moriva  serenamente  il  27 
maggio  verso  mezzanotte. 

Le  pubblicazioni  di  Aurelio  Lugli  sono  di  due  specie:  alcune 
riguardano  la  matematica  elementare,  altre  sono  di  meteorologia  ;  le 
une  e  le  altre  in  armonia  coi  posti  che  cosi  degnamente  occupava  : 

Alla  prima  categoria  appartengono  : 

1 .  «  Soluzione  di  alcuni  problemi  generali  di  geometria  »  (Ist. 
Lombardo,  1881). 

2.  «  Soluzione  d'un  problema  di  geometria  elementare  »  {Ri- 
mata  di  matematica,  1884). 

3.  «  Alcuni  teoremi  generali  sul  moto  d'una  figura  nello  spazio  » 
(Rivista  citata,  1885). 

4.  4c  Superficie  e  volume  dell'anello  poligonale  regolare  e 
circolare»   (Rivista  citata,  1885). 

5.  «  Volume  dell'  anello  ellittico  di  rivoluzione.  —  Una  que- 
stione di  trigonometria»   (Rivista  citata,  1885). 

6.  «  Sulla  proiezione  stereografica  »  {Periodico  di  matema- 
tica, 1886). 

7.  «  Sulle  frazioni  decimali  periodiche  »   (Periodico  citato, 
1887). 

8.  «  Un  problema  d'aritmetica  >  (Periodico  citato,  1890). 

9.  «  Alcuni  teoremi  della  recente  geometria  del  triangolo  » 
(Periodico  citato,  1891). 

10.  <  Alcuni  problemi  relativi  alla  divisione  d'un  poligono 
convesso  in  parti  proporzionali  a  più  segmenti  dati  »  (Periodico 
citato,   1891). 

11.  «  Volume  del  segmento  sferico  a  due  basi  »  (Periodico 
citato,  1892). 

12.  «  Sopra  una  formola  per  la  misura  dei  volumi  »  (Pe- 
riodico citato,  1894). 
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13.  4c  Alcuni  teoremi  di  geometria  »   (Periodico  citato,  1895). 

Oltre  queste  Note  noi  dovremmo  aggiungere  un  numero  stra- 
grande di  riviste  bibliografiche,  di  problemi  proposti  per  esercizio,  di 
soluzioni  di  essi,  ecc.  ecc. 

Alla  seconda  categoria  appartengono  le  Memorie  seguenti  : 

A)  «  Sulla  variazione  media  della  temperatura  in  Italia  con  la 
latitudine  ed  altezza  > .  —  Questa  Memoria  ha  reso  possibile  di  ri- 
durre al  livello  del  mare  le  temperature  lette  in  un  luogo  qualun- 
que in  Italia  (isoterme  normali).  Annali  di  Metereologia,  1882. 

B)  «  Primi  risultati  sui  presagi  del  tempo,  fatti  nelF  Ufficio 
centrale  di  Meteorologia  in  Roma  >  (Annali  citati,  1882). 

C)  €  Sulla  variazione  media  della  tensione  del  vapore  acqueo 
atmosferico  in  Italia  secondo  la  latitudine  ed  altezza  »  (Annali  ci- 
tati, 1883). 

D)  «  Suiripsometria  barometrica  »..—  È  un  contributo  nota- 
bile per  migliorare  la  formola  che  dà  l'altezza  d'un  luogo  sul  livello 
del  mare  con  osservazioni  barometriche.  (Annali  citati,  1883). 

(Un  riassunto  di  detta  Nota  trovasi  nei  transunti  della  R.  Acca- 
demia dei  Lincei,  1884). 

E)  €  Risultati  dei  presagi  del  tempo  fatti  nell'  Ufficio  cen- 
trale di  Meteorologia».  (Annali  citati,  1885). 

F)  «  Sul  Lehrbuch  der  Meteorologie  del  dott.  Sprung  »  {Me- 
morie della  Società  degli  spettroscopisti  italiani,  1886). 

G)  «  Periodi,  intensità  e  traiettorie  delle  depressioni  sull'Italia 
e  paesi  limitrofi  nel  decennio  1880-89  >  {Annali  dell'  Ufficio  cen- 
trale di  Meteorologia,  voi.  X,  1888,  pubblicato  nel  1891). 

Quest'  ultima  Memoria  è  un  riassunto  cartografico  di  tutto  il 
lavoro  fatto  dal  Lugli  sopra  la  prognosi  del  tempo  a  proposito  delle 
depressioni.  Dodici  Carte  rappresentano  lo  stato  di  fatto  del  fenomeno 
per  un  decennio  ;  da  queste  egli  si  riprometteva  di  poter  cavare 
conclusioni  importanti  per  la  predizione  delle  burrasche  nel  nostro 
paese. 

B.  Osservatorio  del  Collegio  Romano. 

E.    MlLLOSEVlCH. 
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FONDAMENTI 

PEK  UNA  TEORIA  GENERALE  DEI  GRUPPI 

DI  RODOLFO  BETTAZZI 


INTRODUZIONE. 

Lo  scopo  principale  del  presente  lavoro  è  quello  di  dare  la  distinzione 
fra  i  gruppi  finiti  e  gli  infiniti.  La  questione,  certamente  non  nuova,  ò  stata 
studiata,  anche  recentemente,  da  altri  autori. 

Il  Dbdskind  nella  sua  operetta  Was  sind  und  was  soUen  die  Zahien  (Braun- 
schweig,  1888)  dà  una  definizione  rigorosa  di  ciò  che  egli  intende  per 
gruppi  infiniti:  e  veramente  i  gruppi  che  egli  indica  con  tal  nome  hanno  un 
carattere  che  anche  in  pratica  si  tradurrebbe  colla  frase  e  essere  infiniti  » . 
Ma  dopo,  egli  dice  finito  ogni  gruppo  non  infinito  ;  e  ciò,  sebbene  rigoroso, 
non  pare  sufficiente  a  dare  un'immagine  netta  di  quello  che  sia  un  gruppo 
finito.  E  resta  inoltre  il  dubbio  se  tutti  i  gruppi  che  non  sono  infiniti  siano 
di  quelli  a  cui,  presi  isolatamente,  ci  sembrerebbe  adatto  il  nome  di  finito, 
quando  almeno  si  voglia  con  tal  nome  interpretare  V  idea  che  grossolana- 
mente nella  pratica  si  enuncia  col  nome  <  finito  » .  Opportuno  mi  sembra  quel 
nome  per  gli  speciali  gruppi  finiti  che  il  Dedekind  stesso  studia  di  poi 
come  parte  dei  gruppi  da  lui  detti  semplicemente  infiniti;  ma  non  può  dirsi 
se  ogni  gruppo  finito  (cioè  non  infinito)  si  possa  ridurre  ad  uno  di  essi,  non 
sembrandomi  rigorosa  la  dimostrazione  del  suo  Teorema  del  n.  159  (*),  dal 
quale  dipende  quello  del  n.  160,  dove  egli  invece  asserisce  che  vi  si  possa 
ridurre. 

Il  Cantor  non  dà  tuia  esplicita  definizione  del  gruppo  infinito.  Nel  suo 
opuscolo  ZurLehre  vom  Transfiniten  (Halle-Saale,  1893)  egli  discute  il  con- 
cetto d'infinito,  e  sembra  (vedi  pag  42)  che  egli  intenda  dire  infinito  il  gruppo 
di  potenza  maggiore  a  qualunque  gruppo  finito.  Ma  la  definizione  di  gruppo 
finito  egli  la  dà  solo  più  tardi  (pag.  61)  e  sotto  una  forma  non  del  tutto 
chiara  e  rigorosa,  e,  comunque,  non  completa,  dimenticando  di  citare  il  prin- 
cipio d'induzione.  Peraltro  i  suoi  concetti  si  prestano  abbastanza  bene  per 
essere  <^ompletati  e  resi  adatti  all'uso:  ed  appunto  da  essi  io  ho  preso  l'idea 
per  la  definizione  di  gruppo  finito  che  presento  in  questo  lavoro. 

H  prof.  Veronese  nei  suoi  FoìidamenU  di  Geometria  (Padova  1891)  fa 
nell'introduzione  uno  studio  sui  gruppi  ordinati.  Egli  considera  dei  gruppi 


(•)  Cfr.a  S  96  di  questo  scritto. 
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da  dirsi  finiti  e  dei  gruppi  da  dirsi  infiniti,  sebbene  queste  parole  egli  le 
usi  solo  più  tardi  parlando  di  grandezze.  Limitandosi  ai  gruppi  ordinati, 
mentre  colla  sua  serie  limitata  di  1"  specie  (Introduzione  n.  85)  può  dare 
un'idea  esatta  del  gruppo  finito,  non  può  spingersi  invece  fino  ad  un  con- 
cetto che  tutti  abbracci  i  gruppi  infiniti,  come  &  p.  es.  il  Dedekind  in  modo 
preciso  ed  esplicito.  Di  più  il  suo  concetto  di  ordine  è  dato  in  modo  asso- 
luto fondandolo  sul  pensare  gli  enti  pnnia  o  poi;  e  quindi  mi  pare  che  im- 
plichi necessariamente  l' idea  di  tempo,  estranea  invece  a  quella  generale  di 
gruppo,  o,  quanto  meno,  quella  (in  generale  non  necessaria)  di  successione 
di  pensieri.  Inoltre,  a  mio  credere,  quel  concetto  di  ordine  non  è  capace  di 
generare  altri  gruppi  infiniti,  che  quelli  che  egli  dice  serie  illimitate  di  1' 
specie  (Introduzione  n.  89). 

Il  prof.  BiASi  tenta  egli  pure  una  distinzione  fra  i  gruppi  finiti  e  gli  in- 
finiti nei  suoi  Elementi  di  ariimetìca  e  di  algebra  (Sassari,  1892  .  Il  profes- 
sor BuRALi-FoBTi  sul  vol.  II  della  Rivista  di  Matematica  in  una  sua  re- 
censione di  questo  libro  (ottimo  del  resto  per  altri  riguardi)  mette  in 
mostra  alcune  imperfezioni  che  rendono  illusoria  quella  distinzione.  Io  qui 
osservo  che  la  definizione  data  dal  prof.  Biasi  pel  gruppo  infinito  (che  pre- 
cede nel  suo  libro  quella  del  gruppo  finito)  assegna  quel  nome  ad  un  gruppo 

0  sistema  tale  che  «  dopo  aver  pensato  più  cose  del  sistema,  sia  sempre  possi- 
«  bile  pensarne  altre  ancora  (§  4)  >  Ora  tale  definizione:  1^  o  presuppone  quella 
di  gruppo  finito,  affine  di  poter  completare  la  frase  dicendo  :  e  dopo  aver 
pensato  più  cose  del  sistema  costituenti  un  gruppo  finito  » ,  senza  di  che  la 
definizione  è  assurda  (potendosi  per  più  cose  prendere  tutte  quelle  del  gruppo 
oltre  le  quali  non  ve  ne  sono  altre)  ed  in  tal  caso  dà  origine  ad  un  circolo 
vizioso,  giacchò  il  prof  Biasi  dice  finito  ogni  gruppo  che  non  ò  infinito  — 
2**  o  suppone  tacitamente  il  concetto  di  ordinamento,  mentre  questo  nel  li- 
bro è  dato  dopo,  e,  comunque,  limita  il  concetto  di  gruppo  infinito. 

Nel  presente  lavoro  io  ho  creduto  bene  di  dare  da  sé  e  prima  il  concetto 
di  gruppo  finito,  perchè  ci  si  possa  servire  di  esso  (che  nel  primo  insegna- 
mento delle  matematiche  ò  il  più  importante)  anche  senza  ricorrere  a  quello 
del  gruppo  infinito,  e  l'ho  fatto  appoggiandomi  al  concetto  di  ordine:  poi  ho 
definito  come  gruppo  infinito  quello  che  non  è  finito,  o,  il  che  è  lo  stesso, 
(come  si  dimostra)  quello  che  ha  maggior  potenza  di  qualunque  gruppo  finito. 

1  gruppi  che  io  dico  finiti  sono  tali  anche  nel  concetto  del  Dedekind  ;  il  re- 
ciproco non  può  asserirsi  se  non  ammettendo  il  Teorema  160  del  Dedekind, 
che  dipende  dal  Teorema  159,  il  quale  ultimo,  come  ho  già  detto,  non  pare 
rigorosamente  dimostrato. 

I  gruppi  che  dice  infiniti  il  Dedekind  (e  da  me  detti  sviluppabili)  sono 
infiniti  anche  nel  mio  concetto,  senza  che  possa  asserirsi  il  contrario,  se 
non  accettando  il  Teorema  159  del  Dedekind  del  quale  si  parlava  ora. 

Colle  distinzioni  da  me  adottate  e'  ò  il  vantaggio  di  avere  per  la  defi- 
nizione dei  gruppi  in  questione  proprietà,  le  quali  pare  che  rispecchino  con 
assai  fedeltà  il  concetto  che  ci  si  fa  ordinariamente  e  spontaneamente,  seb- 
bene grossolanamente,  di  ciò  che  è  gruppo  finito  od  infinito. 


—  sa- 
li presente  scritto  mostra  che  è  rigoroso  l'uso  di  alcune  frasi  da  me 
adoperate  nella  mia  Teoria  delle  ^aridezze  {*)  e  che  a  prima  vista  sem- 
brerebbero dipendere  necessariamente  dal  concetto  di  numero  dal  quale  ivi 
io  intendeva  prescindere,  o  le  sostituisce  con  altre  in  cui  è  chiara  la  man- 
canza di  tale  dipendenza.  Esso  permette  anche  di  enunciare  esplicitamente 
la  qualità  di  finiti  in  quei  gruppi  nei  quali  in  detta  mia  opera  la  supponevo 
tacitamente,  e  ciò  senza  ricorrere  all'idea  di  numero,  l'uso  della  quale 
avrebbe  costituito  un  circolo  vizioso;  volendo  io  in  quella  Teoria  delle 
grandezze  dedurre  il  concetto  di  nimiero  appunto  da  quello  delle  classi  di 
grandezze  (**). 

Non  tutto  quello  che  ho  esposto  nel  presente  lavoro  è  indispensabile  alla 
rigorosa  trattazione  della  Teoria  delle  grandezze  a  cui  ora  accennavo  :  credo 
anzi  che  si  possa  ridurre  a  piccola  parte  quello  -  che  è  necessario  porre 
a  fondamento  dell'  introduzione  esatta  del  concetto  di  numero  partendo  dalle 
grandezze,  cosi  spesso  usata  nell'  insegnamento.  Il  metter  più  dello  stretta- 
mente indispensabile,  come  il  riportare  cose  già  esposte  e  dimostrate  da 
altri,  mi  è  parso  utile  per  ofi&ire  un  tutto  armonico  e  completo,  che  da  sé 
servisse  di  fondamento  ad  una  teoria  generale  dei  gruppi. 
Torino,  maggio  1896. 


Capitolo  I. 

/    GRUPPI. 

* 

1.  Ammettiamo  note  le  frasi  : 

I.  Avere  enti  (Si  hanno,  si  abbiano  enti,  e  simili)  ; 
II.  Avere  un  ente  (solo)  ; 
ni.  Avere  un  ente  ed  un  ente; 

IV.  Non  attere  nessun  ente; 

senza  preoccuparci  se  si  intendono  definite  o  assunte  come  primitive,  purché 
nel  loro  uso  si  rispettino  le  leggi  seguenti  : 

I  è  conseguenza  e  della  II  e  della  III  ;  non  possono  coesistere  II  e  III, 
I  e  IV,  II  e  IV,  m  e  IV. 
Definiamo  : 

V.  Aversi  più  enti, 

come  l'aversi  enti  che  non  siano  un  ente  solo:  e 

VI.  Aversi  un  gruppo  (***), 
l'aversi  o  un  ente  o  più  enti. 


{*)  Bbttaezi  -  «  Teoria  delle  Grandesise  >  -  (Pisa  1880)  -  Parte  I^:  <  Le  Grandezze  e  le  olaasi  » . 
(**)  Vedi,  in  proposito,  alcune  osservazioni  in  : 

Peano  -  <  Sul  concetto  di  numero  »  -  Nota  II  -  {Rivista  di  Matematica  -  Voi.  I). 
BiASi  -  «  Elementi  di  Aritmetica  e  di  Algebra  »  -  (Sassari  1892)  -  Prefazione. 
Borali  Fosti  -  *  Sul  Trattato  di  Aritmetica  razionale  del  Dott.  G.  M.  Testi  »  •  {Rivitta 
di  Matematica  -  Voi.  II). 

(***)  Uso  qui  la  parola  gruppo  invece  dell'altra  claBBe  che  pur  da  molti  è  adoprata  (V.  e  For- 
muJaire  de  Mathématiques  »  publié  par  la  «  Rivista  di  Matematica  »  -  Turin  1895)  e  perchè 
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Il  non  aversi  nessun  ente  si  indica  talora  anche  con  la  frase: 
VII.  Aversi  il  gruppo  nuUo. 

Gli  enti  di  un  gruppo  costituito  di  più  enti  si  diranno  distinti  fra  loro. 

Il  gruppo  costituito  di  un  ente  ed  un  ente  si  dirà  coppia  di  enti  e,  sol- 
tanto se  ciò  sia  conveniente  alla  speditezza  del  linguaggio,  si  dirà  anche 
gruppo  di  due  enti. 

2.  Ammetteremo  che  un  medesimo  ente  si  possa  trovare  in  più 
gruppi,  ed  allora  diremo  che  quei  gruppi  hanno  quell'ente  comune,  o  una 
coppia  di  enti  identici. 

Se  tutti  gli  enti  di  un  gruppo  G'  sono  identici  ad  enti  (alcuni  o  tutti) 
di  im  altro  gruppo  G,  diremo  quello  parte  di  questo  :  e  lo  diremo  parte  pro- 
pria se,  inoltre,  in  6?  vi  siano  altri  enti  non  comuni  con  G'. 

Si  dice  parte  comune  di  più  gruppi  un  gruppo  che  è  parte  dì  ciascuno 
di  essi  :  e  legame  (*)  di  essi  il  gruppo  costituito  da  tutti  e  soli  gli  enti  ad 
essi  comuni. 

3.  Se  gli  enti  di  un  gruppo  G  sono  tutti  e  soli  gli  enti  dell'uno  e  dell'altro 
di  più  gruppi  G^,  G^  ecc.,  si  dirà  G  composto  di  G^„  6?,  ecc. 

Se  (x  è  il  gruppo  composto  di  più  gruppi  G^,  6?^ , . . . .  privi  di  enti  co- 
muni, diremo  che  G  si  spezza  nei  gruppi  Gì,  G^j dei  quali  esso  si  dirà 

la  somma,  scrivendo  anche   G^Gi-hG^-h In  particolare  se  a  è  un 

ente  non  di  G,  il  gruppo  composto  di  (r  ed  a  si  spezzerà  in  (r  ed  a,  e  lo 
indicheremo  con  G  -H  a. 

Se  Cr  si  spezza  nei  due  gruppi  G^  e  Gj,  diremo  G^  (o  (r,)  differenza  fra 
G  e  Gj  (o  risp.  G^)  scrivendo  rispettivamente 

G^  =  G  —  ^j ,     (tj  =  6?  —  G^» 

In  particolare,  se  a  è  un  ente  di  G,  sarà  G  —  a  il  gruppo  degli  enti  di 
G  distinti  da  a.         % 


Capitolo  II. 
CORRISPONDENZA  FRA  I  GRUPPI, 

4.  Dati  due  gruppi  G^  e  G^j  si  associno  gli  enti  dell'uno  e  quelli  del- 
l'altro, pensando  i  gruppi  formati  ciascuno  o  da  coppie  di  un  ente  di  G^  ed 
uno  di  G^j ,  o  da  im  solo  ente  di  G^  o  di  G, ,  in  modo  che  :  P  ogni  ente  com- 
parisca in  uno  di  tali  gruppi  ed  in  uno  solo,  2^  se  vi  è  qualche  ente  di  G^  che 
costituisca  da  sé  solo  un  gruppo,  non  ve  ne  siano  tali  di  G,  e  viceversa. 


gruppo  è  il  primo  nome  con  coi  in  lingua  italiana  vennero  indicati  i  Menge  del  Cahtor, 
che  li  ideò  (Diari  -  «  Fondamenti  per  la  teoria  delle  fansioni  di  variabili  reali  »  -  Pisa  1878), 
e  perchè  io  adopro  con  altro  significato  il  nome  di  classe  nella  mia  «  Teoria  delle  Grandezze  » 
-  (Pisa  1800).  In  lingua  francese  la  parola  corrispondente  usata  è  ensemble  -  Il  Dbdkkind 
«  Was  sind  und  was  soUen  die  Zahlen?  -  Braunschweig  »    si  serve  della  parola  System, 

Accenneremo  d'ora  in  là  a  quest'  ultimo  lavoro  semplicemente  colla  parola  Dbdekixd. 

{*)  li  Dkoxkiro  usa  la  parola  Gemeinheit  («  1,  K.  17). 
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Gli  enti  di  ogni  coppia  si  diranno  allora  corrispondenti^  gli  altri  isolati] 
il  fatto  ora  definito  si  dirà  una  corrispondenza  fra  i  gruppi  G^  e  G^. 

Una  corrispondenza  di  una  coppia  di  gruppi  la  diremo  distinta  da  un'altra 
della  stessa  coppia,  quando  nell'una  comparisca  almeno  un  gruppo  parziale 
(di  uno  o  due  enti)  che  non  sia  nell'altra. 

5.  Quando  si  considera  un  gruppo  ed  insieme  il  medesimo  gruppo,  ri- 
tenendolo una  volta  distinto  dall'  altra  per  il  solo  fatto  che  possiamo  dare 
ad  esso  il  pensiero  in  momenti  diversi,  si  vede  potersi  parlare  anche  di  cor- 
rispondenza di  un  gruppo  con  se  stesso. 

Una  tale  corrispondenza  si  dice  identità^  quando  in  essa  non  vi  sono  enti 
isolati,  ed  ogni  coppia  è  formata  da  enti  identici. 

Se  nella  corrispondenza  di  un  gruppo  G  con  sé  stesso  accade  ohe  i  cor- 
rispondenti di  una  parte  G'  del  gruppo  sono  di  nuovo  tutti  e  soli  gli  enti 
di  G  ,  cioè  G  corrisponde  a  sé  stesso,  diremo  che  in  questa  corrispondenza 
6r  é  un  ciclo.  Un  ciclo  può  essere  composto  anche  di  un  ente  solo.  I  cicli 
parti  proprie  del  gruppo  si  diranno  parziali. 

Se  nessuna  parte  di  un  ciclo  é  ciclo  essa  stessa,  diremo  semplice  il  ciclo. 

6.  Per  indicare  una  corrispondenza  x  fra  due  gruppi  6r,  e  G^  scrive- 
remo: 

(Gì  ,  G,\ 

e,  naturalmente, tale  simbolo  equivarrà  all'altro   {G^,  ^i)a. 

Per  indicare  i  tre  fatti  distinti  :  1^  che  nella  corrispondenza  non  vi  siano 
enti  isolati,  2^  che  se  ne  abbiano  in  (7^ ,  3^  che  se  ne  abbiano  in  6r, ,  scri- 
veremo rispettivamente: 

(6.  «V,  G,)^ ,    (G.  >  G,\ ,    (G,  <  G,),  (•) 

e  diremo  che,  rispetto  ad  %,è  G^  risp.  equivalente^  prevalente  o  suwalente  a  G  . 
Se  (G,  fv3  Gj)gj ,  diremo  anche  che,  rispetto  ad  a,  G^e  G^  sono  in  corrispon- 
denza univoca, 

E  chiaro  che  se  (G^,  >  G,)^^ ,  sarà  {G^  <  G,)^^ ,  e  che  i  tre  casi  sopra 
citati  si  escludono  a  vicenda  nella  stessa  corrispondenza.  Con  ciò  non  si 
vuole  escludere  che  in  corrispondenze  distinte  possa  aversi  talora  un  caso, 
talora  un  altro. 

7.  Alla  domanda  se  dati  due  gruppi  qualunque  possa  sempre  stabilirsi 
una  corrispondenza  fra  essi,  non  pare  si  possa  rispondere  in  generale,  finché 
almeno  si  lasci  cosi  ampio  il  concetto  di  gruppo. 

Fra  im  gruppo  G  ed  una  sua  parte  G'  può  stabilirsi  una  corrispondenza, 
almeno  quella  che  associa  gli  enti  di  G'  agli  identici  di  G,  e  lascia  isolati 
gli  altri.  In  tale  ultima  corrispondenza  a  sarà  {G'  <C  0)%ì  ™*  °^^  P^^  *S' 
serirsi  che  simile  relazione  accada  in  qualunque  altra  corrispondenza  che 
possa  stabilirsi  fra  G  e  G\ 


{*)  Il  seg^o  cvj  è  usato  dal  Cawtor  (p.  eg.  Y.  <  Une  oontribntion  à  la  théorie  dea  iBxiBexn- 
bl6B>  Acta  Math.  Bd.2,  pag.  SII).  Esigense  tipografiche,  oi  obbligano,  per  indicare  le  altre 
reiasioni,  a  nsare»  invece  che  segni  speciali,  quelli  ordinari  ^  e  <• 
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8.  Dati  i  gruppi  G^  G,,  G^  e  due  corrispondenze  a,  ^  risp.  fra  G^  e  (r, 
e  fra  G, ,  (rg ,  se  non  sia  in  esse  G^  insieme  suv valente  (od  insieme  preva- 
lente) a  6r,  ed  a  Gg ,  avremo  una  corrispondenza  fra  G^  e  G, ,  associando 
gli  enti  che  in  a  ed  in  p  corrispondevano  allo  stesso  ente  di  G, ,  e  lasciando 
isolati  gli  altri.  Diremo  una  tal  corrispondenza  fra  Gj  e  G,  composta  delle 
due  a  e  ,S,  e  la  indicheremo  con  ^  %.  Avremo  precisamente  che 

se  {G,<G^)^  e  (G.,<G^)^  sarà  (G^<G^)p^^ 
««  (^i>^2)oc  e  (^a^^a)?  ^^^  (^i>^3)pa, 
se        (G^^G^)^    e    (^a^^s)?    ^*^*    (^i*^^3)pa* 


Capitolo  III. 
POTENZA   DEI   GRUPPI, 

9.  Se  dati  due  gruppi  Gj  e  G,  esiste  ima  corrispondenza  x  rispetto  alla 
quale  siano  equivalenti,  li  diremo  equivalenti  (senz'altro)  o  di  ugual  potenza. 
Potremmo  usare,  seguendo  l'esempio  di  altri,  anche  la  parola  simili. 

Se  invece  fra  G^  e  G,  si  possono  stabilire  corrispondenze,  e  in  tutte  le  pos- 
sibili corrispondenze  sia  sempre  G^  suvvalente  a  G, ,  diremo  G^  di  potenza 
minore  a  quella  di  G, ,  e  G,  di  potenza  maggiore  a  Gj  (*).  Scriveremo  nel 
primo  caso: 

G,  co  G, 
e  nel  secondo  : 

G,<G^   e    G,  >  G,. 

I  tre  casi  : 

^1  <  ^2  '      ^1  ^  ^2  '      ^1  >  ^2 

si  escludono  a  vicenda,  senza  che  necessariamente  possa  dirsi  che  presi  due 
grupgi  G|  e  G, ,  anche  se  si  sa  esistere  fra  essi  qualche  corrispondenza,  debba 
accadere  uno  dei  tre  casi. 

Diremo  che  due  gruppi  hanno  potenza  consecutiva,  se  non  esiste  nessun 
gruppo  di  potenza  maggiore  dell'uno  e  minore  dell'altro. 

Discende  immediatamente  dalle  definizioni  date,  che  : 

II  gruppo  nullo  (§  1)  ha  potenza  minore  di  tutti  gli  altri  non  nulli. 

Il  gruppo  di  un  ente  (§  1)  ha  potenza  maggiore  a  quella  del  gruppo  nullo, 
uguale  a  quella  di  qualunque  altro  gruppo  di  un  ente  solo,  minore  a  quella  di 
qualunque  gruppo  di  più  enti. 

Un  gruppo  è  sempre  di  ugual  potenza  a  sé  stesso  (§  5). 

10.  Come  si  vede  facilmente  per  assurdo  dal  §  8,  si  ha,  se  Gì ,  G, ,  Gg 
sono  gruppi,  che  : 


(*)  Cavtor  1.  e.  pag.  812.  Vedi  tracce  di  tali  concetti  anche  in  '  Bolzaho,    «  Paradoxen 
der  Unendlichen»,  1850. 
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da       ^1  <  ^2     ®     ^2  *^  ^8  »     discende    G^  >  G^ 
da        ^1  ^  ^2     ®     ^2  ^  ^3  '     discende    (7^  ^  ^3  » 

prendendo  ogni  volta  i  segni  sulla  medesima  linea.  Tali  relazioni  possono 
anche  scriversi  sotto  le  altre  forme,  che  fiicilmente  si  deducono  pure 
dal  §  8: 

da        O^cs^G^     e     G^^G^     si  ha     G^  ^  G^ 
da        G^<G^     e     G,  <  G3     si  ha     C?,  5  G3', 
da       G^>G^     e     G^  >  G3     si  ha     G,  <  G3 . 

11.  Diremo  per  brevità  paragonabili  due  gruppi  quando  di  essi  possa 
dirsi  se  hanno  ugual  potenza,  o,  se  non  Thanno,  quale  di  essi  l'ha  maggiore 
e  quale  minore. 

Un  gruppo  è  paragonabile  con  sé  stesso  :  il  gruppo  nullo  ed  il  gruppo 
di  xm  ente  sono  paragonabili  con  qualunque  gruppo  (§  9). 


Capitolo  IV. 
GRUPPI  SVILUPPABILI. 

12.  Diremo  suiluppabile  ogni  gruppo  che  sia  equivalente  ad  una  sua 
parte  propria  (*). 

Teorema.  —  Esistono   gruppi    sviluppabili. 

Tale  è  quello  citato  dal  Dedehind  {**)  (che,  a  sua  volta,  lo  prese  dal  Bol- 
zano (***))  di  tutti  gli  enti  che  possono  essere  oggetti  del  nostro  pensiero,  siano 
essi  materiali  o  pensieri  essi  stessi.  Associando  ad  ogni  ente  «  di  un  tal 
gruppo  G  l'idea  s'  che  8  può  essere  oggetto  del  nostro  pensiero  (idea  che 
essa  pure  è  ente  di  quel  gruppo),  si  stabilisce  una  corrispondenza  fra  tutti 
gli  enti  di  quel  gruppo  ed  enti  di  esso  i  quali  non  costituiscono  l'intero 
gruppo  6r,  essendovi  in  G  enti  (p.  es.  il  nostro  io)  che  sono  distinti  dalle 
idee  8,  In  tale  corrispondenza  il  gruppo  si  vede  essere  equivalente  ad  una 
sua  parte  propria. 

Si  ha  pure  un  gruppo  cosifEfttto  se  prendiamo  come  enti  gli  istanti  del 
tempo  a  cominciare  da  un  determinato  fino  nell'eternità,  associando  ciascuno 
di  tali  istanti  p.  es.  a  quello  che  lo  segue  dopo  un  minuto  (o  un  secondo, 
o  un  ora  ecc.),  riuscendo  cosi  il  gruppo  equivalente  a  quella  sua  parte  pro- 
pria che  si  ha  da  esso  sopprimendo  gli  istanti  del  primo  minuto  (o  secondo, 
od  ora  ecc.). 


(*)  Tali  grappi  gono  dal  Dbdrkivd  (§  5,  n.  61)  detti  infiniti;  ma  ho  preferito  dare  in  ge- 
goito  tal  nome  ad  nn*altra  categoria  di  grappi  a  cai  appartengono  i  grappi  svilappabili, 
e  che  mi  sembra  oorrinponda  meglio  ai  concetto  che  ci  ai  fa  ordinariamente  del  grappo 
infinito.  (V.  §  96  e  Introduzione). 

(**)  1.  o.  §  5,  N.  66  —  da  lai  detto,  come  ai  accennava  ora,  grappo  infinito. 
{***)  1.  e.  §  13. 
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E  si  potrebbero  dare  anche  altri  esempi. 

13.  Teorema.  —  Un  gruppo  r  equivalente  ad  uno  svi- 
luppabile   è    tale    esso    pure   (*). 

Se  G^  è  un'  opportuna  parte  propria  dal  gruppo  sviluppabile  dato  G^ 
e  X  è  una  conveniente  corrispondenza,  dovrà  essere,  secondo  l' ipotesi, 
(Gj  €>o  G)^  :  e  se  ^  è  la  corrispondenza  per  cui  (F  «^  (?)  j ,  e  F^  è  il  gruppo 
degli  enti  di  F  corrispondenti  in  ^  a  quelli  G^  di  G,  dalle  relazioni 

si  ricava 

cioè  F  è  un  gruppo  sviluppabile. 

GoroUario.  —  Ogni  gruppo  equivalente  ad  uno  non 
sviluppabile,  non  può  essere  sviluppabile  neppur 
esso . 

14.  Teorema.  —  Se  una  parte  di  un  gruppo  G  è  svi- 
luppabile,   è    tale    anche    il    gruppo    stesso  (**). 

Sia  G^  una  parte  sviluppabile  del  gruppo  G:  sarà  per  una  conveniente 
parte  propria  G^  di  G,  e  per  una  conveniente  corrispondenza  a. 

Aggiungendo  in  x  a  G^  ed  a  G,  gli  enti  di  G  che  non  sono  in  (r^  e  di 
essi  fìkcendo  corrispondere  gli  identici  nei  due  gruppi,  si  avrà  che  G,  e  G^ 
si  cambieranno  il  primo  in  G  ed  il  secondo  in  una  sua  parte  propria,  e  nella 
corrispondenza  stabilita  tali  gruppi  saranno  equivalenti,  il  che  dimostra  il 
teorema. 

Corollario  1.  —  Le  parti  di  un  gruppo  non  sviluppa- 
bile   non    sono    sviluppabili. 

Cor.  2.  —  Un  gruppo  prevalente  ad  uno  sviluppa- 
bile G  è  sviluppabile  esso  pure,  essendo  per  ipotesi  una 
sua  parte  equivalente  a  G,  e  quindi  (§  13)  sviluppabile  essa  stessa. 

15.  Teorema.  —  Se  esiste  una  corrispondenza  nella 
quale  una  parte  di  un  gruppo  (propria  o  no)  è  pre- 
valente   al    gruppo,    questo   è   un   gruppo   sviluppabile. 

Infatti  dovrà  essere  equivalente  al  gruppo  una  parte  propria  della  parte 
citata,  che  pure  è  parte  propria  del  gruppo. 

Corollario  I.  —  Se  in  una  corrispondenza  un  gruppo 
è    prevalente    a    sé    stesso,    il   gruppo   è    sviluppabile. 

Cor.  2.  —  Ogni  parte  di  un  gruppo  il  quale  non  sia  sviluppabile  è  tale 
che,  se  esistono  corrispondenze  fra  essa  ed  il  gruppo,  in  ognuna  di  esse 
deve  essere  suvvalente  al  gruppo.  Ma  si  possono  sempre  stabilire  corrispon- 


(*)  Dkdbkikd  §  5,  N.  67. 
(**)  Dbdckihd  I  6,  N.  6& 
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denze  fra  un  gruppo  ed  una  sua  parte,  per  lo  meno  quella  in  cui  gli  enti 
della  parte  si  accoppiano  agli  identici  del  gruppo  ;  si  conclude  dunque  che 
ogni  parte  di  un  gìruppo  non  sviluppabile  ò  suvva- 
lente    all'intero    gruppo. 


Capitolo  V  (*). 
CATENA  DI  UN  ENTE. 

16.  Supponiamo  che  si  abbia  un  criterio  qualunque,  col  quale,  dato  un 
gruppo  G  ed  una  sua  parte,  propria  o  no,  G^ ,  ad  ogni  ente  a  di  G,  se  ne 
colleghi  un  altro  (solo)  di  G^  che  indicheremo  con  a  a,  colla  condizione  che 
a  due  enti  distinti  ne  vadano  collegati  due  pure  distinti. 

Se  sia  ò  =  (T  a,  scriveremo  anche  a  =  :c  6.  Se  dtmqtie  a  e  ^  sono  due  enti 
distinti  di  Gj  saranno  distinti  fra  loro  (quando  esistono)  a  %  e  9  ^ ,  e  cosi 

TZ%   e   TT^. 

Evidentemente  si  stabilisce  con  tale  criterio  una  corrispondenza  fra  il 
gruppo  G|  ed  una  parte  G\  propria  o  no,  di  G,  nella  quale  quello  e  questa 
sono  equivalenti;  ad  a  di  Gì  corrisponde  a  a  nella  parte  G'  di  C7,  ed  a  &  di 
G' corrisponde  ic &  di  Gì.  Ogni  ente  di  Gì  ammette  Pente  <r,  ed  ogni  ente 
di  G'  ammette  Pente  ic  :  non  è  esclusa  resistenza  di  enti  di  G  privi  di  ente 
(7,  o  di  ente  tt,  o  dell'uno  e  dell'altro. 

Si  costruisca  un  gruppo  parte  di  G,  tale  che  contenga  un  ente  a  di  G, 
e  che  se  contiene  un  ente  di  G  contenga  anche  il  suo  ente  a  «quando  questo 
esista)  :  si  indichi  tal  gruppo  scrivendo  {a)^  ,  o  dicendolo  gruppo  (a)  rispetto 
alla  corrispondenza  o  criterio  a.  Se  non  possa  nascere  ambiguità,  lo  indiche- 
semplicemente  con  (a)  (**). 

Dei  gruppi  (a)  di  G  relativi  ad  una  stessa  corrispondenza  si  costruisca 
il  legame  T  (§  2),  che  non  è  il  gruppo  nullo,  contenendo  per  lo  meno  a. 
Esso  è  tale  che  se  contiene  un  ente  di  G  contiene  anche  il  suo  ente  a  (quando 
questo  c'è),  ed  è  quindi  esso  stesso  un  gruppo  (a). 

■Qualunque  gruppo  (a)  di  G  dovendo  contenere,  per  definizione  di  legame, 
tal  gruppo  r,  sarà  assurdo  un  gruppo  (a)  di  G  che  sia  parte  propria  di  esso 
legame  F  :  il  quale  quindi  può  dirsi,  in  certo  modo,  il  minimo  fra  i  gruppi 
(a)  di  G, 

Definizione.  —  Il  gruppo  in  questione  si  dirà  catena  dell'ente  a  nel 
gruppo  G  rispetto  al  criterio  7  (***).  £  potendosi  chiaramente  parlar  di  ca- 
tena anche   invertendo,  in  quello  che  si  è  detto,  le  lettere  or  e  ir,  diremo  il 


{*)  V.  Bbttazzi.    «  Sulla  catena  di  un  ente  in  un  gruppo  »    (Atti  della  R.  Accademia 
delle  Scienze  di  Torino,  Voi.  XXXI). 

(**)  n  Dedekikd  (f  4)  dice  che  tali  gruppi  sono  catene  ohe   contengono  a,  dopo  aver^  cJfL 
detto  catena  un  g^upjx)  equivalente  ad  una  sua  parte  in  una  data  corrispondenza.  ' 

(***)  Cfir.  DBDXKiirD  9  4  N.  44.  Il  Dedekind  abbraccia  anche  le  oorrispondense  che  egli 
dice  dissimili  ;  ma  si  restringe  alle  catene  che  più  oltre  dirò  illimitate. 
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criterio  e  e  il  criterio  tz  opposti,  e  opposte  le  due  catene  di  un  ente  prese 
rispetto  a  due  criteri  opposti. 

Una  catena  ìì  dirà  prodotta  dalla  corrispondenza  fra  l'intero  gruppo  G, 
o  una  sua  parte  Gì ,  ed  ima  parte  G'  di  G^  della  quale  si  è  parlato  più  sopra 
in  questo  paragrafo. 

17.  Teorema.  —  Se  b  appartiene  alla  catena  di  a  fatta 
in  G  rispetto  a  a,  questa  catena  contiene  come  parte 
la  catena  di  b. 

Infìbtti  la  catena  di  a  contiene  b,  per  ipotesi,  e  se  un  ente  di  Gy  anche 
il  suo  ente  a.  Ogni  ente  e  della  catena  di  Ò  deve  appartenerle  :  altrimenti  il 
gruppo  legame  delle  due  catene  sarebbe  un  gruppo  che  conterrebbe  b,  se  un 
ente  di  G  anche  il  suo  j,  e  non  e,  cioè  non  conterrebbe  intera  la  catena  di  6, 
contro  queUo  che  si  è  detto  della  catena  di  un  ente  (§  16). 

18.  Teorema.  —  In  una  catena  {*)  può  esistere  un  solo 
ente  privo  in  essa  di  ente  ^,  ed  un  solo  privo  in  essa 
di   ente   ^ . 

1.  Se  r  è  catena  di  a  rispetto  al  criterio  d,  e  &  è  un  ente  di  T  diverso 
da  a,  dovrà  in  F  esistere  ir  b  :  altrimenti,  sopprimendo  b,  che  allora  in  F  non 
è  9  di  nessun  ente  e  non  è  a,  resterebbe  un  nuovo  gruppo  (a)  contenente  a  e 
il  cr  di  ogni  suo  ente,  e  che  farebbe  parte  della  catena  r^  contro  quanto  si  è 
visto  (§  16)  per  la  catena.  Il  solo  ente  a  può  dunque  (senza  che  cosi  si  mo- 
stri ciò  necessario)  essere  privo  di  ente  tt,  esista  o  no  l'ente  ir  a  nel  gruppo 
completo  dato. 

2.  Sia  b  un  ente  della  catena  F  di  a  che  sia  privo  di  ente  a.  Se  &  è  a, 
sarà  F  costituito  dal  solo  ente  a,  e  il  teorema  è  provato.  Se  b  non  ò  a,  si 
costruisca  allora  in  F  la  catena  F'  di  &  rispetto  al  criterio  v.  Essa  conterrà  a  ; 
ed  invero  se  non  contenesse  a  non  conterrebbe  a  a,  giacché  a  è  Pente  t; 
di  (7  a,  e  TT  è  il  criterio  della  catena  F'  e  quindi  il  contenere  un  ente,  p.  es.  : 
9  a,  porta  che  esista  il  suo  ente  ir,  che  sarebbe  appunto  a  In  generale,  se 
non  contenesse  un  ente  di  G  non  conterrebbe  il  suo  ente  <t,  e  perciò  non 
conterrebbe  (§  16;  la  intera  catena  di  a,  e  quindi  neppure  6,  che  è  di  tal 
catena,  e  ciò  è  assurdo.  £  siccome  in  ogni  catena,  per  la  prima  parte  del 
teorema,  il  solo  ente  privo  di  ir,  se  il  criterio  è  a,  (e  quindi  di  <r,  se  il  cri- 
terio è  ic)  può  essere  quello  di  cui  essa  è  catena,  cosi  in  F'  il  solo  b  può 
essere  privo  di  ente  tj  e  quindi  F'  contiene  a,  e  contiene  l'ente  a  di  ogni 
ente,  che  non  sia  b,  e  quindi  contiene  l'intera  catena  F:  talché  F'  coincide 
con  F.  E  siccome  in  F',  come  si  è  visto  per  la  prima  parte  del  teorema 
applicata  a  F'  col  criterio  ir,  il  solo  b  può  essere  privo  di  ente  e,  cosi  ciò 
vale  anche  per  F,  identico  a  F',  ed  è  provato  il  teorema. 

Definizione.  Una  catena  fìttta  rispetto  al  criterio  a  si  dirà  limitata  od 
iUimitata,  secondochò  esiste  in  essa  o  no  un  ente  privo  di  ente  a  ;  aperta  o 
chiusa,  secondochè  esiste  in  essa  o  no  un  ente  privo  di  ente  ir. 


^ 


(*)  Dicendo  catena  senz'altro,  intenderemo  d'ora  in  là  la  catena  di  un  conveniente  ente, 
rispetto  ad  un  conveniente  criterio. 
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19.  Teorema.  —  Una  catena  aperta  illimitata  è  un 
gruppo   sviluppabile  (§  12^ 

Infatti  nella  corrispondenza  (j  al  gruppo  equivale  il  gruppo  stesso  privo 
dell'ente  di  cui  esso  è  catena. 

20.  Teorema.  —  Se  la  catena  T  di  un  ente  a  rispetto 
ad  un  criterio  a  in  un  gruppo  Gè  aperta,  essa  non  può 
con  la  catena  di  a  opposta  ad  essa  (§  16)  aver  comune 
altri   enti   che   a. 

Siano  infatti  F, ,  £%  le  catene  di  a  rispetto  ai  criteri  (r  e  ir,  ammesso  che 
esistano  entrambi  e  non  si  riducano  al  solo  a.  Se  p  è  un  ente  comune  a  1\ 
e  r,  ed  è  diverso  da  a,  esisteranno  e  saranno  comuni  anche  op  e  irp:  invero 
essendo  p  di  Ps)  e  non  essendo  a,  esiste  in  fg  il  suo  ente  a  (§  18),  e  quindi 
tale  ente  esiste  nel  gruppo  (x,  e  deve  trovarsi  anche  in  T^  che  ò  catena 
rispetto  al  criterio  9:  in  modo  simile  esiste  in  T]  il  icp,  ed  è  anche  in  Fj, 
come  si  era  accennato.  Il  gruppo  degli  enti  comuni  dunque  contiene  a,  e 
dovrebbe  contenere  il  a  di  ogni  proprio  ente,  e  contenere  perciò  Finterà 
catena  F^:  e  dovendo  contenere  il  ic  di  ogni  proprio  ente,  dovrebbe  conte- 
nere anche  l'intero  F,.  Quindi  dovrebbero  essere  comuni  tutti  gli  enti  di 

1\  e  F| ,  e  perciò  essere  identiche  queste  due  catene.  Dovrebbe  quindi  ?c  a, 
che  è  per  definizione  in  l\ ,  essere  anche  in  Fj  >  il  che  non  può  essere,  essendo 

Fi  aperto  per  ipotesi.  Dunque  è  assurda  l'esistenza  di  enti  comuni  a  F|  e 

F,  diversi  da  a,  che  è  quanto  dovevasi  dimostrare. 

Osservazione.  Anche  la  catena  F,  è  aperta,  non  potendo  contenere  a  a,  che 
sarebbe  comune  con  F,. 

21.  Teorema.  —  Il  gruppo  F^  composto  della  catena 
aperta  di  un  ente  a  e  della  sua  opposta  (che  è  pure 
aperta)  (§  20)  non  può  contenere  al  più  che  un  solo  ente 
privo  di   ente   a,   ed   uno   solo   privo  di    ente   r. 

Infatti  gli  enti  di  tal  gruppo  Fq  sono  :  1^  l'ente  a,  di  cui  esistono  gli  enti 
a  e  ir  risp.  :  nelle  catene  F^  e  F,  fatte  rispetto  a  9  e  ic  ;  2^  enti  di  F,  di- 
stinti da  a,  di  ciascuno  dei  quali  esiste  in  Tj  l'ente  ir,  ed  al  più  di  uno  manca 
l'ente  9  ;  &*  enti  di  J\  distinti  da  a,  di  ciascuno  dei  quali  esiste  l'ente  a  in 
F2,  ed  al  più  di  uno  manca  l'ente  tu. 

22.  Teorema.  —  Se  per  ogni  ente  del  gruppo  Fq  defi- 
nito nel  teorema  precedente  si  costruisce  l'analogo 
gruppo,   esso   coincide   con    Fq. 

Sia  Fo  il  gi^ppo  in  questione  costruito  rispetto  ad  a,  e  &  ne  sia  un  ente 
diverso  da  a:  e  si  indichino  con  l^^\  I^^  le  due  catene  di  b  prese  risp. 
rispetto  a  <T  e  Tf,  con  Tq^  il  loro  gruppo  composto.  Se  b  p.  es.  appartiene 
alla  catena  Fi  di  a  rispetto  a  <r,  sarà  T^^  parte  di  Fi  (§  17)  e  quindi  di  F©. 
Ma  lo  stesso  deve  aversi  per  F^^^.  Infatti  se  un  ente  e  di  ji^^  è  in  Fojdeve, 
come  si  è  visto,  esservi  ice,  quando  esiste,  e  perciò  F©  contiene  ò  ed  il  ic 
di  ogni  ente  di  F»^^^  che  esso  contenga,  e  quindi  anche  l'intera  catena 
T^\  Si  conclude  che  F©  contiene  6,  F^^^  T^^^,  e  quindi  il  gruppo  in  que- 
stione T^^  è  parte  di  Fo- 
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Ora  r2'^  deve  contenere  a  :  giacché  altrimenti,  siccome  T^^  contiene  gli 
enti  ic  dei  propri  enti,  e  quindi  manca  degli  enti  (t  degli  enti  mancanti,  cosi 
mancando  di  a  e  del  a  di  ogni  ente  mancante,  mancherebbe  della  intera 
catena  Ti  di  a,  e  quindi  di  b,  il  che  non  dev'essere.  Si  conclude  che  a  è  un 
ente  del  gruppo  X^\  quindi^  per  la  parte  già  dimostrata,  sarà  l\  parte  di 
l{j*\  Le  due  parti  combinate  insieme  dimostrano  che  Tq  ©  T(^-  sono  iden- 
tici, come  si  doveva  provare. 

Analoga  dimostrazione  può  £arsi  se  &  è  di  f,. 

Oorollario.  —  Se  in  un  gruppo  come  Po  esiste  un  ente 
e  privo  di  ente  -k ,  il  gruppo  è  la  catena  di  e  rispetto 
al  criterio  a:  e  se  esiste  un  ente  d  privo  di  ente  a,  il 
gruppo   è  la   catena  di  d  rispetto   al   criterio   ic. 

Osservazione,  Fra  i  gruppi  precedentemente  studiati,  si  distinguono  dalle 
catene  solo  quelli  in  cui  ogni  ente  possiede  Pente  ic  e  Pente  a, 

23.  Definizione.  —  Il  gruppo  composto  della  catena  aperta  illimitata  di 
un  ente  a  e  della  sua  catena  opposta  (che  è  pure  aperta)  supposta  illimitata, 
si  dice  incatena  del  Pente  a. 

Corollario  1.  -  Una  bicatena  di  un  ente  è  bicatena 
rispetto    a    qualunque     suo    ente    (§.  22). 

Osservazione,  Potremo,  in  base  al  Corollario  precedente,  indicare  le  bica- 
tene  di  un  ente  col  semplice  nome  di  bicatene. 

Oor.  2.  -In  una  bicatena  ogni  ente  ammette  Pente 
fs    e    Pente    ir. 

Cor.  3.  -  Una  bicatenaò  un  ciclo  (§5)  della  corri- 
spondenza   che    la    produce    (§16). 

Cor*  4.  -  Una  bicatena  è  un  gruppo  sviluppabile, 
avendo  parti  che  sono  ciascima  una  catena  aperta  illimitata  (§§  19,  14  ^ 

24.  Teorema.  -Dato  un  gruppo  G,  se  la  catena  F  di 
un  suo  ente  a  presa  rispetto  ad  un  criterio  a  non 
consta  di  un  solo  ente  ed  è  chiusa  (§  18),  è  catena 
chiusa  anche  rispetto  al  criterio  ic,  ed  in  entrambi 
gli    aspetti    è    illimitata   (§18). 

Infatti  nella  catena  data  P  ogni  ente  contiene  il  proprio  ente  ir,  ciò  ac- 
cadendo (§  18)  in  tutte  le  catene  per  tutti  i  loro  enti,  eccetto  al  più  per 
quello  di  cui  sono  catene,  e  nella  nostra  I  anche  per  tale  ente,  per  ipotesi, 
essendo  la  catena  chiusa. 

Si  costruisca  ora  in  G  la  catena  F'  di  a  rispetto  al  criterio  ir,  cioè  il  le- 
game dei  gruppi  (a),  i  quali  P  contengono  a,  2*^  se  contengono  un  ente  di 
G  ne  contengono  anche  Pente  ir.  Essendo  Ti,  come  si  è  ora  visto  secondo 
Pipotesi,  uno  di  tali  gruppi  («^^ ,  esso  dovrà  contenere  Pintero  V  (§  16). 

Beciprocamente  deve  T'  contenere  Pintero  P.  Ed  invero  T'  contiene  a. 
Inoltre  in  Y'  esiste  Pente  <t  di  ogni  ente,  eccetto  al  più  a,  giacché  come  in 
ogni  catena  presa  rispetto  al  criterio  a  esiste  Pente  ir  di  ogni  ente  (eccetto 
al  più  quello  di  cui  si  è  &tta  la  catena)  cosi  nel  caso  nostro,  essendo  ir  il 
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criterio,  ed  il  corrispondente  di  ciò  che  prima  si  indicava  con  ic  essendo  ora  (t, 
si  avrà  che  di  ogni  ente,  per  lo  meno  distinto  da  a,  esisterà  l'ente  <s.  Ed  esiste 
in  r'  anche  a  a,  altrimenti,  mancando  a  a,  mancherebbe  il  a  di  va  (poiché 
essendovi  tale  ente  vi  sarebbe  il  suo  ente  tt  che  è  fs  a)  ed  in  generale  man- 
cando un  ente  mancherebbe  il  suo  ente  fs  :  laonde  il  gruppo  degli  enti 
mancanti,  aggiungendovi  a,  conterrebbe  a  e,  se  un  ente,  il  suo  a,  e  quindi 
l'intera  catena  T,  e  la  catena  T'  non  conterrebbe  altri  enti  di  Y  che  a.  Ciò  è 
assurdo,  giacché  essa  contiene  ira,  per  definÌ£Ìone  di  catena,  e  ica  è  di  r  per 
ipotesi,  e  inoltre  tc  a  non  è  a,  altrimenti  sarebbe  a  anche  a  di  sé  stesso,  e 
r  consterebbe  del  solo  ente  a  contro  l'ipotesi.  £  dunque  provato  che  in 
r  esiste  a  e  il  (7  di  ogni  ente,  e  quindi  V  contiene  I. 

I  due  gruppi  T'  e  f  essendo  ciascuno  parte  dall'altro,  sono  identici,  il 
che  prova  la  prima  parte  del  teorema. 

Contenendo  poi  1  ',  come  si  ò  visto,  l'ente  9  di  ogni  suo  ente,  ed  essendo 
Y  identico  con  T,  lo  stesso  accadrà  per  T)  e  quindi  F  sarà  catena  illimi- 
tata pel  criterio  1  ed  analogamente  per  quello  7t,  il  che  prova  la  restante 
parte  del  teorema. 

Corollario  1.  -Ogni  catena  chiusa  non  di  un  solo  ente 
coincide    con    la    propria    catena    opposta    (§  16/ 

Cor.  2.-0gni  catena  chiusa  non  di  un  solo  ente  è 
illimitata. 

Cor.  3.  -Ogni    catena    limitata    è    aperta. 

25.  Teorema  -Una  catena  chiusa  è  un  ciclo  ^§6)  della 
corrispondenza    che    la    produce  (§16). 

Infatti  nella  corrispondenza  9  ogni  ente  della  catena  ne  ammette  uno  ir, 
perchè  la  catena  è  chiusa,  ed  uno  a,  perchè  quindi  (§24  CV>r.  2.)  la  catena 
è  illimitata,  cioè  il  gruppo  corrisponde  a  so  stesso  nella  corrispondenza  9. 

26.  Teorema  -Una  catena  chiusa  f  di  un  gruppo  (7,  è 
in  quel  gruppo  catena  di  uno  qualunque  dei  propri 
enti,   rispetto   allo  stesso   criterio   della    catena  data. 

Infatti,  se  T  è  definita  come  catena  di  a  rispetto  peres.  al  criterio  a  e 
&  è  xm  suo  ente,  dovrà  (§  17)  T  contenere  la  catena  di  6.  Ora,  nel  caso  at- 
tuale, si  ha  inoltre  che  la  catena  di  ò  dovrà  contenere  a.  Ed  invero,  se  in 
essa  manca  un  ente  mancherà  anche  l'ente  ir  di  esso,  giacché  se  contenesse 
questo,  conterrebbe  anche  il  suo  ente  a  che  è  quello  in  questione.  Se  dun- 
que mancasse  in  essa  a,  essa  sarebbe  priva  di  a  e  se  di  un  ente  anche  del 
suo  ente  ir,  e  quindi  anche  dell'intera  catena  fatta  rispetto  alla  corrispon- 
denza ir.  Ma  tale  catena  coincide  (§  24)  con  la  catena  data  di  a,  dunque  la 
catena  di  b  dovrebbe  mancare  di  tutti  gli  enti  della  catena  di  a,  fra  i  quali 
è  6  stesso.  Non  potendo  ciò  essere,  la  catena  di  h  contiene  a,  e  quindi  la 
catena  di  a. 

Le  due  catene  di  a  e  di  &  si  contengono  a  vicenda,  e  quindi  coincidono 
e.  d.  d. 

Corollario  1.  -Ogni  catena  chiusa,  che  non  sia  di  un 
solo    ente,    coincide    con    ciascuna    delle     due     catene 

12 
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òpposte    di    uno    qualunque    dei    suoi    enti,    prese    ri- 
spetto   allo    stesso    criterio    ed    ali*  opposto. 

27.  Teorema.  -  Se  in  una  corrispondenza  a  priva  di 
cicli  un  gruppo  G  è  simile  ad  una  sua  parte  propria, 
esso  si  può  spezzare  in  un  gruppo  di  catene  aperte 
ed    illimitate   di    enti    di    G, 

Sia  G'  la  parte  propria  di  6r,  a  cui  G  equivale  in  a,  e  G^  il  gruppo  G'^G' 
(§8).  Definendo  come  ente  a  di  uno  di  G  il  suo  corrispondente  di  G\  ogni 
ente  di  G  ammette  Pente  a,  ed  ammettono  Pente  ic  gli  enti  ài  G'  e  non 
quelli  di  G^. 

Si  costruisca  la  catena,  rispetto  al  criterio  (t,  di  ciascun  ente  di  G^»  Allora 
1®  cDue   catene    W^    Yb  di  enti  distinti  a,  h  di  G^  non 
«possono    avere    enti   comuni». 

Infatti  b  non  può  essere  di  Fa,  giacché  h  non  ammette  ente  ic  ed  in  Fa 
ciò  accade  soltanto  per  a  (§  18),  e  h  non  è  a.  Analogamente  a  non  può 
essere  di  Vb-  Gii  enti  comuni  a  Fa  e  Vb^  se  esistono,  devono  dunque  essere 
diversi  da  a  e  6.  Ora  se  un  ente  di  Yb  che  non  sia  b  ò  anche  ente  di  Ya 
distinto  da  a,  di  esso  deve  esistere  Pente  77  tanto  in  la  quanto  in  T6  (§  I61: 
e  quindi  se  un  ente  e  di  Tò  non  è  di  T» ,  non  lo  deve  essere  neppure  il  suo 
ente  d,  altrimenti  Pente  ic  di  questo,  che  è  e,  dovrebbe  esserlo  pure,  contro 
Pipotesi.  Perciò  il  gruppo  degli  enti  di  Tfr  che  non  sono  in  Ta  è  tale  che 
contiene  ò  e  se  contiene  un  ente  contiene  anche  il  suo  ente  <r,  e  quindi 
contiene  ogni  ente  di  Io,  per  il  concetto  di  catena.  Dunque  nessun  ente 
di  F&  ò  in  Fa  ,   e  quindi  Ya  e  Yb  non  hanno  enti  comuni. 

2®«0gni  ente  di  G   deve  trovarsi  in  qualche  catena 
«di   quelle  ora  costruite». 

£d  invero  gli  enti  privi  di  ente  iz  sono  quelli  di  Gq  ,  e  con  ciascuno  di 
essi  si  è  costruita  una  catena.  Se  invece  e  è  un  ente  che  possiede  ente  ic, 
si  supponga,  se  è  possibile,  che  non  appartenga  a  nessuna  delle  catene  co- 
struite :  non  dovrà  a  nessuna  di  queste  catene  appartenere  nò  il  suo  ente  a 
(§  18)  nò  il  suo  ente  ic  (§16),  poiché  esso  ò  ente  ic  del  primo  ed  ente  9  del 
secondo.  Consideriamo  il  gruppo  di  tutti  gli  enti  che  non  appartengono  a 
nessuna  delle  catene  costruite:  per  quanto  si  é  detto,  ciascun  ente  di  esso 
ammette  in  esso  Pente  ic  e  Pente  7,  e  quindi  questo  gruppo  é  tale  che  i 
suoi  enti  corrispondono  a  enti  del  gruppo  stesso  senza  enti  isolati,  ed  esso 
ò  un  ciclo,  contro  Pipotesi.  Dunque  non  possono  esistere  enti  non  apparte- 
nenti a  nessuna  delle  catene  costruite. 

Si  conclude  che  il  gruppo  proposto  si  spezza  in  più  catene,  una  per  cia- 
scuno degli  enti  di  G  che  non  sono  nella  parte  propria  G'  equivalente  a  G. 
Tali  catene  sono  aperte,  essendo  Pente,  di  cui  sono  catene,  privo,  per  ipo- 
tesi, di  ic:  e  sono  illimitate,  poiché  di  ogni  ente  esiste  Pente  9.  e.  d.d. 

Corollario  P-  Se  p  ò  un  ente  di  G,  e  in  una  corrispon- 
denza a  priva  di  cicli  parziali  si  ha  (G^^G  —  P)^^»  sarà 
G  catena  dell'  ente  p  rispetto  alla  corrispondenza  a, 
e    sarà    una   catena   aperta   illimitata. 
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Cor.  2^  -Se  in  una  corrispondenza  un  gruppo  è  equi- 
valente ad  una  sua  parte-propria,  esso,  rispetto  a 
quella  corrispondenza,  si  spezza  in  un  gruppo  di  ca* 
tene  aperte  e  di  cicli. 

28.  Teorema.  -  Se  in  una  corrispondenza  a  priva  di 
cicli  parziali  un  gruppo  G  è  equivalente  a  sé  stesso, 
(cioè  G  è  un  ciclo  semplice)  il  gruppo  è  o  una  catena 
chiusa,    o    una   bicatena. 

Si  prenda  per  ente  ff  di  un  ente  di  G  il  suo  corrispondente  pure  di  G, 
nella  corrispondenza  %  :  e  quello  sia  l'ente  v  di  questo.  Si  costruisca  la  ca- 
tena r  rispetto  al  criterio  a  di  un  ente  qualunque  a  di  G.  Se  essa  ò  chiusa, 
deve  essere  identica  all'intero  gruppo  C7,  altrimenti  (§  25)  sarebbe  un  ciclo 
della  corrispondenza  x,  contro  l'ipotesi.  In  tal  caso  il  teorema  è  provato. 
Se  invece  T  è  aperta,  non  può  essa  essere  identica  al  gruppo,  giacché  in 
essa  manca  almeno  l'ente  n  di  a,  che  invece  esiste  nel  gruppo  a  causa  della 
supposta  corrispondenza  e  del  significato  di  -k.  Se  in  essa  manca  un  ente  p 
di  Gj  mancherà  anche  il  suo  ente  ir,  del  quale,  se  non  mancasse,  dovrebbe 
esistere  in  V  l'ente  9,  che  è  p.  lì  gruppo  T'  composto  di  a  e  degli  enti  di 
G  che  sono  in  V  è  dunque  tale  che  contiene  a  e  l'ente  tt  di  ogni  suo  ente, 
quindi  esso  è  un  gruppo  {a)  rispetto  al  criterio  •^.  £  dovrà  essere  anzi  ca- 
tena di  a  rispetto  a  tz.  Infìitti,  altrimenti,  la  catena  di  a  rispetto  a  ic  dovrebbe 
esser  parte  propria  di  esso,  (§  16)  ed  il  gruppo  Vo  composto  di  tale  catena 
e  di  r  non  esaurirebbe  l'intero  gruppo  ;  ma  in  i\  esiste  l'ente  a  e  l'ente  ic 
di  ogni  proprio  ente,  dunque  esso  nella  corrispondenza  a  corrisponderebbe 
a  sé  stesso  e  sarebbe  un  ciclo,  contro  l'ipotesi. 

Dovrà  dunque  al  gruppo  dato  essere  identico  il  gruppo  composto  delle 
due  catene  citate,  cioè  la  bicatena  di  un  ente  qualunque  a  del  gruppo.  Cosi 
é  provato  il  teorema. 

Corollario  P  -  Se  rispetto  ad  una  corrispondenza  priva 
di  cicli  parziali,  in  cui  sia  simile  a  sé  stesso,  un 
gruppo  non  é  catena  chiusa  di  un  suo  speciale  ente 
(e  quindi  (§  26)  di  nessun  suo  ente)  il  gruppo  é  svi- 
luppabile  (§  23.  Cor.  4'). 

Cor. 2.  —  Se  un  gruppo  non  é  sviluppabile,  ed  in  una 
corrispondenza  priva  di  cicli  é  simile  a  sé  stesso, 
esso  é   catena   chiusadi    ogni    suo    ente. 

Cor.  3.  —  Poiché  tanto  la  catena  chiusa  (§  25)  quanto  la  bicatena  (§  28, 
Cor.  3.)  sono  cicli  della  corrispondenza  che  le  produce,  si  ha  che:  Se  in 
una  corrispondenza  un  gruppo  é  equivalente  a  sé 
stesso,  esso,  rispetto  a  quella  corrispondenza,  si 
spezza   in   un    gruppo    di    cicli. 

29.  In  una  catena  F  aperta  illimitata  di  a  rispetto  ad  un  criterio  9,  di 
ogni  ente  esiste  l'ente  d  e  l'ente  ir,  eccetto  per  l'ente  a  che  non  ha  ir;  fra 
Ter  —  a  ai  può  quindi  stabilire  una  corrispondenza  a,  nella  quale  ad  ogni 
ente  di  T  corrisponde  il  suo  t  in  f  —  a,  ed  in  essa  si  ha  (Tc^j  p  —  a)^^ 


—  96  — 

In  una  catena  chiusa  (quindi  illimitata),  di  ogni  ente  esistendo  gli  enti 
(7  e  ic,  si  ottiene  in  modo  simile  una  corrispondenza  del  gruppo  f  con  sé 
stesso,  nella  quale  F  è  simile  a  sé  stesso.  Cosi  dicasi  delle  bicatene.  E  nella 
catena  limitata  ed  aperta  si  ottiene  una  corrispondenza  in  cui  f  è  simile  a 
sé  stesso,  dicendo  ad  ogni  ente  corrispondente  il  suo  or,  ed  a  ente  corrispon- 
dente ((t)  di  quello  privo  di  ente  <t. 

Definizione.  —  Diremo  in  ogni  caso  ciascuna  di  queste  corrispondenze 
corrispondenza   della    catena  o    della  bicatena. 

30.  Teorema.  —  La  corrispondenza  di  una  catena  o 
bicatena   di    unente   a   é    priva    di    cicli   parziali. 

Sia  r  la  catena  di  a  e  sia,  se  é  possibile,  [\  un  suo  ciclo  ;  F^  sarà  tale 
che  conterrà  gli  enti  a  e  ic  di  ciascun  suo  ente.  Se  f^  contenesse  a ,  allora 
contenendo  a  e  l'ente  a  di  ogni  proprio  ente,  dovrebbe  contenere  1\,  il  che 
é  assurdo  dovendo  essere  i\  parte  propria  di  i\  Se  T^  non  contenesse  a, 
la  di£Perenza  F  —  1\  conterrebbe  a  e  Pente  a  di  ogni  suo  ente  (giacché  se 
un  ente  é  di  F —  F^i  cioè  non  di  Fj,  il  proprio  ir, di  cui  esso  è  a,  é  an- 
cora di  F  —  F 1  )  e  quindi  conterrebbe  F,  il  che  é  parimente  assurdo. 
Dunque  F^  non  può  esistere,  e.  d.  d. 

Corollario.  —  Una  bicatena  ed  una  catena  chiusa  sono 
cicli  semplici  (§5)  della  corrispondenza  che  le  produce. 

(CoìiMniM), 


RICERCA  DEL  MASSIMO  COMUN  DIVISORE 

DI  DUE  O  PIÙ  NUMERI 

MBDIAKTB    LA    DIVISIONE: 


1 .  II  noto  metodo  per  la  ricerca  del  massimo  comun  divisore  di 
due  numeri  mediante  la  divisione  non  è  che  un  caso  particolare  d'un 
procedimento  generale  per  trovare  il  massimo  comun  divisore  di 
quanti  si  vogliano  numeri. 

Scopo  della  presente  nota  è  appunto  l'esposizione,  di  tale  proce- 
dimento, il  quale  offre  tutti  i  vantaggi  del  caso  particolare  sopra 
citato  riguardo  airuniformità  ed  alla  facilità  dell*applicazione. 

Siano  dati  più  numeri  interi  a^,  a^,  a^, ,  «^  disposti  in  or- 
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dine  decrescente  e  dividasi  a^  per  a^,  il  resto  ottenuto  per  a^,  il 
nuovo  resto  per  a^  e  cosi  via  ;  il  resto  dell'ultima  divisione  si  dirà 
residuo  finale  dei  numeri  dati  e  la  scrittura 

la^,  «4,  «j,  — ,  a J  =  r 

indicherà  che  r  è  il  residuo  finale  dei  numeri  a^,  a^,  a^, . . . . ,  a^. 

È  evidente  che  se  il  resto  di  una  delle  divisioni  è  nullo,  saranno 
nulli  anche  tutti  i  rimanenti  e  quindi  anche  il  residuo  finale.  Se  il 
resto  di  una  divisione  è  minore  del  numero  successivo  o  di  più  numeri 
successivi  della  serie  data,  si  continuerà  l'operazione  dividendo  questo 
resto  per  il  primo  numero  che  non  lo  supera.  Finalmente  se  il  resto 
di  una  divisione  è  minore  deirultimo  numero  della  serie  data,  esso 
sarà  il  residuo  finale. 

Esempio.  Il  residuo  finale  dei  numeri  12365,  728,  425,  298,  96 
è  4,  cioè  si  ha 

[12365,  728.  425.  298,  96]  =  4. 
L'operazione  può  disporsi  nel  seguente  modo  : 


12365 

728 

1 

5085 

717 

425 

1 

292 

96 

3 

4 

Siano  g^9  q^j  ''"y  g^ì  quozienti  delle  divisioni  eseguite  coi  nu- 
meri a^j,  flj,  flj, . . . . ,  «^  nel  modo  ora  dichiarato  per  ottenere  il  re- 
siduo finale  r.  È  chiaro  che  si  avrà  : 


Questa  uguaglianza  mostra  che  se  i  numeri  a^,  a^, .....  a^eà  r 
hanno  un  divisore  comune,  questo  deve  dividere  anche  il  residuo  finale 
r  e  che  se  i  numeri  a^,  a^, . . . . ,  a^  ed  r  hanno  un  divisore  comune, 
questo  deve  dividere  anche  il  numero  a^. 

Restano  quindi  dimostrati  i  due  seguenti  teoremi  : 
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Teorema  I.  —  Se  un  numero  divide  più  numeri,  anche  il  loro 
residuo  finale  è  divisibile  per  quel  numero. 

Teorema  IL  —  Se  il  residiM  finale  di  più  numeri  e  questi  nu- 
meri, ad  eccezione  del  primo,  hanno  un  /attore  comune^  questo  di- 
vide anche  il  primo  numero, 

2.  Premesso  ciò,  dati  i  numeri  a^,  flf^,  ....,a^,  si  determinino 
i  numeri  a^^^t  ^^^.j»  ^«-.s» '  definiti  dalle  seguenti  ugua- 
glianze : 


nrhS 


Se  qualcuno  dei  residui  finali  a^^^,  ^*+«»  •  •  •  •  ^^®  ^^  vengono 
determinati  successivamente  è  nullo,  esso  verrà  abbandonato  e  si  con- 
tinuerà l'operazione  cogli  n  numeri  che  lo  precedono.  Ottenuto  nuo* 
vamente  un  residuo  finale  nullo,  si  abbandonerà  e  si  continuerà  l'ope- 
razione cogli  n  —  1  numeri  precedenti  e  cosi  via,  finché  dopo  un 
numero  finito  di  operazioni  ci  si  ridurrà  a  due  unici  numeri,  coi  quali 
si  procederà  finché  si  otterrà  un  residuo  nullo. 

È  chiaro  che  si  deve  pervenire  ad  un  tale  risultato,  giacché  i  re- 
sidui finali  non  nulli  vanno  successivamente  decrescendo. 

Teorema.  —  L'ultimo  residuo  finale  non  nullo,  ottenuto  me- 
diante  il  procedimento  precedente,  è  il  massimo  comun  divisore 
dei  numeri  dati. 

Siano  infatti  a^,  a^,  a^,  a^,  a^  cinque  numeri  interi  disposti  in 
ordine  decrescente  e  suppongasi  che,  applicando  il  procedimento  ora 
dichiarato,  si  ottenga  il  risultato  espresso  dalle  seguenti  uguaglianze  : 


>..  «..  «, 

•    '^S 

'  ''J  —  ", 

[«i»    «,.    «s' 

0,, 

.«si     0 

>.  '  "» • 

«4 

.  ^,]  —  «. 

[O3,  a^. 

"5' 

.   <fe\  —  «7 

K-  "s' 

•     «. 

.  «,]  -  0 

[«5- 

«. 

,  a  J  _  0 

K- 

'  ",]  —  «, 

K. 

*  .1        0  . 
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f^rooedendo  dairultima  uguaglianza  fino  alla  prima  ed  applicando 
replicatamente  il  teorema  li,  si  riconosce  subito  che  a^  divide  tutti  i 
numeri  dati. 

È  poi  evidente  che  i  numeri  dati  non  possono  essere  divisibili 
tutti  per  un  numero  maggiore  di  a^ ,  giacché  se  ciò  fosse,  in  base 
al  teorema  I  dovendo  essere  divisibili  per  quel  numero  anche  i  re- 
sidui finali,  lo  dovrebbe  essere  anche  a^ ,  il  che  è  impossibile. 

In  modo  identico  si  può  dimostrare  il  teorema  per  quanti  si  vo- 
gliano numeri. 

Da  quanto  precede  si  ricava  la  seguente 

Regola.  Per  trovare  il  massimo  cornuti  divisore  di  più  numeri^ 
si  dispongono  dapprima  in  ordine  decrescente  e  si  trova  il  loro  re- 
siduo finale;  si  abbandona  il  numero  maggiore,  alla  destra  del 
minore  si  scrive  il  residuo  finale  prima  calcolato  e  si  trova  il  re- 
siduo  finale  di  qttesti  numen\  e  cosi  via.  I  residui  finali  che  risul- 
tano nulli  si  abbandonano  di  volta  in  volta. 

Terminata  l'operazione,  l'ultimo  residuo  finale  non  nullo  è  il 
massimo  comun  divisore  dei  numeri  dati. 

Esempio.  Vogliasi  determinare  il  massimo  comun  divisore  dei 
numeri  seguenti  : 

36738,  11448,  5904,  342,  288. 
Operando  secondo  la  regola  si  troverà  : 

[36738,  11448,  5904,  342,  288]  =  0, 

[11448,  5904,  342,  288]  zi:  72, 

[5904,     342,     288,  72  ]  =  18, 

[342,       288,     72,  18  ]  =  0, 

[288,     72,  18]  =  0, 

[72,  18  ]=:0. 

Il  massimo  comun  divisore  dei  numeri  dati  è  dunque  18. 
In  pratica  si  può  disporre  l'operazione  come  segue  : 
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36738 

11448 

3 

2394 

342 

7 

0 

11448 

5904 

1 

5544 

342 

16 

2124 

72 

5904 

342 

17 

2484 

90 

72 

1 

18 

TroTÙo,  Bettembre  1805. 


342 

288 

54 

18 

0 

288 

■ 

72 

0 

72 

18 

0 
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Prof.  Luigi  Carlini. 
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TE»  DI  MATEMATICA  DATI  PER  L'ESAME  DI  MATDRITA 

IN   GINNASI   E  SCUOLE  REALI   SUPERIORI   DELL' AUSTRIA-UNGHERIA 

alia  fine  degli  anni  scolastici  1891-92  e  1892-93, 


{Continuazione  e  fine:   V.  pag.  27,  55,  97,  i48,  i84  delTanno  IX, 

25, 58  deWanno  X,  20  e  55  delVanno  XI). 


Horn:  Ginnasio  reale  sup,  provinciale.  —  1. 

8  8 


log  yì2io  (3«  —  l)  +  5  (07  —  6)  —  2  log  j/oo—  1  =  -y- 

2.  In  un  quadrilatero  inscritto  la  corda  AB  =  a  =  93 m,  BC  =  b=s7bm 
la  diagonale  AC=e=  104  m,  e  l'angolo  CB2)  =  p  =  47M8'  32".  Qual  è 
Tal  tra  diagonale?  Costruzione. 

3.  Due  pei*8one  AeB  che  abitano  alla  distanza  di  93  miglia  l'una  dairaltra, 
partono  contemporaneamente  e  si  muovono  incontro.  Ognuna  comincia  Scendo 

5  miglia  al  giorno,  A  fa,  però  ogni  giorno  successivo  -^   di    miglio    di    meno, 

mentre  B  fa  -g-  di  miglio  di  più  del  giorno  antecedente.  Quando  si  incontrano  ? 
Quante  miglia  fa  ognuna  in  tutto  e  quante  ciascuna  nell'ultimo  giorno? 

4.  Si  seghi  la  parabola  y*  =  6a7  colla  retta  3  y  —  iso-h  6=s0  e  nei  punti 
d'intersezione  si  guidino  le  tangenti  alla  parabola.  Si  domandano  le  equazioni  delle 
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tangeati,  il  loro  punto  d* intersezione,  il  loro  angolo,  e  Tarea  del  triangolo  com- 
preso fra  le  tangenti  e  la  corda.  Costruzione. 

Freistadt:  i.  r.  Ginnasio  sup.  —  1.  4»*  +  12»y  +  9a?*  —  6»  =  37, 
3»*  +  8  a?y  4-  5y*  4-  12y  =  45. 

2.  Un  tale  paga  per  12  anni  al  principio  d*ogni  anno  un  premio  di  250  f. 
onde  ricevere  esso  stesso  o  i  suoi  eredi  alla  fine  del  18^  anno  e  così  per  altri 
14  anni  successivi,  una  certa  rendita;  qual  è  questa  rendita  se  si  calcola  Ti n- 

teresse  al  4  \  ^/^  ? 

3.  I  tre  lati  d'un  triangolo  stanno  fra  loro  come  5:8:0  e  l'area  dei  qua- 
drati costruiti  sui  lati  importa  680  m^  Quali  sono  i  lati  e  gli  angoli  del 
triangolo? 

4.  Qoal  è  l'equazione  riferita  al  centro,  di  un'ellisse,  la  quale  riferita  ad  un 
altro  sistema  di  assi  coordinati  è5a;'  —  4ay+  òy*  —  48  0  -H36y  +  1 20  =  0. 
Si  determini  l'eccentricità  numerica,  il  parametro  e  l'area  dell'ellisse. 

Radautz:  i.  r.  ginnasio  sup,  —  1. 

cot  2  (V 

4  (tg  a?  —  cot  a?)  = —  3  -r— — • 

^^  ^  i  -f-  sen  2  09 

2.  Trovare  l'area  d'un  triangolo  nel  quale  a  =  50®  53' 45",  A^  =  18,059 
e  \=  15,52. 

3.  Calcolare  l'area  del  segmento  parabolico  compreso  fra  la  parabola  y*  s=s  8  » 
e  la  corda  che  congiunge  i  due  punti  colle  ascisse  a;|  =  2,  «^  =  —  8. 

4.  Un  bosco  che  cresce  annualmente  del  2  -^^[^  ha  uno  stato  attuale  di  145678 

nt'.  Quale  sarà   il  suo  stato  dopo  18  anni,  se  alla  fine  di  ogni  anno  vengono 
tegliati  1175m'? 

Saaz:  i.  r.  Ginnasio  sup.  —  1.  Da  un  capitale  di  4058,22  f.  vengono 
ritirati  ogni  anno  in  fine  dell'anno  365  f.  Dopo  quanti  anni  verrà  consumato 
il  capitale,  se  si  calcola  l'interesse  del  4  ^/^ì 

2.  Un  osservatore  vede  da  una  certa  distanza  da  una  sfera  di  raggio  12  ^  30  cm. 
-g-  della  superficie  della  stessa.  Che  dimensioni  fr,  A,  l)  ha  il  cono  formato  dai 
raggi  visuali  estremi  ed  a  quale  distanza  dal  centro  si  trova  l'osservatore? 

3.  Qual  è  l'equazione  di  un  cerchio  che  passa  pei  tre  ponti  :  (6  —  4),  (2,  2), 

(7.  1)» 

2190 

Obrshollabrunn:  t.  r.  Ginnasio  sup,  —  1,  Scomporre  la  frazione  ^^^  in 
tre  frazioni,  le  quali,  abbiano  per  denominatori  7,  11  e  13. 

2.  Sono  dati  18  elementi  :  quanti  elementi  si  devono  cancellare  affinchè  la 
differenza  fra  i  numeri  delle  combinazioni  della  terza  classe,  con  ripetizione  e 
senza  ripetizione  dei  rimanenti,  sia  eguale  al  numero  delle  variazioni  di  seconda 
classe,  con  ripetizioni,  fatte  cogli  elementi  cancellati? 

3.  In  un  triangolo  sono  dati  un  lato  a  =  3cm.  e  gli  angoli  adiacenti 
p  =  45®  26'  37"  e  Y  =  63®  24'  35";  qual  è  il  volume  del  corpo  di  rotazione  che 
descrive  il  triangolo  giraudo  intorno  al  lato  ai 

1  7 

4.  Dal  punto  A  avente  le  coordinate  0?'=  8  g-,  ^'=2  -g- vengono  condotte 
le  due  tangenti  al  circolo  «*  +  y*  =  25.  Quale  distanza  ha  il  punto  A  dalla 

18 
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corda  di  contatto,  e  qoal  è  Tarea  del  triangolo  formato  dalle  tangenti  e  dalla 
corda  di  contatto? 

Seitenstetten  :  i.  r.  Ginnasio  sup,  -—  1. 

* * 1 

log  }/Sx{ix  —  2)  -+.  20  («  —  IO)  —  log  ygo  —  2  =  y' 

2.  Si  deve  dividere  Tangolo  a  =  60°  in  due  parti,  i  cui  seni  stanno  fra 
loro  come  4:3. 

3.  Sul  vertice  d*un  colle  di  forma  conica  sorge  una  torre.  Per  misurare  la 
sua  altezza  si  discende  di  100  m.  sino  in  A  e  quindi  ancora  di  300  m.  sino 
in  B  e  si  guidano  visuali  da  A  e  da  B  tanto  al  piede  che  alla  sommità  della  torre. 
L'angolo  formato  dalle  visuali  in  A  è  a=  10M7'  8",  in  Bèf  =5<»  9' 23", 2. 
Che  altezza  ha  la  torre? 

4.  Qual  è  Tequazione  di  una  retta,  la  quale  passa  per  il  punto  (1,  3)  e  taglia 
daglf  assi  coordinati  un  triangolo  di  area  5^8? 

loLAU  :  t.  r.  Ginnasio  sup,  —  I . 

4  .  2**-3  —  3  .  2^+*  r=  320  ;    2  .  2«-»-*  +  2^-*  =  129. 

2.  Qual  capitale  devesi  porre  oggi  al  4  .°/^,  affinchè  produca,  capitalizzando 
Tinteresse  ogni  semestre,  una  rendita  di  500  f.  pagabile  per  10  anni  al  prin- 
cipio d*ogni  semestre? 

3.  I  raggi  delle  basi  di  un  tronco  di  cono  retto  sono  R  :=  5,45  m,  r  =  2  m, 
ed  il  lato  a  =  8,97 .  m.  La  sezione  media  di  questo  tronco  deve  esser  base  di 
un  cono  il  quale  ha  il  vertice  nel  centro  della  base  minore  del  tronco.  Qual  è 
il  volume  e  la  superficie  di  questo  cono? 

4  Le  coordinate  dei  vertici  di  un  triangolo  sono  A^  (o?^  =  2,  y^  =  1)» 
B(  (a^  =  4,  y^^  =:  5)  e  C|  {x^  =  20,  ^3  =r  4).  Che  distanza  ha  il  centro  del  cer- 
chio circoscritto  dal  punto  d*intersezione  delle  rette  y  =  2  a?  ^  3  e  (o;^  =  0, 
y,  =  3)  (a?5  =  — 5,y,  =  -  12)? 

M^HR.  Weiskirchen:  ù  r.  Ginnasio  sup,  —  1.  In  una  sfera  di  raggio 
i2  =  17  cm,  vengono  condotti  ad  eguale  distanza  cf  =  8  cm,  dal  centro,  due  piani 
paralleli.  Qual  è  il  volume  del  tronco  sferico  così  ottenuto?  Si  domanda  poi 
anche  il  volume  del  corpo  che  resta  levando  da  questo  tronco  il  cilindro  interno, 
ed  il  raggio  d'una  sfera  equivalente  a  questo  corpo. 

2.  Data  la  somma  a  -4-  ^  =  121,653  m.  di  due  lati  di  un  triangolo,  il  terzo 
lato  e  =  71,9  m.  ed  il  raggio  r  =z  37,8  m,  del  cerchio  circoscritto,  si  risolva  il 
triangolo. 

3.  A  quanto  sale  dopo  nzi:8  anni  una  somma  az=:  125  f.  che  cresce  in 
progressione  aritmetica  colla  dififerenza  d^A5  f.  e  viene  pagata  ad  una  cassa 
alla  fine  di  ogni  anno,  calcolando  il  4  ^/^  d'interesse  ? 

4.  Ad  una  iperbole,  che  ha  Tasse  principale  2a^  10  e  Tasse  secondarlo 
2  d  =  6,  si  deve  guidare  una  tangente  nel  primo  quadrante  che  formi  colla  di- 
rezione positiva  delTasse  delle  0  un  angolo  a  =  45*;  si  trovino  le  coordinate 
del  punto  di  contatto  e  le  equazioni  della  tangente  e  della  normale  in  questo 
punto. 

Mele:  t.  r.  Ginnasio  sup.  —  1.  Il  primo  termine  di  una  progressione  arit« 
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mitica  è  dì  1  maggiore  del  primo  termine  di  una  progressione  geometrica;  il 
secondo  termine  è  pure  di  1  maggiore  del  secondo  termine  della  progressione 
geometrica,  i  terzi  termini  sono  eguali,  il  quarto  termine  della  geometrica  è 
però  di  3  unità  maggiore  di  quello  deiraritmetica.  Quali  sono  le  progressioni? 

2.  Determinare  i  due  angoli  a?  ed  y  di  un  triangolo  se  4*'''^^^=:8  e 

3.  Il  volume  di  un  cono  retto  è  179,044;  i  lati  fanno  colla  base  T angolo 
a  =  67»  5'  20'';  qual  è  la  superficie  laterale  ? 

4.  La  retta  3y-H4a9  +  12=:0  deve  girare  intomo  a  quel  suo  punto  che 
ha  la  minima  distanza  dal  tentro  del  circolo  ao^ -hy*  —  2a7-— 6y  —  6^0, 
così  che  divenga  tangente;  quale  l'angolo  di  rotazione? 

Praga:  i.  r.  Ginnasio  sup.  neUa  Neustadt.  —  I .  Un  tale  pone  in  un  isti- 
tuto di  credito  che  paga  il  4  -^  °/^  una  somma  di  6000  e.  ;  quanto  può  egli 
ottenere  per  18  anni  alla  fine  d'ogni  anno  ? 

2.  Si  domanda  la  superficie  laterale  di  un  cono  retto  il  cui  lato  fa  colla  base 
l'angolo  a  =  65^  22',  se  il  volume  del  cono  ò  eguale  a  quello  di  una  sfera  di 
raggio  r  =  5,95  dm, 

3.  Le  coordinate  di  tre  punti  sono  M^  {^^ZlY  ^«  (^•I  {2)'  ^s  (*^I  ^5)' 
qual  è  l'equazione  del  cerchio  che  passa  per  questi  punti,  e  l'equazione  di  quella 
retta  che  si  può  condurre  pel  centro  perpendicolarmente  alla  corda  ilf^Af^? 

Lubbiana:  i.  r.  Ginnasio  sup.  —  1 .  A  offre  la  sua  casa  stimata  del  valore 
di  50000  f.  verso  una  rendita  annuale  di  3000  f.  percepibile  al  principio  di 
ogni  anno.  Per  quanti  anni  godrà  egli  questa  rendita,  calcolando  il  5  ®/^  d'in- 
teresse ? 

2.  In  un  cilindro  di  raggio  r  =  24, 35  è  inscritto  un  prisma  triangolare, 
la  cui  base  ha  gli  angoli  oc,  p,  y.  L'altezza  comune  dei  due  corpi  è  la  quarta 
proporzionale  geometrica  dopo  i  tre  lati  a,  b,  e  della  base.  Qual  è  il  volume 
del  cilindro  e  quale  quello  del  prisma  ?  Applicazione  al  caso  :  a  =  55^  56' 
P  =  44*  44'  44". 

3.  Si  domandano  le  equazioni  delle  tangenti  che  si  possono  guidare  dal 
punto  (5,3)  all'ellisse  9  ««  +  25  y*  =  225. 

4.  Risolvere  Tequazione:  log  f/3j  —  2  +  log  y^ix  —  7  =  9,1 1394. 

St.  Pòlten:  Ginnasio  reale  sup,  provine,  —  1 .  La  somma,  la  difiereoza  ed 
il  prodotto  dell'  8.*  e  del  3.*  termine  di  una  progressione  aritmetica  stanno 
fra  loro  come  4  :  2  :  25;  qual  è  la  progressione  ? 

2.  In  un  pentagono  regolare  col  lato  a^  12cm.  viene  inscritto  un  penta- 
gono regolare,  cosi  che  i  suoi  vertici  sono  i  punti  di  mezzo  dei  lati  del  primo. 
Si  domanda  il  lato  dell'iscritto  e  l'area  di  ambedue. 

3.  In  una  sfera  di  volume  v  ^  1 35  cm?  è  inscrìtto  un  cono  retto  che  ha  il 
diametro  della  base  eguale  alla  sua  altezza.  Se  ne  domanda  l'altezza,  il  volume 
e  l'angolo  al  vertice. 

4  Per  il  punto  (3,5)  si  ha  da  guidare  una  retta,  cosi  che  i  segmenti  formati 
sugli  assi  delle  y  e  delle  x  stiano  fra  loro  come  2:1.  Qual  è  l'equazione  di 
questa  retta? 
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Krems:  i,  r.  Oinnasio  sup.  —  1.  I  due  termini  medi  di  una  progressione 
aritmetica  di  otto  termini  danno  per  somma  53;  il  prodotto  del  primo  e  del- 
Tultimo  termine  è  102;  determinare  la  progressione. 

2.  Un  tale  ha  il  diritto  di  ricevere  una  rendita  di  500  f.  per  25  anni  alla 
fine  d*ogni  anno;  protraendo  il  godimento  della  rendita  di  10  anni,  di  modo 
che  egli  riceverà  la  rendita  per  la  prima  volta  alla  fine  deiril*  anno,  quanto 
importerà  questa,  se  dovrà  durare  solo  per  15  anni?  (4  ^/g). 

3.  Lo  spigolo  laterale  di  una  piramide  ottagonale  regolare  è  ò  =  42,8  em» 
e  fa  coir  altezza  della  piramide  un  angolo  a  =  23^,  Qual  è  il  volume  della 
piramide  ? 

4.  Alla  parabola  y'  =  129  0  condotta  una  tangente  nel  punto  «i  =  3,  y|  =  ?; 
qual  è  Tarea  della  figura  compresa,  fra  la  tangente,  la  parabola  e  Tasse  delle 
ordinate  ? 

Landskbon:  t.  r.  Ginnasio  sup,  —  1.  A  ha  49  anni  e  vuole  assicurare 
alla  sua  morte  ai  propri  eredi  un  capitale  di  4800  f.  Quale  premio  annuale 
deve  pagare  ad  una  società  di  assicurazioni,  se  la  durata  media  della  sua  vita 
viene  ritenuta  di  21  anno?  (4  %). 

2.  Una  sfera  cava  di  rame  (peso  spec.  =  8,9)  che  pesa  5  Kg,  galleggia  nel- 
r acqua,  così  che  ne  sporge  dal  pelo  dell'acqua  -^  del  diametro.  Si  calcoli  la 
grossezza  del  guscio. 

3.  Si  deve  determinare  sulla  retta  y—  2  at+b  ^nO  quel  punto,  tale  che 
i  raggi  ad  esso  condojtti  dai  punti  {so^  ^  9,  y^  =z  3)  e  (ro,  =  17,  y^  =  13)  for- 
mino colla  retta  angoli  eguali. 

Krumau:  t.  r.  Ginnasio  sup.  —  1 .  Dopo  quanti  anni  verrà  estinto  un  debito 
di  5000  f.    al  4,5  ^/^  pagando  ogni  anno  500  f.? 

2.  Gli  spigoli  di  un  parallelepipedo  rettangolare,  il  quale  ha  una  superficie 
di    7,36    m.*,    stanno    fra    loro   come    2:3:8.    Che   volume  ha  il  parallepi- 

pedo? 

3.  Si  ricavi  Tequazione  della  retta  che  passa  per  il  punto  A  (m,  n)  e  tocca 

il  cerchio  a;*  +  y*  =  r**  e  si  calcoli  la  lunghezza  della  tangente. 

Feldrirch:  t.  r.  Ginnasio  reale  sup,  —  1.  In  una  progressione  aritmetica 
la  somma  del  2°  e  del  4^  termine  è  38,  la  somma  del  3®  e  del  7^  ò  74;  quanti 
sono  i  termini  la  cui  somma  è  606? 

2.  In  un  trapezio  isoscele  Tangolo  formato  dalle  diagonali  i  cui  segmenti 
sono  lunghi  3  m.  e  4  m.,  è  120^;  quali   sono  i  lati,    gli  angoli  e  V  area  del 

trapezio  ? 

3.  Un  triangolo  coi  lati  a  =  17  cm^  6=10  cm,  e  e  ^  21  cm.  ruota  intorno 
ad  un  asse  che  è  perpendicolare  al  lato  e  nel  suo  punto  d*intersezione  con  a; 
qua!  è  il  volume  del  corpo  di  rotazione? 

4.  Un  emisfero  col  raggio  r  =  1  dm,  ed  un  cono  retto  colPaltezza  A  =  2  dm, 
hanno  la  base  comune.  Quanto  è  grande  il  circolo  nel  quale  la  superficie 
sferica  viene  tagliata  dal  cono  ? 

Leobbn:  Ginnasio  sup,  provinciale,  —  l.  Calcolare  Tarea  ed  i  lati  di 
un  triangolo,  se  questi  sono  numeri  interi  e  positivi  dati  dalle  equazioni 
8a?4-I3y=:I83    e    3y  — ;y=18. 
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2.  Il  volume  di  una  sfera  è  doppio  del  volume  di  un  tronco  di  cono  retto,  le 
cui  basi  hanno  i  raggi  di  6  m.  e  di  2,5  m.  e  i  cui  lati  fanno  colla  base  un 
angolo  di  58*32'  16''.  Qual  ò  la  superficie  della  sfera?  (In  generale  ed  in  par^ 
tieolare). 

3.  Calcolare  le  equazioni  delle  tangenti  che  si  possono  guidare   pel   punto 
(3,1)  alla  curva  5»*  —  9y'=45,  Tangolo  d*incli nazione  delle  stesse  coU'i 
delle  0  ed  i  s^pnentida  loro  intercettati  sugli  assi. 

RoTcnto,  giugno  1894. 


PICCOLE  NOTE  E  SUNTI  DI  NOTE  0 


Una  bella  osserTazione  del  De  PaoUs.  —  Mi  fu  comunicata  da  lui 
stesso  più  anni  or  sono,  quando  attendeva  ai  suoi  elementi  di  geometria.  Mi 
diceva  dunque  il  De  Paolis,  che,  senza  fiir  uso  delle  proporzioni  o  dell*  equiva- 
lenza, non  è  facile  dimostrare  che  le  tangenti  condotte  a  due  cerchi  segantisi 
in  un  piano  per  un  punto  del  loro  asse  radicale  sono  eguali.  Che  a  lui,  ragio- 
nando nel  piano,  ciò  non  era  riuscito  ;  provassi  anch*io,  per  maggior  sicurezza. 
Provai:  ma  si  !  se  non  era  riuscito  egli.  De  Paolis....  !  Ho  detto,  ragionando 
nel  piano  ;  del  resto,  usando  di  considerazioni  nello  spazio,  il  De  Paolis  risol- 
veva la  questione  in  un  modo  semplicissimo  e  ingegnosissimo,  che  citava  come 
esempio  dell*  efficacia  della  stereometria  anche  in  questioni  puramente  planime- 
triche. 

Dopo  aver  fatto  rotare  la  figura  di  un  angolo  diedro  qualsiasi  intorno  alla 
retta  che  unisce  i  punti  d^intersezione  dei  due  cerchi,  faceva  passare  per  questi 
una  sfera.  Basta  &r1a  passare  pei  loro  due  punti  d*intersezione  e  per  due  altri 
punti  arbitrariamente  presi,  uno  su  cisscun  cerchio.  Ciò  fatto,  le  due  tangenti 
da  dimostrarsi  eguali  divengono  tangenti  da  un  punto  ad  una  sfera,  e  la  loro 
eguaglianza  risulta  evidente.  Anslizzando  i  principi  che  servono  alla  precedente 
dimostrazione,  si  trova  che  essi  non  appartengono  affatto,  né  alla  teorica  del- 
Tequivalenza  né  a  quella  delle  proporzioni.  Il  lettore  può  persuadersene  £EiciImente 
da  sé,  cosicché  Tinsistere  su  questo  punto  sarebbe  inutile.  Noterò  piuttosto  che 
dèlFasse  radicale  di  due  cerchi  posti  in  un  piano,  tanto  nel  caso  delle  intersezioni 
reali  come  in  quello  delle  intersezioni  immaginarie  dei  medesimi,  si  può  dare 
la  seguente  definizione  :  quella  retta  del  piano  attorno  alla  quale  conviene  far 
rotare  i  due  cerchi,  affinchè  per  le  nuove  posizioni  di  essi  passi  una  sfera. 
Uno  studio  dell*  asse  radicale  di  due  cerchi  sulla  base  di  questa  definizione  sa- 
rebbe certo  non  priva  d*  importanza. 

G.  Fbattini. 


(*)  Le  questioni  da  risolversi  o  risolute,  sono  rimandate  ai  proasimi  fasoiooli. 
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Poligoni  concavi  e  convessi.  —  In  tutti  i  libri  di  geometria  che  io 
conosco  la  convessità  e  concavità  dei  poligoni  è  definita  come  segue:  Se  un 
poligono  giace  tutto  da  una  banda  di  qualsiasi  suo  lato  indefinitamente  pro- 
lungato, esso  è  convesso  :  altrimenti  è  concavo.  Senza  dire  che  la  suddistinzione 
dei  poligoni  concavi  in  intrecciati  e  non  intrecciati  ò  in  generale  trascurata, 
quantunque  i  secondi  limitino  una  porzione  di  piano  al  pari  de*  poligoni  con- 
vessi ed  abbiano  comuni  con  questi  molte  proprietà  importanti,  come  il  teorema 
della  somma  degli  angoli  interni,  mi  sembra  che  la  citata  definizione  non  sia 
punto  indicata  per  V  uso  che  deve  poi  farsene  in  una  geometria  elementare. 
E  valga  il  vero:  Apro  un  libro  di  geometria  elementare  e  leggo:  €  La 
somma  degli  angoli  interni  di  un  poligono  convesso  vale  tante  volte  due  retti 
quanti  sono  i  lati  del  poligono  meno  due.  -  Dividendo  infatti  il  poligono,  sup- 
posto di  n  lati  in  n  —  2  triangoli  mediante  le  diagonali  uscenti  da  un  suo 
vertice,  ecc.  ecc.  »  Ora  io  domando:  perchò  ò  possibile  una  tal  divisione? 
Certo,  perchò  il  poligono  è  convesso.  Ma  tra  Tessere  il  poligono  convesso,  il 
giacere  cioè  del  medesimo  tutto  da  una  parte  di  qualsivoglia  suo  lato  indefini- 
tamente prolungato,  e  la  sua  divisibilità  in^triangoli  mediante  questo  o  quel 
sistema  di  diagonali,  la  relazione  non  è  davvero  evidente.  E  fino  a  che  tale 
relazione  non  venga  messa  in  chiaro  (il  che  non  ò  agevole)  la  dimostrazione 
del  citato  teorema  sarà  difettosa  in  un  punto  essenziale.  Se  non  che  a  tutto  si 
rimedierebbe  abbandonando  Tordinaria  definizione,  e  ponendo  in  sua  vece  queste 
altre: 

Un  poligono  si  chiama  convesso  qttando  è  divisibile  in  triangoli  mediante 
le  diagonali  uscenti  da  qualsivoglia  suo  vertice. 

Un  poligono  dicesi  concavo  non  intrecciato  quando  non  è  convesso^  ma  può 
dividersi  in  qualche  maniera  in  triangoli  mediante  le  sue  diagonali. 

Un  poligono  dicesi  concavo  intrecciato  quando  non  è  divisibile  in  alcun  modo 
in  triangoli  mediante  le  sue  diagonali. 

Poste  queste  definizioni,  la  dimostrazione  del  teorema  relativo  alla  somma 
degli  angoli  interni  di  un  poligono  convesso  verrà  tosto  rettificata,  e  di  più 
verrà  esteso  il  teorema  ai  poligoni  concavi  non  intrecciati.  Come  pure,  adot- 
tando definizioni  analoghe  per  gli  angoli  e  pei  solidi  poliedri,  si  porrebbero 
fuor  di  censura  le  dimostrazioni  di  parecchi   importanti    teoremi  stereometrici. 

G.  Frattini. 

(Dalla  Scuola  educatrice^  Periodico  per  le  scuole  elementari  e  normali,  di- 
retto dal  prof.  A.  Avoli,  anno  1895-96,  n.  II). 

Di  un'equazione  del  6®  grado  risolubile  per  radicali.  —  Mediante 
la  regola  di  estrazione  della  radice  quadrata  dai  polinomi  (*),  il  polinomio  generale 
del  6®  grado  si  può  mettere  sotto  la  forma  Pj  -|-  P^,  dove  Pj  e  P^  indicano  due 
polinomi,  Tuno  di  3^  e  Taltro  di  2*  grado  rispetto  alla  lettera  ordinatrice  x,  A 

(*)  Ferohò  questa  regola,  ohe  por  getta  tanta  luce  su  quella  relativa  ai  numeri  e  ne 
è  di  tanto  piii  fiEuùle,  viene  trascurata  nei  moderni  trattati  elementari?  NegU  antichi, 
non  è  cosi. 
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saa  volta,  e  nella  siessa  maniera,  sì  potrà  mettere  P^  sotto  la  forma  F^  +  P^^  e8' 
sendo  P,  di  1^  grado  rispetto  ad  a?  e  P^  una  quantità  indipendente  da  a.  L*equa- 
zione  generale  del  6*  grado  potrà  dunque  scriversi  sotto  la  forma  : 

JÌ  +  pJ  +  p,  =  o. 

Ciò  premesso,  ove  tra  i  coefiScienti  dell*  equazione  esista  la  relazione  P^  =s  0, 
essa  si  ridurrà  alFaltra  : 

P|  +  Pj=0; 

e  decomponendosi  nelle  due  del  3^  grado  : 

P,  +  .P,=0 

p, -.•p,=o, 

sarà  risolubile  per  radicali.  La  condizione  P^  =  0  e  la  relativa  equazione  del  6® 

grado  risolubile  algebricamente,  mi  sembrano  meiitevoli  di  uno  studio  più  profondo, 

che  propongo  ai  lettori  del  Periodico. 

G.  Frattimi. 

♦     ^  t  ^   
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A.  NBPPI-MODONA  e  T.  VANNINI.  —  Questioni  e  formule  di  geometria  ana- 
litica. Palermo,  tip.  Alberto  Reber,  1896. 

E  una  pregevolissima  raccolta  compilata  dai  distinti  ingegneri  professori 
A.  Neppi-Modona  e  T.  Vannini  col  fine  di  esercitare  gli  studiosi  neiranalisi  ap- 
plicata agli  spazi  piani  e  lineari.  Come  le  api  van  gustando  il  nettare  di  fiore 
in  fiore,  cosi  dalle  fomose  opere  dei  geometri  Salmon,  D*Ovidio,  ecc.,  i  giovani 
autori  ebbero  cura  di  scegliere  i  più  attraenti  enunciati,  e  di  svilupparne  in 
319  pagine  le  soluzioni  con  i  metodi  perfezionati  da  Plùcher  e  Glebsch.  Seguono 
il  principio  di  dualità  nel  descrivere  molti  luoghi  geometrici  dei  punti  e  invi- 
luppi delle  rette;  adoperano  le  coordinate  baricentriche  ed  omogenee  per  svol- 
gere le  varie  relazioni  fra  le  coppie  degli  elementi  omologhi  nelle  forme  proiettive 
di  1*  e  di  2*  specie,  per  dedurne  le  sovrapposte  od  involutive,  i  punti  ciclici  e  le  rette 
isotrope.  Dalle  coordinate  trimetriche  del  punto  e  della  retta  fanno  discendere  le 
cartesiane,  le  pluckeriane,  le  polari,  insieme  alle  diverse  trasformazioni  delle  une 
nelle  altre.  Succedono  curiose  ed  utili  ricerche  sui  centri  delle  distanze  propoN 
zionali,  sui  punti  notevoli  dei  triangoli  rettilinei,  ìndi  le  genesi  bipolare  e  mo- 
dulare delle  coniche,  le  principali  curve  algebriche  di  3®  e  4°  grado  in  coordinate 
di  punti  e  di  tangenti,  linee  rappresentative  delle  funzioni  trascendenti,  esponen- 
ziale e  circolari,  le  spirali,  le  trocoidi  a  basi  retta  e  ciclica,  avvertendo  i  casi 
nei  quali  Tequazioni  riduconsi  algebriche. 

La  prima  parte  di  ciascun  capitolo  è  un  breve  compendio  delle  proposizioni 
stabilite  nei  corsi  completi  di  geometria  analitica,  a  guisa  di  quadro  sintetico, 
giovevole  agli  studenti  per  apparecchiarsi  agli  esami,  e  per  conoscere  gli  oppor- 
tuni teoremi  e  le  formule  atte  alla  risoluzione  dei  quesiti  proposti. 

Le  figure  omografiche,  omologiche,  le  polari  reciproche,  le  podarie  delle  co- 
niche, sono  trattate  nel  modo  più  generale  ;  come  pure  i  luoghi  dei  centri,  dei 
fuochi  appartenenti  alle  coniche  soggette  a  tre  o  quattro  condizioni,  grinviluppi 
delle  polari,  delle  normali  alle  coniche  omofocali,  ì  cerchi  ortotomici  ed  isogo- 
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nali,  Tengono  espressi  da  equazioni  definite  per  determinanti  e  funzioni  dmme* 
triche.  In  uno  studio  speciale  per  ogni  conica  si  discutono  problemi  che  versano 
sui  triangoli  iscritti  di  area  massima  o  circoscritti  di  area  mmima,  sopra  i 
diametri  coniugati,  i  circoli  osculatori,  i  quadrangoli  ciclici  di  Ioachimsthal,  ecc. 

Il  capitolo  X,  ultimo  delPopera,  insegna  le  coordinate  proiettive  e  trilineari, 
le  belle  proprietà  del  quadrilatero  completo,  i  cerchi  di  Lemoine,  di  Brocard, 
ecc.,  ed  investiga  diverse  locali  ed  inviluppi  di  elementi,  che  dipendono  dalle 
coniche  iscritte  e  circoscritte  ai  poligoni. 

Spero  che  i  valenti  autori  per  il  felice  esito  delFopera  prenderanno  animo 
a  proseguirla  in  un  secondo  volume,  il  quale  contenga  i  problemi  relativi  allo 
spazio  a  tre  dimensioni.  G.  Bbllacchi. 

SOLONE  STROMILLO.  —  Lezioni  elementari  di  geometria  per  le  scuole  secotV' 
darie.  Napoli. 

L*A.  ha  diviso  il  libro  in  tre  parti,  nelle  quali  con  buon  ordine,  con  preci- 
sione e  con  chiarezzat  svolge  le  solite  teorie  di  geometria  elementare.  11  trattato 
si  chiude  con  alcune  lezioni  sulle  grandezze  proporzionali  e  sulle  figure  simili, 
piane  e  solide.  Il  metodo  seguito  dairA.  si  accosta  più  a  quello  del  Legendre 
che  a  quello  di  Euclide;  se  il  suo  libro  ò  fatto  per  le  scuole  secondarie  infe- 
riori, può  dirsi  ottimo  ;  tale  non  potrebbe  dirai  per  le  superiori,  per  insufficienza 
di  materia,  per  la  mancanza  del  voluto  rigore  in  alcune  definizioni  e  dimostra- 
zioni, per  l'abbondanza  di  postulati,  non  sempre  necessarii.  Gito,  ad  esempio  : 
€  Possiamo  avere  T  immagine  di  piano  in  un  forbito  specchio  >  ;  volendo  dimo- 
strare che  due  rette  interseca ntisi  determinano  un  piano,  prova  iavece  che  è  pos- 
sibile tracciare  su  un  piano  due  rette  che  s*  incontrano.  Mette  fra  i  postulati  che 
ogni  segmento  rettilineo  ha  un  punto  medio,  che  ogni  angolo  rettilineo  ha  una 
bisettrice,  ecc.,  ed  in  seguito  li  dimostra  quando  dimezza  un  segmento  ed  un 
angolo. 

Lo  Stromillo  ha  pure  pubblicato  alcune  lezioni  di  aritmetica  pratica  sui 
numeri  complessi,  sui  rapporti,  sulle  proporzioni  e  loro  applicazioni,  e  sulle 
radici  quadrate  e  cubiche.  Questo  tratta tello,  degno  di  lode  per  l'accurata  e 
chiara  esposizione,  ed  il  pi'ecedente,  sono  prova  certa  che  l'A.  è  anche  un  va- 
loroso insegnante. 

GIUSEPPE  INORAMI.  —  Elementi  di  algebra  ad  uso  delle  scuole  secondarie 
superiori,  Bologna,  G.  Generelli,  1895. 

Nella  introduzione  l'A.  definisce  i  numeri  positivi,  interi  e  frazionari,  le 
operazioni  dirette  ed  inverse,  e  ne  dimostra  le  principali  proprietà  ;  cosi  questa 
introduzione  serve  opportunamente  come  anello  di  congiunzione  fra  l'aritmetica 
razionale  e  l'algebra.  Nei  successivi  sette  capitoli  si  trovano  le  operazioni  con 
numeri  algebrici,  con  monomii  e  con  polinomi,  le  frazioni  algebriche,  le  equa- 
zioni ed  inequazioni  di  1^  grado  con  alcune  nozioni  suH' analisi  indeterminata, 
le  radici,  alcuni  cenni  sui  limiti,'  i  numeri  irrazionali  considerati  come  limiti 
di  una  sola  serie  di  numeri,  i  radicali,  le  equazioni  di  grado  superiore  al  primo, 
le  proporzioni,  le  progressioni  aritmetiche,  geometriche  ed  armoniche,  le  equa- 
zioni esponenziali  ed  i  logaritmi.  Chiude  il  libro  una  buona  raccolta  di  esercizi. 

Pregi  principali  di  questa  opera  sono  :  la  concisione,  che  ha  permesso  all'A. 
di  riunire  in  poche  pagine  tutte  le  cognizioni  necessarie  agli  alunni  dei  licei  e 
degli  istituti  tecnici;  il  rigore  delle  definizioni,  dei  postulati  e  delle  dimostra- 
zioni ;  Fuso  di  termini  e  metodi  che  si  incontrano  negli  studi  superiori.  Le 
mende  sono  cosi  lievi  che  non  torna  conto  rilevarle,  e  di  alcune  si  è  già  accorto 
TA.  che  le  ha  corrette;  le  altre  correggerà  nella  seconda  edizione,  che,  ne  son 
certo  pel  valore  del  libro,  non  tarderà  a  rendersi  necessaria. 

A.  Massa, 
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SAGGIO  DI  UNA  NUOVA  TEORIA 

DELLE  APFBOSSIMAZIONI  ARITMETICHE 


PREFAZIONE, 

Pubblicando  negli  annali  del  R.  Istituto  tecnico  di  Torino  (anno 
1884)  una  mia  nuova  teoria  delle  approssimazioni  ariimeiiche, 
più  semplice  di  quelle  prima  conosciute,  ho  dovuto  ri«unciaro  ad 
una  ulteriore  notevolissima  semplificazione  della  parte  che  riguarda 
il  calcolo  delle  funzioni  monomie  —  cioè  dei  numeri  che  dipen- 
dono  da  numeri  dati  per  via  di  operazioni  aritmetiche,  esclusa  la 
addizione  e  la  sottrazione  —  perchè  non  ero  riuscito  a  dimostrare 
il  teorema  fondamentale,  che  riferisco  qui  sotto  al  §  39. 

Avendo  al  fine  raggiunto  questo  intento,  offro  in  esame  un  breve 
sunto  di  quella  parte  semplificata,  allo  scopo  di  provocare  qualche 
autorevole  giudizio,  che  mi  conforti  a  pubblicare  una  seconda  edi- 
zione dell'intera  teoria. 

Torino,  aprile  1896.  GIUSEPPE    MAZZOLA. 


RiduzioiTe  di  una  funzione  monomia  qualunque  in  un  prodotto  di  potenze 

de'  suoi  argomenti. 

1.  Se  f  (Vj ,  Vj ,  Vg,  . . .)  é  una  funzione  monomia  degli  argo- 
menti v^,  v^,  V3,  ...,  si  Ica 


oc     oc     oc 

1        «        3 


'^1  »   ^2  »   ^3  »    ••  V    ^1    ^2    ^3    •  •  •  ' 

essendo  x^  l'espone^ite  che  si  ottiene  facendo  ugtmli  ad  l,  nella 
funzione  data,  tutti  gli  argomenti,  eccetto  ^\  e  ridu^endo  il  risul- 
tato in  una  potenza  di  v^. 
2.  Data,  p.  es.,  la  funzione 


9 


/•  (7.  «,.)  =  .«  j/l^  |/^l , 


14 


-  no  — 

si  avrà 

9  1 


/•(7,  1,  l)=|/7  l/4-=7*.7  '  =  7*   '  =  7* 


4       » 


/•(l,  „,  ì)  =  v*yv  =o\ 


5   9^  _£ 
^  ..m,  \  -.96   4    ■  96 

/•  (7,  y,  w)  =  7  w  t: 

Errori  assoluti  ed  errori  relativi. 

3.  Posto  che  siano 

y^,  y^,  y^, gli  argomenti  veri  d'una  funzione, 

a^,  a^,  «3,  i  loro  valori   impiegati  nel  calcolo  della 

funzione, 

A  il  risultato  definitivo  di  questo  calcolo,  e 
V  il  valore  vero  della  funzione; 

i  valori  aritmetici  delle  differenze 

v^  —  a^       v^  —  a^       »^  —  a^       ....       V  —  A 

saranno  gli  errori  assoluti  dei  valori  a^,  a^,  a^,  .. ..  A;  ed  ì 
rapporti  di  questi  errori  assoluti  agli  stessi  valori  a^ ,  a^ ,  «3 ,  . . .  4, 
saranno  i  loro  errori  relativi.  (*) 

4.  Supponiamo,  p.  es.,  che  coi  dati 

9 


V  =  38,75  a  meno  di  0,005  per  difetto, 

siasi  istituito  il  calcolo  qui  sotto  indicato  : 

3,142*  =  9,87  a  meno  di  0,005  per  difetto, 

9,87  X  38,75  =  382,4625, 

70  X  3,142  =  219,94, 
9 

?^219,94  =  6,04  a  meno  di  0,005  per  eccesso, 
382,4625  :  6,04  =  63,3  a  meno  di  0,05  per  difetto, 

(*)  Scegliendo  per  corueguenti  i  valori  appro88iinatt  invece  di  qnelli  veri,  assunti   dal 
VniLi^K,  si  sempUfica  notevolmente  la  teoria. 


—  Ili  — 

e  preso,  quindi,  per  risultato  definitivo 

A  =  63,3. 

Allora  gli  errori  relativi  degli  argomenti  impiegati  nel  calcolo,  e 
quello  del  risultato  definitivo,  saranno  rispettivamente  eguali  a 

V  —  38,75       3,142  —  it        70  —  70        —  (V  —  63,3) 


38,75  3,142  70  63,3 

e  gli  antecedenti  di  questi  rapporti  sai^nno  gli  errori  assoluti. 

5.  Insieme  agli  errori  degli  argomenti  intervengono,  ed  influi- 
scono sull'errore  del  risultato  definitivo,  gli  errori  che  si  com- 
mettono volontariamente  nelle  singole  operazioni,  e  che  chiamerò 
errori  operativi. 

6.  Nella  prima  delle  operazioni  qui  sopra  indicate  Verrore  ope- 
rativo assoluto  « 

3,  1 42*  —  9,  87, 

nelle  due   operazioni    seguenti    gli    errori    operativi   assoluti    sono 
nulli,  e  nelle  ultime  due  operazioni  sono  rispettivamente 

8    _    _ 
6,04  —  J/219,94  ,         (382,4625  :  6,04)  —  63,3. 

7.  Generalmente,  se  sono  a^,  a^  i  due  argomenti  impiegati  in 
una  moltiplicazione,  od  una  divisione,  e  se  a  è  l'argomento  impie- 
gato in  una  estrazione  di  radice  5"**,  gli  errori  operativi  assoluti 
hanno  per  misura  i  valori  aritmetici  delle  difierenze 

a^a^  —  A,         {a^  :  a^)  —  Ay         Va  —  A. 

8.  Ad  ogni  errore  operativo  assoluto  corrisponde  un  errore 
operativo  relativo,  eguale  al  rapporto  dell*  errore  operativo  asso- 
luto al  risultato  deiroperazione. 

(Coìitinua). 


—  112  — 


FONDAMENTI 

PER  UNA  TEORIA  GENERALE  DEI  GRUPPI 

i>i  RODOLFO  BETTAZZI 


(Continuazione:    Vedi  pagina  Si). 


Capitolo  VI.  ^ 

ORDINAMENTO  DEI  GRUPPI. 

31.  Definizione.  —  Supponiamo  che  con  una  legge  qualunque,   in  un 
gruppo  G  ad  ogni  ente  a  di  esso  sia  collegata  una  parte  del  gruppo  stesso, 
che  indicheremo  per  brevità  con  Sa  e  diremo  gruppo  degli  enti  seguenti  di 
a  (e  ohe  può  anche  mancare),  cosi  definita  : 
P  Se  6  è  di  i8^a,  a  non  è  di  Sh, 

2^  Se  a  e  &  sono  enti  distinti  di  (?,  o  a  è  di  aS^ò,  o  &  è  di  Sa, 
3»  Se  6  è  di  ^a  e  e  è  di  Sh,  e  è  di  Sa. 
Diremo  che  in  tal  caso  G  è  un  gruppo  ordinato  (*). 
Se  in  (7  un  ente  a  è  di  ^^6,  diremo  h  precedente  a  ;   il  gruppo  dei  pre- 
cedenti di  a  lo  indicheremo  con  Pa. 

Se  un  ente  è  di  Pò  e  di  Sa,  diremo  che  esso  è  compreso  fra,  a  e  b^o  fra 
&  ed  a. 

Se  b  è  di  Sa,  ma  nessun  ente  è  compreso  fra  a  e  b,  diremo  b  imme- 
diatamente seguente  ad  a,  ed  a  immediatamente  precedente  a  b,  scrivendo 
b  =  (X  (a),   a  =  7c  (ò). 

Discende  immediatamente  dalle  definizioni  date: 
4<»  Se  ò  non  è  a  né  è  di  Sa,  esso  è  di  Pa. 
5<>  Se  6  è  di  Pa,  a  non  è  di  Pò. 
co  Se  a  e  &  sono  distinti,  o  a  è  di  Pò,  o  6  è  di  P a. 
?•*  Se  ò  è  di  Pa,  e  e  è  di  Pò,  sarà  e  di  Pa, 
8^  Dati  a,  ò,  e  distinti,  uno  di  essi  deve  essere  compreso  fra  gli  altri  due. 


(*)  Di  un  tale  concetto  di  ordine  si  hanno  tracce  in  Bolzano  1.  e.  fi  7.  Vedi  poi  Caktor. 
«Zar  I^hre  von  Transfiniten  >  pag.dSeseg.,  e  con  magf^ior  precisione  Vailati  «Sui  princi- 
pii  fondamentali  della  geometria  della  retta  »  Rivista  di  Matematica,  voi.  II  —  Burali-Fokti' 
«Sulle  classi  ordinate  e  sui  numeri  transfiniti»  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Pa- 
lermo T.  Vm  —  VivANTi  «  Teoria  degli  aggregati  »  —  Parte  VI  del  «  Formulaire  de  Mathé- 
matiques  publié  jmt  la  Rivista  di  Matematica  >  —  Cfr,  anche  Vkronesk  «  Fondamenti  di 
Geometria  >  Introduzione  Gap.  I,  §9  0,  6,  9,  e  la  memoria  già  citata  Bettazzi.  «  Sulla  attena 
di  un  ente  in  un  gruppo. 
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9^  In  un  gruppo  ordinato  può  esistere  un  solo  ente  privo  di  precedenti, 
ed  un  solo  privo  di  seguenti. 

10*  Un  ente  non  potrà   avere  più   di  un   ente  <t    (immediatamente  se- 
guente) né  più  di  un  ente  ic  (immediatamente  precedente). 

Osservazione,  —  Se  l'ordinamento  di  un  gruppo  si  &ccia  in  varie  volte 
con  leggi  differenti,  distingueremo  queste  leggi  una  dall'altra,  apponendo  se- 
gni alle  lettere  JS,  P,  v,  tc. 

32.  Definizione.  —  Sarà  utile  distinguere  i  gruppi  ordinati  in  limitati 
ed  HUmitati,  indicando  col  primo  nome  quelli  in  cui  esiste  un  ente  senza 
precedenti  ed  uno  senza  seguenti,  col  secondo  quelli  in  cui  ogni  ente  ha  se- 
guenti, o  ogni  ente  ha  precedenti,  o  sì  hanno  i  due  casi  insieme. 

33.  Definizione.  —  Un  gruppo  si  dirà  ordinabile^  se  sia  possibile  stabi- 
lire una  legge  con  la  quale  esso  sia  ordinato. 

Corollario.  —  Una  coppia  di  enti  è  un  gruppo  ordina- 
bile: e  co  si  gli  enti  del  gruppo  composto  di  una  cop- 
pia   e   di    un    enéie,    o    di    una    coppia   di    coppie    di    enti. 

34.  Definizione.  —  Se  due  gruppi  ordinati  sono  in  corrispondenza  in 
modo  che  rispetto  ad  essa  sismo  equivalenti,  e  che  in  uno  di  essi  l'ente  a 
segua  o  preceda  l'ente  b  secondochè  il  corrispondente  di  a  neU'altro  segue 
o  precede  il  corrispondente  di  ò,  diremo  i  due  gruppi  in  corrisjx>ndeìiza  or- 
dinata. 

Due  gruppi  ordinati  che  si  possono  porre  in  corrispondenza  ordinata,  de- 
vono chiaramente  essere  entrambi  limitati  od  entrambi  illimitati. 

35.  Teorema.  —  Un  gruppo  P  equivalente  ad  uno  ordi- 
nabile  G,   è   ordinabile   esso   pure. 

Basta  infatti  in  T  dire  che  un  ente  a  è  seguente  o  precedente  b  secon- 
dochè debba  dirsi  l'una  cosa  o  l'altra  dei  corrispondenti  in  G,  perchè  quando 
G  è  ordinato  tale  sia  anche  T. 

Osservazione.  Si  può  in  tal  caso,  come  si  è  già  fatto,  stabilire  fra  Gel 
una  corrispondenza  ordinata  (§  84). 

36.  Teorema.  —  Se  un  gruppo  G  è  ordinabile,  tale  è 
ogni    sua   parte   Gì. 

Infatti,  reso  G  ordinato,  basterà  in  Gì  di  due  enti  a  eb  dire  b  seguente 
o  precedente  ad  a,  secondochè  è  seguente  o  precedente  ad  a  in  G,  perchè 
chiaramente  anche  Gì  sia  ordinato. 

37.  Sia  G  un  gruppo  ordinato,  avente  per  enti  dei  gruppi  (i  gruppi  T) 
che  due  a  due  non  abbiano  enti  comuni,  e  ciascuno  dei  gruppi  I  sia  ordi- . 
nato.  Se  a  e  ^  sono  due  enti  di  gruppi  T,  si  dica  b  seguente  ad  a  :  1^  nel 
caso  che  a  e  b  siano  di  uno  stesso  gruppo  T,  se  in  esso  b  è  seguente  di  a  : 
2^  nel  caso  che  a  e  b  siano  di  due  distinti  gruppi  T,  se  b  appartiene  al 
gruppo  T  che  in  G  è  seguente  all'  altro.  Evidentemente  in  tal  modo  il 
gruppo  G  è  ordinato  anche  rispetto  agli  enti  dei  suoi  sìngoli  gruppi. 

Definizione.  Potremo,  quando  occorra  brevità,  indicare  un  tale  ordi- 
namento di  G,  dicendolo  ordinameìito  secondo  i  gruppi  parziali  T. 

Corollario  1^  —  Un   gruppo    ordinabile    i   cui  enti   siano 
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gruppi    ordinabili,   è    gruppo   ordinabile   rispetto   agli 
enti  di   questi   gruppi. 

Cor.  2®  —  Se  un  gruppo  si  spezza  in  due  gruppi  or- 
dinabili,   è    ordinabile   esso    pure. 

38.  Definizione.  —  ,Un  gruppo  G  si  dirà  beìie  ordinato  quando: 
V  sia  ordinato,  (§  31)  ; 

2^  di  ogni  ente  che  ammette  seguenti  esista  V  immediatamente  se- 
guente, 0  risp.  di  ogni  ente  che  ammette  precedenti  esista  T  immediata- 
mente precedente  (gruppo  ordinato  risp.  secoìido  il  criterio  rs  o  it). 

Tali  gruppi,  come  in  generale  i  gruppi  ordinati,  potranno  essere  limi- 
tati od  illimitati  (§  32). 

I  primi  hanno  un  ente  senza  seguente  ed  uno  senza  precedente. 

I  gruppi  illimitati  ordinati  secondo  a  in  cui  esista  un  ente  privo  di 
precedenti  e  quindi  (§  32)  non  ve  ne  sia  nessuno  privo  di  seguenti  e  nep- 
pure nessuno  privo  di  ente  <t,  e  cosi  pure  quelli  ordinati  rispetto  a  tc  in 
cui  esista  un  ente  privo  di  seguenti  e  nessuno  privo  di  ente  tt,  si  diranno 
gruppi  bette  ordinati  ad  un  seìiso,  (se  occorre,  risp.  ordinati  secondo  ^  o  iCy. 
quelli  in  cui  non  vi  sono  enti  privi  di  seguenti  né  enti  privi  di  prece, 
denti,  si  diranno  gruppi  bene  ordinati  a  due  sensi  (se  occorre,  secondo  il 
criterio  a  o  'ir,  secondochè  ogni  ente  ammette  l'ente  a,  o  ammette  Pente  ti). 

Nei  gruppi  bene  ordinati  ad  un  senso  dicesi  ente  origiìiario  quello  privo 
di  precedenti  o  di  seguenti  ;  in  quelli  bene  ordinati  limitati  secondo  il  cri- 
terio <7  si  dice  originaino  l'ente  privo  di  precedenti,  fitmle  quello  privo  di 
seguenti  :  in  quelli  bene  ordinati  limitati  secondo  il  criterio  tì  inversamente, 
originano  quello  privo  di  ente  seguente  e  fiìude  quello  privo  di  precedente. 

39.  Definizione.  —  Un  gruppo  in  cui  sia  possibile  stabilire  una  legge 
con  cui  esso  sia  bene  ordinato,  si  dirà  bene  ordinabile. 

Corollario. —  £  bene  ordinabile  un  gruppo  di  due  enti 
e  quello  composto  dagli  enti  di  una  coppia  e  di  un 
ente,  o  di  due  coppie;  ed  è  bene  ordinato,  appena  esso 
siaordinato. 

40.  Teorema.  —  Un  gruppo  V  equivalente  ad  un  grup- 
po  bene   ordinabile   G,    è    bene   ordinabile   esso   pure. 

Basta  infatti,  perche  F  divenga  bene  ordinato,  dire  un  suo  ente  prece- 
dente o  seguente  un  altro,  secondochè  accade  l'uno  o  l'altro  caso   nei  cor- 
rispondenti di  G.  Chiaramente  T  risulterà  cosi  limitato,  illimitato,  secondo 
.  il  criterio  <;  o  :c  ecc.,  quando  i  casi  consimili  accadono  in  G. 

41.  Teorema.  —  Un  gruppo  bene  ordinabile  i  cui  enti 
siano  gruppi  bene  ordinabili,  è  bene  ordinabile  ri- 
spetto  agli    enti    di    questi. 

Basta  infatti  chiaramente,  perchè  il  gruppo  sia  bene  ordinato,  fare  in 
esso  l'ordinamento  secondo  i  gruppi  parziali  (§  37,  Corollario  1°)  dopo  avere 
resi  i  criteri  di  ordinamento  tutti  fs  o  tutti  tc,  scambiando  fra  loro,  se  oc- 
corre, in  alcuni  dei  gruppi  il  significato  di  :r  o  di  <t. 

Corollario.  —  Se  un  gruppo  si  spezza  in  due  bene  or- 
dinabili,  è   bene   ordinabile   esso   pure. 
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42.  In  un  gruppo  bene  ordinato  secondo  il  criterio  a  e  limitato,  ogni 
ente,  eccetto  uno  (il  finale),  ammette  l'ente  <j,  e  ve  n'  è  uno  (l'originario)  che 
non  è  <;  di  alcuno.  Se  associamo  ad  ogni  ente  che  non  sia  il  finale  il  suo  ente 
(7,  ed  all'ente  finale  Toriginario,  veniamo  a  costruire  una  corrispondenza 
del  gruppo  con  sé  stesso  nella'  quale  il  gruppo  equivale  o  a  so  stesso  o  ad 
una  sua  parte  propria,  secondochè  vi  è  il  solo  ente  originario  privo  di  tc 
o  ve  ne  sono  altri.  Similmente  pel  criterio  ic. 

In  un  gruppo  bene  ordinato  ad  un  senso  secondo  (r,  associando  ad  ogni 
ente  il  suo  (r,  si  ha  una  corrispondenza  del  gruppo  con  so  stesso,  nella  quale 
il  gruppo  equivale  ad  una  sua  parte,  che  è  propria,  non  contenendo  per  lo 
meno  l'ente  originario.  Lo  stesso  dicasi  per  il  criterio  ir. 

In  an  gruppo  bene  ordinato  a  due  sensi  secondo  (t,  associando  ancora 
ad  ogni  ente  il  suo  <7,  si  ha  una  corrispondenza  in  cui  il  gruppo  equivale 
a  se  stesso  o  ad  una  sua  parte  propria,  'secondochè  mancano  od  esistono 
enti  privi  di  tc.  Analogamente  per  il  criterio  ic. 

Definizione.  —  In  ciascuno  dei  casi  anzidetti  la  corrispondenza  ora 
definita  si  dirà  corrispondenza  ordin(Urice  del  gruppo. 

43.  Teorema.  —  Un  gruppo  che  possa  rendersi  bene 
ordinato  illimitato,   è   sviluppabile  (§  12). 

Invero,  se  quando  è  bene  ordinato  è  ad  un  senso,  nella  corrispondenza 
ordinatrice  esso  equivale  ad  una  sua  parte  propria.  Se  è  a  due  sensi,  il 
gruppo  sua  parte  che  è  composto  di  un  suo  ente  a  e  ài  8  a  è  bene  ordi- 
nato ad  un  senso,  e  quindi  come  si  è  ora  visto,  è  sviluppabile,  e  perciò  (§  14) 
tale  è  l'intero  gruppo. 

44.  Teorema.  —  Dato  un  gruppo  G  di  cui  p  è  un  ente, 
se6r  è  equivalente  o  a  G — p  od  a  sé  stesso  in  una  cor- 
rispondenza X  priva  di  cicli  parziali,  esso  é  bene  or- 
dinabile; e  dà  origine  nel  1**  caso  ad  un  gruppo  ad  un 
senso,  nel  2°  caso  sempre  ad  uno  limitato,  e  talora  an- 
che ad  un  gruppo  a  due  sensi. 

a)  e  Si  può  nel  gruppo  stabilire   il  concetto  di  seguente  in   modo  da 
<  soddis&re  alle  condizioni  imposte  ad  esso  nel  §  31^,  » 

In&tti  consideriamo  nel  1*  caso,  in  cui  si  ha  {G — j?  ^^Gr)  ,  la  corri- 
spondenza completa:  nel  caso  (Gc>>3G)  se  p  è  U  corrispondente  di  q  (di- 
stinto  da  jp  a  causa  della  mancanza  di  cicli)  consideriamo  la  corrispon- 
denza {G  —  pc^  G  —  q)^ 

Se  a  è  un  ente  di  6r  o  di  6r  —  ^,  si  indichi  con  a  a  il  suo  corrispondente 
a'  in  G — p,  e  a  si  indichi  reciprocamente  con  ica'.  Esisterà  il  <t  di  ogni 
ente  di  G,  tranne  al  più  di  q,  ed  il  tc  di  ogni  ente  di  g  eccetto  di  p. 

Si  definisca  allora  cosi  il  gruppo  S  a  dei  seguenti  di  un  ente  qualunque 
a  di  G:  S a  è  il  gruppo  composto  (§  3)  di  tutti    i  gruppi  possibili,  che  ac- 
cenneremo per  brevità  con  y  ,  formati  con  enti  di  6r  in  modo  che 
V  non  contengano  a; 
2"  contengano  era; 
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3^  se  contengono  un  ente  di  G  contengano  anche  il  suo  ente  <s  (quando 
esiste). 

I.  Innanzi  tutto  osserviamo  che  tali  gruppi  y,  di  cui  Sa  deve  essere 
composto,  non  esistono  evidentemente  per  q  (privo  di  ente  <j),  e  quindi  non 
esistono  seguenti  di  q\  ma  per  gli  altri  enti  [e  quindi  per  tutti  nel  caso 
(G  — p  c>^  G)   ]  tali  gruppi  esistono. 

VA* 

Infatti  —  1"  Essi  esistono  per  p,  essendo  evidentemente  G  — p  uno  di  essi 
perchè  può  contenere  il  j  di  ogni  suo  ente  senza  contenere  j)^  per  la  ragione 
che  p  non  ha  ente  n,  e  che  quindi  non  è  tr  di  nessun  ente.  —  2^  Esistono 
per  %  q,  essendo  uno  di  essi  il  gruppo  del  solo  ente  q,  —  8"  Se  per  un  ente  e  che 
non  sia  Ttq  esistono,  esisteranno  pure  per  ffc,  giacché  i  gruppi  y  fotti  ri- 
spetto  a  e  contengono  <j  r,  9  (<t  c)  (poiché  cr  e  non  è  q  e  quindi  ammette  lo 
ente  <j)  e  sopprimendo  in  essi  il  (t  e  (il  che  può  £a.rsi,  mancando  già  in  essi  e 
e  quindi  potendo  mancare  il  a  e)  divengono  altrettanti  gruppi  y  per  a  e.  Si 
conclude  di  qui  che  se  per  un  ente  d  che  non  sia  q  non  esistessero,  non 
esisterebbero  neanche  per  -k  d  (ente  che  esiste,  essendo  d  diverso  da  j)^  poi- 
ché d  non  ha  per  ipotesi  gruppi  v  mentre  perp  esistono  invece,  come  si  è 
vi..», ,  ^pp, ,_,  -  4-  a.  p.,  »  »«  .  «à.  „.  ^p  e.„U„o,  „U«»„o 
anche  per  t:  c,  avendosi  da  quelli  di  e  altrettanti  gruppi  f  ài  tzCy  coli' aggiun- 
gere ad  essi  l'ente  e.  Quindi  se  per  un  ente  d  che  non  sia  q  non  esistono, 
non  esistono  neppure  per  ad,  il  quale  ad  esiste  e  non  è  </,  giacché  se  no  sa- 
rebbe d  identico  a  tc  ^,  e  per  ir  g  i  gruppi  y  esistono  (2^).  —  B*  Essi  devono 
esistere  per  tutti  gli  enti  che  non  sono  q.  Ed  invero  se  per  un  ente  e  diverso 
da  9  e  naturalmente  anche  da  p  (1^)  non  esistono  i  gruppi  y,  non  esiste- 
rebbero g^ppi  Y  i^è  per  ff  e  (4°)  né  per  ir  e  (3^),  enti  ambedue  esistenti  :  talché 
se  vi  fosse  il  gruppo  degli  enti  di  G  diversi  da  q  pei  quali  non  esistono  i 
gpnippi  Y)  ùi  esso  se  esistesse  un  ente  e  esisterebbero  anche  a  e  e  u  e,  e  quindi 
un  tal  gruppo  nella  corrispondenza  proposta  corrisponderebbe  a  sé  stesso, 
ossia  sarebbe  un  ciclo,  contro  l'ipotesi  che  cicli  non  vi  siano. 

Dunque  esistono  i  gruppi  y  i  e  perciò  cuiche  il  loro  gruppo  composto'  S  a, 
eccetto  per  q  (quando  esiste)  e.  d.  d. 

Osseì'vazione  i*.  —  H  gruppo  Sp  non  è  che  G — jj. 

Oifftervazwne  2".  —  Si  ha  chiaramente  che 

S  ((fa)  =  Sa  —  (T  a 
S  {T:a)^=Sa  +  a 

Osservazione  5*.  —  In  un  gruppo  Sa,  se  vi  è  un  ente  b  che  non  sia  e  a, 
vi  é  anche  l'ente  it  b.  Ed  invero,  se  b  è  ài  S  a  e  non  é  a  a,  ciò  vuol  dire 
che  deve  esistere  almeno  un  gruppo  y  di  cui  fa  parte  b.  Se  in  esso  già 
non  comparisce  t:  &,  ad  esso  aggiungo  ir  &,  che  non  è  a,  ed  ottengo  un  nuovo 
gruppo  Y  )  del  quale  ir  b  fa  parte.  Tale  ente  i:  6  si  troverà  perciò  nel  gruppo 
composto  dei  y  »  ©  quindi  sarà  ente  di  S  a.  e.  d.  d. 

Osservazione  4*.  —  Nel  caso  {G  —  pcoG  —  q)  V  ente  q  comparisce  nel 
gruppo  S  di  qualunque   ente  di  6r,  giacché   se  in   un  gruppo  y    nianca  g, 
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esso  vi  si  può  aggiungere  e  si  ottiene  cosi  un  nuovo  gruppo  y  ,  giacche  <t  q 

il 

non  esiste,  e  la  presenza  dì  q  non  richiede  quindi  la  presenza  di  altri  nuovi 
enti  perchè  il  gruppo  soddisfi  alle  condizioni  imposte  ai  gruppi  y.  In  S  a 
verrà  quindi  a  comparire  anche  q, 

IL  Se  h  è  di  S  a^  a  non  è  di  Sh. 

Ed  infetti:  1'  La  proprietà  è  vera  se  h  è  <x a:  giacché  Sh  =  S{aa)  = 
tS  a  —  fj  a  (Oss.  2*)  ed  S  a  non  contiene  a  per  definizione,  talché  a  non  ò  di 
^S*  /;  —  2^.  Se  la  proprietà  vale  per  un  ente  h  vale  per  <t  />  (quando  b  non  è  q), 
giacché  se  h  è  ài  S  ny  a  h  lo  è  pure,  e  S  (a  h)  =  S  b  —  o*  ò,  per  cui  ^S' b  non 
contenendo  a,  neppure  lo  contiene  aS'  (^  b).  —  3"  Se  vale  per  b  vale  per  ir  fo, 
poiché  *S'  (ir  b)  =  Sb-h  />,  e  in  questo  gruppo  non  comparisce  a  che  non  é, 
per  ipotesi,  in  Sb,  e  non  è  ^.  —  4®  La  proprietà  vale  se  b  è  q,  giacché  q  è 
di  Sa  (Oss.  4^»)  ed  Sq  non  esiste,  e  quindi  a  none  di  Sq;  perciò  se  per  un 
ente  essa  non  vale,  tale  ente  non  è  ^.  —  b^  La  proprietà  é  vera  per  qua- 
lunque ente  di  S  a,  giacché  se  non  valesse  per  un  ente  e  non  varrebbe,  per 
quanto  si  é  ora  dimostrato,  né  per  tt  (•  né  per  a  r,  i  quali  esistono  entrambi 
per  i  seguenti  motivi:  il  tcc  non  essendo  e  l'ente  privo  di  iz  in  Sa,  il  quale 
ente  é  arr,  giacché  per  (sa  vale  la  proprietà;  il  dr  perchè  e  non  è  q  (Of?s.  4») 
e  ogni  ente  che  non  è  q  ammette  il  a  in  *S*  a.  Allora  il  gruppo  degli  enti  di 
S  a  per  cui  la  proprietà  non  vale,  equivarrebbe  a  sé  stesso  nella  corrispon- 
denza fra  G  e  G  — p  e  costi tuirebebe  un  ciclo,  che  invece,  per  ipotesi,  non 

esiste. 

Dunque  la  proprietà  è  vera  per  qualunque  ente  di  Sa, 

ITI.  Se  a  e  b  sono  distinti,  o  a  è  di  Sb,  o  b  di  Sa. 

Infatti  se  b  è  q  esso  è  di  S  a  (Oss.  4'^),  e  ciò  prova  l'asserto.  Sia  invece  b 
distinto  da  q.  Se  b  non  è  di  Sa,  neppure  lo  è  <sb  (Oss.  3");  ciò  prova  che 
in  nessun  gruppo  y  si  trova  ab,  ossia  che  in  ogni  gruppo  che  contenga 
<j  b  deve  mancare  qualcuna  delle  condizioni  che  ci  danno  i  gruppi  v  .  Preso 

li* 

ora  un  gruppo  v  esso  sarà  tale  che  se  contiene  unente  e  di  G,  contiene 
anche  a  e  (quando  (7  e  esiste).  Ora  se  tal  gruppo  conterrà  <y  a  (che  non  è  />, 
essendo  b  non  di  Sa)  godrà  due  delle  tre  proprietà  dei  gruppi  y  :  e  sic- 
come contiene  ab,  non  dovrà,  come  ora  si  diceva,  godere  la  terza,  cioè  domi 
contenere  a,  laonde  a  sarà  di  Sb.  Se  invece  quel  gruppo  non  conterrà  <ja, 
si  potrà  comporlo  con  un  gruppo  y  :  siccome  b  non  è  di  Sa,  tale  gruppo  y 
non  conterrà  b,  ed  il  gruppo  composto  risultante  sarà  tale  che  conterrà 
db,  il  G  (se  esiste)  di  ogni  ente  di  G  che  contiene,  e  non  b,  e  sarà  dunque 
un  gruppo  y^  contenente  (sa,  per  il  quale  si  ripeterà  il  ragionamento  pre- 
cedente, concludendo  ancora  che  (7  è  di  Sf),  e.  d.  d. 

IV.  Se  n  è  di  Sb,  e  />  è  di  *S'^,.sarà  r  di  Sa, 

Dati  comunque  b  ed  a,  —  V  la  proprietà  è  vera  se  e  è  cr  b,  giacché  essendo 
per  ipotesi  b  di  S  a,  deve  esserlo  i  b  —  2^'  se  è  vera  per  r  di  S  b,  deve  es- 
serlo per  fjc  {se  esiste)  che  è  pure  ente  di  Sb:  giacché  se  e  è  di  Sa,  deve 
esserlo  anche  7  e  —  3*^  se  è  vera  per  e  di  Sb  (che  non  sia  (xb)  lo  ò  pure  per 
TTf;  che  è  pure  ente  di  Sb.  Infatti  e  non  è  gr/,  perché  se  lo  fosse,  essendo  e, 
e  b  distinti,  b  non  sarebbe  7^/  e  apparterrebbe  dunque  anche  a  Sa  —  la, 

15 
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cioè  a  ^'  (<7  «\  ossia  ad  AV,  mentre  è  e  che  appartiene  ad  S  h,  e  le  due  ipotesi 
si  escludono  (II).  Allora  e  non  essendo  <ra,  esiste  irr  in  Sa,  se  vi  esiste  e  — 
4"  la  proprietà  è  vera  per  q  (se  esiste),  essendo  q  ente  di  qualunque  gruppo 
>S'fl,  quando  n  sia  un  ente  del  gruppo  —  5**  la  proprietà  è  vera  per  qualunque 
ente  ^  b  ;  giacché  se  non  è  vera  per  un  ente  r  (che  non  dev'essere  cr  h  per 
la  1**  parte  di  questa  dimostrazione  né  q  per  la  4'),  non  lo  è  per  ic  e  né  per 
5  r»,  a  causa  di  ciò  che  si  è  già  dimostrato  (parti  2",  B")  e  quindi  nel  gruppo 
degli  enti  di  S  /;,  per  cui  la  proprietà  non  vale,  se  comparisce  un  ente  e  com- 
pariscono Ite  e  <j  r,  cioè  quel  gruppo  equivale  a  sé  stesso  nella  corrispon- 
denza, ed  è  un  ciclo,  contro  Pipotesi.  La  proprietà  è  quindi  dimostrata. 

ilesta  cosi  provata  la  parte  a)  del  teorema. 
h)  Il  gruppo  è  bene  ordinabile  e  può  divenire  o  illimitato  ad  un  senso, 
o,  altrimenti,  sempre  limitato,  e  in  determinati  casi  anche  a  due  sensi. 

Infatti  per  la  parte  a)  del  teorema  si  è  definito  il  concetto  di  seguente,  e 
possiamo  ora  definire  b  come  precedente  ad  a  {b  è  di  Po),  se  r/  é  di  Sb. 

Inoltre  se  <7  è  un  ente  di  G,  dico  essere  tjn  (che  è  appunto  di  Sa  e  che 
esiste  tranne  al  più  per  q)  il  suo  immediatamente  seguente.  In'^atti,  se  vi 
fosse  un  ente  r  seguente  di  a  precedente  <j a,  avremmo  che  e  a  è  ài  Se  e 
r  di  S  ^',  ma  siccome  r  non  è  a  a,  dovrebbe  e,  perchè  di  S  aj  appartenere 
anche  a  S{<7n)j  e  quindi  insìexe  sarebbero  aa  di  Sr  o  r  di  S((ja\  contro 
quanto  si  è  dimostrato  nella  parte  a\  II.  Del  pari  se  a  non  è  p  esiste  ic  a, 
ed  è  V  immediatamente  precedente  ad  n,  giacché  e  (tt  a)  è  <7,  e  a  (tt  a)  è, 
come  si  è  visto,  l' immediatamente  seguente  di  tc  a. 

Nel  caso  {G  —  p  .-vj  G)^  il  gruppo  è  cosi  illimitato  e  ad  un  senso  secondo 
il  il  criterio  <t. 

Nel  caso  (G  —  p  o^  G  —  q)^^^  cioè  (G  c>o  G)^  non  esistendo  t^/,  il  gruppo 
risulta  limitato  secondo  il  criterio  o-.  In  questo  caso,  si  costruisca  la  ca- 
tena Go  di  p  rispetto  al  criterio  a.  Se  essa  non  equivale  all'intero  gruppo, 
si  dica  G,  il  gruppo  degli  enti  di  G  che  non  le  appartengono.  Poiché  in  G,„ 
che  è  catena  di  79,  comparisce  l'ente  r  di  ogni  suo  ente  (eccetto  p),  dovrà 
mancare  in  essa  l'ente  a  di  ogni  ente  che  vi  manchi,  e  quindi  dovrà  in  G, 
comparire  l'ente  a  di  ogni  proprio  ente,  eccetto  di  7,  se  q  vi  comparisce  ; 
e  comparendo  in  G^  l'ente  <r  di  ogni  suo  ente  (eccetto  di  7,  qualora  q  fosse 
in  G^^)  comparirà  in  Gj  l'ente  w  di  ogni  suo  ente.  Se  in  Gj  non  fosse  </,  allora 
in  esso  di  ogni  ente  comparirebbe  Pente  cr  e  l'ente  tc,  e  Gj  sarebbe  un  ciclo, 
che  per  ipotesi  non  deve  esistere.  Comparirà  dunque  in  Gj  l'ente  q,  e  se  un 
ente  anche  l'ente  tz  di  esso,  cioè  l'intera  catena  di  q  presa  rispetto  al  cri- 
terio 7c.  Vi  sono  dunque  in  6*,  e  sono  senza  enti  comuni,  la  catena  G^,  di  p 
rispetto  a  (T,  e  queUa  di  7  rispetto  a  it.  JDltre  gli  enti  di  queste  due  catene 
non  possono  esserci  altri  enti  in  G,  giacché  altrimenti  nel  gruppo  di  questi 
ultimi  comparirebbero  i  loro  enti  a  e  tc  (i  quali  se  fossero  nelle  catene  obbli- 
gherebbero gli  enti  stessi  ad  esservi)  ed  esso  costituirebbe  un  ciclo  che  non 
può  esservi  :  cosi  lo  stesso  Gj  è  catena  di  q  rispetto  a  tz.  Se  in  queste  ca- 
tene G„  e  Gj  diciamo  q  ente  i:  di  p  e  p  ente  <j  di  g,  evidentemente  il  loro 
insieme  costituisce  una  bicatena  (§  23}.  E  dicendo  tutti  gli  enti  di  G,  prece- 


denti  a  tutti  quelli  di  G^,J  il  gruppo  resta,  com'è  tacile  a  vedersi,  un  gruppo 
in  cui  ogni  ente  ha  precedenti  e  seguenti,  anzi  ha  rinimediatamente  ])rece- 
dente,  e  V  immediatamente  seguente,  cioè  è  un  grup^K)  1)ene  ordinato  a  due 
sensi,  secondo  il  criterio  a  e  quello  it. 

Il  teorema  è  pienamente  provato. 

Osservazione  5".  —  Nel  caso  (G~-pi^G)y^y  il  grupjx)  bene  ordinato  ad 
un  senso,  secondo  il  corollario  V  del  §  27,  è  catena  aperta  illimitata  di  />, 
rispetto  al  criterio  a. 

Nel  caso  (G  c^  G)^ ,  fatto  l'ordinamento  nel  modo  dato  dal  teorema,  si 
ha  o  una  catena  aperta  limitata,  od  un  gruppo  che  può  ridursi  ad  una  bi- 
catena. 

Osservazione  6^.  —  I  due  casi  in  cui  si  è  spezzato  il  teorema  precedente 
non  si  escludono  a  vicenda,  potendo  un  gruppo  in  una  corrispondenza  es- 
sere equivalente  a  sé  stesso,  in  un'altra  prevalente. 

Corollario  1*  —  Un  ciclo  semplice  è  bene  ordinabile, 
e    si    può    rendere    bene    ordinato,    limitato. 

Cor,  2*.  —  Una  catena  di  un  ente  rr,  la  quale  sia  aperta 
ed  illimitata,  è  bene  ordinabile  (§§  2J),  JJO)  :  ed  ò  bene 
ordinata  ad  un  senso,  prendendo  a  per  ente  origina- 
rio, e  il  7  di  ogni  ente(o  risp.  il  it^  come  suo  immedia- 
tamente   seguente    (o    risp.    precedente). 

Cor.  3".  —  Una  catena  chiusa  è  bene  ordinabile  (§§ ìJO 
Corollario,  44  Cor.  1^):  ed  è  un  gruppo  bene  ordinato  li- 
mitato, prendendo  per  ente  originario  un  ente  qua- 
lunque y>,  e  per  finale  quello  q  a  cui  tale  ente  corri- 
sponde nella  corrispondenza  a  della  catena,  quando 
sia    (G-^pi^  G  —  q)y^. 

Cor.  4*.  —  Una  catena  aperta  limitata  ò  bene  ordina- 
b  i  l  e  (§§  2i)-B0) ,  ed  è  un  gruppo  bene  ordinato  limitato, 
prendendo    per    ente    originario    il  suo   ente  privo  di   a. 

Cor.  5^.  —  Una  bicatena  è  bene  ordinabile,  e  dà  un 
gruppo  bene  ordinato  a  due  sensi.  Essa  infatti  consta  delle 
due  catene  opposte  di  un  suo  ente  qualunque  (§  2i5\  per  esempio  a:  ren- 
dendo bene  ordinate  queste  due  catene,  secondo  il  Cor.  2'  ed  il  Teorema 
precedente,  e  precisamente  riducendo  (quella  rispetto  al  criterio  a  in  un 
gruppo  bene  ordinato  ad  un  senso  secondo  <7,  l'altra  in  uno  bene  ordinato  ad 
un  senso  secondo  ir,  l'intero  gruppo  diviene  bene  ordinato,  e  precisamente 
bene  ordinato  a  due  .sensi,  tanto  secondo  a  quanto  secondo  ir. 

Considerando  poi  che  la  bicatena  è  un  ciclo  semplice  (§  30  Corollario\  si 
conclude,  anche  in  base  al  Corollario  1*,  che  si  può  ordinare  in  modo  da 
essere  un  gruppo  bene  ordinato  limitato. 

Cor.  6*.  —  È  bene  o  r  d  i  n  a  1)  i  1  e  u  u  gruppo,  che  in  una 
conveniente  corrispondenza  si  spezza  in  un  gruppo  di 
cicli  semplici,  rispetto  ai  quali,  presi  come  enti,  sia 
bene    ordinabile   i§  41,  §  44  Cor.  1"). 
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45.  Teorema.  —  Se  in  una  corrispondenza  ot  un  gruppo 
G  equivale  ad  una  sua  parte  propria,  e,  rispetto  ad  a, 
(ì  ai  spezza  in  un  gruppo  di  cicli  semplici  che  sia 
bene  ordinabile  rispetto  a  questi  cicli  presi  come  enti 
(gruppo  che  può  anche  mancare)  ed  in  u  n  a  j)  a  r  t  e  T  n  e- 
cessariamente  equivalente  ad  una  relativa  parte  pro- 
pria F,  ed  il  gruppo  T  —  I',  inoltre,  è  bene  ordinabile, 
anche    Gè  bene    ordinabile. 

Infatti  (§  27,  Cor.  2')  il  gruppo  P  non  è  che  un  gruppo  di  catene  aperte 
ed  illimitate,  una  per  ciascuno  degli  enti  di  P  —  P'.  Ognuna  di  esso  si  può 
rendere  bene  ordinata  ad  un  senso  col  criterio  dato  dalla  propria  corrispon- 
denza (§  41,  Cor.  2'),  ed  ognuno  dei  cicli  semplici  di  G  si  può  esso  pure 
rendere  bene  ordinato  limitato  con  l'analogo  criterio  (§  44,  Cor.  1"). 

Il  gruppo  P  è  allora  un  gruppo  bene  ordinabile  di  gruppi  bene  ordina- 
bili, e  quindi  (§  41)  è  bene  ordinabile  esso  pure  rispetto  agli  enti  primitivi. 
Sarà  dunque  tale  anche  il  gruppo  G  dato,  che  si  spezza  in  P  e  nel  gruppo 
bene  ordinabile  (g  41,  §  44  Cor.  5)  degli  enti  dei  cicli  semplici. 

Corollario.  —  E  bene  ordinabile  un  gruppo  G  che  in  una 
conveniente  corrispondenza  privi  di  cicli  equivalga  ad 
una  sua  parte  propria  G, ,  in  modo  che  il  gruppo  G  —  G^ 
sia    bene    ordinabile. 


Capitolo  VII. 

CATENE  NEI  GRUPPI  BENE  ORDINATI 
PRINCIPIO  D' IND  UZIONE. 

46.  In  un  gruj>po  bene  ordinato  si  costruisca  la  catena  (§  l(ì)  di  un 
suo  ente  a  rispetto  al  criterio  a  che  serve  all'ordinamento.  Essa  costituirà 
chiaramente  un  gruppo  bene  ordinato,  colla  stessa  legge  del  gruppo  dato,  e 
con  a  per  ente  originario. 

Teorema.  —  La  catena  di  un  ente  a  di  un  gruppo  bene 
ordinato   contiene   solo   enti   seguenti   di   a. 

Infatti  tale  catena  contiene  chiaramente  a  a  che  è  di  S  a.  Se  contenesse 
enti  di  PUy  potremmo  sopprimerli  —  il  gruppo  restante  conterrebbe  a,  e  se 
contenesse  un  ente  (che  è  di  Sa  giacche  quelli  di  P  a  sono  soppressi)  con- 
terrebbe il  suo  <7,  giacché  questo  pure  è  di  Sa^  e  perciò  non  di  Pa  e  quindi 
non  soppresso.  Dunque  tal  gruppo  sarebbe  un  gruppo  (a)^  parte  della  ca- 
tena di  a,  il  che  è  assurdo  i^g  ^^^)- 

Corollario.  —  La  catena  di  un  ente  a  di  un  gruppo 
bene   ordinato   ò   aperta,   non  esistendo  in  essa  l'ente   %  a , 

47.  Teorema.  —  Se  nella  catena  di  un  ente  a  di  un 
gruppo  bene  ordinato  manca  un  ente  b  di  S  a  j  man- 
cano   anche    tutti    gli    enti   di   JSb . 
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Intatti  se  vi  fossero  enti  di  ^6,  sopprimendoli  tutti  resterebbe  sempre 
im  gruppo  contenente  a  per  ijxjtesi  e  contenente  il  cj  di  ogni  ente  che  esso 
contiene;  poiché  se  un  ente  si  è  soppresso  esso  è  di  Sh^  e  quindi  il  suo  t: 
o  è  6  che  manca  per  ipotesi,  o  è  un  ente  ài  Sb  e  si  è  pure  soppresso, 
e  quindi  manca  il  tc  di  ogni  ente  mancante  cioè  esiste  il  a  di  ogni  ente 
rimasto.  Il  gruppo  restante  sarebbe  perciò  un  gruppo  (a)^ ,  parte  della  ca- 
tena di  a,  il  che  (§  16)  non  può  essere. 

Corollario  1.  —  Se  la  catena  di  a  in  un  gruppo  bene 
ordinato  contiene  un  ente  e,  che  è  di  Sa  (§  4^6),  con- 
tiene  tutti   gli   enti   compresi   fra    a   e   e. 

Corollario  2.  —  Se  il  gruppo  dato  ò  bene  ordinato  e 
se  la  catena  del  suo  ente  originario  contiene  l'ente 
finale,  essa  coincide  con  l'intero  gruppo:  e  quindi 
se  reciprocamente  essa  non  coincide  con  l'intero 
gruppo,  non  contiene  l'ente  finale  od  è  perciò  illi- 
mitata. 

48.  Teorema.  —  In  un  gruppo  bene  ordinato  G  se  si  di- 
mostra una  proprietà  P  per  un  suo  ente  a  e  si  prova 
che  se  essa  è  vera  per  un  ente  lo  è  anche  per  il  suo 
ente  «r,  tale  proprietà  resta  provata  per  tutti  gli 
enti   della   catena   di   a 

Invero  il  gruppo  degli  enti  di  G  che  godono  la  proprietà  P  contiene  a, 
e  se  un  ente  anche  il  suo  ente  a  :  dunque  contiene   la  catena   dì  a  (§  10). 

Corollario.  —  Se  un  gruppo  bene  ordinato,  illimitato 
ad  un  senso  o  limitato,  è  catena  del  suo  ente  origi- 
nario, una  proprietà  che  si  dimostri  per  il  suo  ente 
originario  e  che,  dimostrata  per  un  ente,  si  provi 
vera  per  il  suo  ente  t,  è  provata  per  qualunque  ente 
del   gruppo. 

Definizione.  —  Il  fatto  di  cui  si  è  parlato  nel  Corollario  precedente, 
e  che  si  verifica  in  certi  gruppi  bene  ordinati,  quello  cioè  che  «  una  pro- 
«  prietà  valida  per  l'ente  originario  e  per  l'ente  <j  di  ogni  ente  per  cui  vale 
«  è  valida  per  qualunque  ente  del  gruppo  »  è  il  fatto,  cosi  importante  nella 
matematica,  cui  si  dà  il  nome  di  priiu-ipio  di  induzione  matematica  (*). 

49.  È  vero  anche  il  reciproco  del  Corollario  del  Jii  precedente,  cioè  : 
Teorema.    —    Se    in     un    gruppo     bene     ordinato,     illi- 
mitato   ad    un    senso    o    limitato,    vale    il    principio    di 
induzione,    esso   è   catena   del    suo   ente   originario. 

Infatti  se  un  gruppo  qualunque  F  contiene  l' originario  a  del  gruppo 
dato  6r,  l'ente  fi  di  ogni  ente  di  G  che  contiene,  per  il  principio  di  indu- 
zione supposto  in  G  la  proprietà  di  appartenere  a  quel  gruppo  T  varrà 
per   ogni   ente  di  6r  :  e   G  apparterrà  intero  ai  gruppi  che  conten  gono  a 


(*)  Dedekixd  §  4  N.  59,  60  —  Veuonese,  1.  e.  Introd.  N.  09,  f). 
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e  il  <7  di  ogni  ente  di  G  che  contengono,  dei  quali  quindi  sarà  il  legame. 
Sarà  dunque  G^  secondo  la  de  finizione  del  §  1(5,  catena  di  «,  e  d  d. 

Corollario.  —  La  condizione  necessaria  e  sufficiente 
in  un  gruppo  bone  ordinato,  illimitato  ad  un  senso 
o  limitato,  affinchè  valga  in  esso  il  principio  d'in- 
duzione è  che  esso  sia  catena  del  proprio  ente  ori- 
ginario. 

Capitolo  Vili. 
GRUPPI  SEMPLICI. 

50.  Defìoizione.  —  I  gruppi  bene  ordinati  che  hanno  un  ente  origi- 
nario di  cui  sono  catena,  si  diranno  aemplicemente  ordinati  (*). 

E  si  dirà  acmpUre  un  gruppo  che  si  possa  rendere  semplicemente  or- 
dinato. 

Corollario  1.  —  I  gruppi  semplicemente  ordinati  sono 
tutte  (§  44  Cor.  2*,  4")   e   sole   (§  50  Def )   le   catene   aperte. 

Cor.  2.  —  Nei  gruppi  semplicemente  ordinati  vale  il 
principio  d'induzione  (§48)  e,  fra  i  gruppi  bene  ordi- 
nati,   vale   in   es-si   soli    (vj  49\ 

Dalle  proprietà  esposte  al  §  18  per  le  catene,  si  deduce  poi  subito  il 

Cor.  3.  —  In  un  gruppo  semplicemente  ordinato  ogni 
ente  (eccetto  l'originario)  ne  ammette  uno  immedia- 
tamente   precedente. 

E  da  questo  discende  che  nella  corrispondenza  ordinatrice  (§  42)  del 
gruppo  semplicemente  ordinato,  (r,  di  cui  sia  a  l'ente  originario,  il  gruppo 
G  se  è  limitato  equivale  a  sé  stesso,  se  ò  illimitato  equivale  alla  sua  parte 
propria  G  —  a. 

Inoltre  si  vede  dallo  stesso  Cor.  8*  che  la  corrispondenza  ordinatrice  è 
identica  alla  corrispondenza  della  catena  di  a  (§  20),  e  si  ha  quindi  il 

Cor.  4.  —  La  corrispondenza  or  dinatrice  di  un  grup- 
po   semplice   è   priva   di   cicli   (§  00). 

51.  Teorema.  —  Un  gruppo  P  equivalente  ad  un  gruppo 
semplice    G   è   semplice   esso   pure. 

Basta  infatti  ridurre  G  in  un  gruppo  semplicemente  ordinato  e  porre 
poi  1'  in  corrispondenza  ordinata  (§  i34)  con  G,  per  avere  F  bene  ordinato 
e  limitato  od  illimitato  secondochè  in  un  modo  o  nell'  altro  e  G.  In  tali 
condizioni  è  chiaro  che  la  catena  dell'  ente  originario  di  r  coincide  col 
gruppo  e  che  quindi   Y  è  semplicemente  ordinato  e.  d.  d. 

52.  Teorema.  —  Se  un  gruppo  bene  ordinato  limitato 
non  è  semplicemente  ordinato,  esso  è  un  gruppo  svi- 
luppabile. 

(♦)  Cfr.  BiAsi  1.  e.  §  5. 


—  128  — 

Infatti  la  catena  del  suo  ente  originario  a  sarà  illimitata  (i^  4G  Cor.  2  ') 
non  coincidendo  col  gruppo  per  ipotesi.  Perciò  la  catena  di  a  è  un  gruppo 
bene  ordinato  illimitato,  e  quindi  (§  43)  è  sviluppabile  ed  è  tale  anche  l'in- 
tero gruppo  dato,  di  cui  esso  è  parte. 

53.  Teorema.  —  In  un  gruppo  semplicemente  ordi- 
nato la  catena  di  un  suo  ente  h  consta  di  h  e  di  tutti 
i   seguenti   di    h , 

Infatti:  1®  tale  proprietà  è  vera  per  l'ente  originario  <7,  essendo  appunto 
il  gruppo  (§  50)  catena  di  «,  e  gli  enti  diversi  da  a  essendo  tutti  di  Sa; 
2**  se  è  vero  per  un  ente  /;,  lo  è  per  cr  h  giacché  la  catena  di  a  h  differisce 
da  quello  di  h  solo  per  l' ente  h^  e  S  {^  b)  equivale  ad  ^  /;  —  (j  h.  Per  il 
principio  d'induzione  (§  48)  la  proprietà  è  dimostrata  per  qualunque  ente. 

Corollario.  —  Se  in  un  gruppo  semplicemente  ordi- 
nato si  dimostra  una  proprietà  per  un  suo  ente.b  (an- 
che non  originario)  e  si  prova  che  se  è  vera  per  un 
ente  lo  è  per  il -suo  ente  e,  tale  proprietà  resta  pro- 
vata per  tutti  gli  enti  seguenti  di  />,  giacché  Sb  -^h  è  ca- 
tena di  6,  è  bene  ordinato,  e  quindi  è  semplicemente  ordinato  esso  pure  e 
vale  per  esso  il  principio  d'induzione. 

54.  Definizione.  —  Diremo  paiate  fondamentale  (j)art€  Z)  (*)  di  un 
gruppo  semplicemente  ordinato  il  gruppo  composto  da  un  ente  del  gruppo 
e  dal  gruppo  dei  precedenti  di  quell'ente,  il  quale  ente  si  dirà  finale  della  Z. 
La  parte  Z,  che  ha  un  speciale  ente  finale  ò,  si  indicherà  con  Zu . 

In  una  parte  fondamentale  un  ente  si  dirà  preredeìite  o  set/uejite,  imme- 
iUatamente  o  no,  di  un  altro,  secondochè  sia  risp.  nell'una  o  nell'altra  con- 
dizione nel  gruppo  primitivo. 

55.  In  una  parte  fondamentale  Zi,  di  un  gruppo  Cr  se  comparisce  un 
ente  di  6?,  p.  es.  r,  compariscono  pure  i  precedenti  (eccetto,  s' intende,  per 
l'ente  originario  di  G)  giacché  se  r  è  di  Pb  e  d  è  dì  Pr^  si  ha  (§  31)  che  d  è 
di  Pb. 

Se  comparisce  e  (che  non  sia  l'ente  finale  b)  comparisce  anche  l'immedia- 
tamente  seguente  «re.  Infatti  :  V  o  e  e  è  b,  eà  allora  esso  è  di  Zb  per  defini- 
zione; 2^  o  <7c  non  è  ò,  ed  allora  se  ar,  non  fosse  di  Z  sarebbe  del  gruppo 
S  by  nel  quale  pure  si  dovrebbe  trovare  il  suo  immediatamente  precedente  (t 
(§  44  Oss.  3')  essendo  «j  e  distinto  da  <7  &  perchè  e  è  distinto  da  /;;  ma  r  non 
ò  di  Sb,  dunque  è  provato  quanto  si  diceva.  E  perciò  si  ha  il 

Teorema.  —  In  una  parte  fondamentale  di  un  gruppo 
semplicemente  ordinato  se  vi  è  un  ente  vi  é  l'imme- 
diatamente  seguente,  tranne  per  il  finale,  e  vi  son 
tutti    i    suoi    precedenti, 

Corollario  1.  —  Se  in  una  parte  fondamentale  di  un 
gruppo  semplicemente  ordinato  manca  un  ente  del 
gruppo,    mancano    tutti    i    suoi    seguenti. 

(*)  La  notiizione  è  prosa  dal  Dedekind  che  l'usa  per  i  numeri  (§  7,  N.  98). 
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Cor.  2.  —  Se  h  è  un  ente  non  finale  di  una  parte  fon- 
damentale Z  di  un  gruppo,  la  Zh  dello  stesso  gruppo 
è    parte    propria    della    prima    Z. 

Cor.  3.  —  Di  due  distinte  parti  fondamentali  di  un 
medesimo  gruppo  semplicemente  ordinato  l'una  ò 
parte    propria    dell'altra. 

Cor.  4.  —  Se  in  un  gruppo  semplicemente  ordinato 
si  sopprime  una  parte  fondamentale,  il  grappo  re- 
stante   è    ancora    semplicemente   ordinato. 

56.  Teorema. — Ogni  parte  fondamentale  di  un  gruppo 
semplicemente  ordinato  è  catena  del  proprio  ente 
originario. 

Ed  invero  sia  Zf,  una  parte  fondamentale  di  un  gruppo  semplicemente 
ordinato  G,  ed  a  sia  l'ente  originario  di  Z(,  e  di  G,  Se  le  catena  di  a  ri- 
spetto al  gruppo  Zb  fosse  parte  propria  di  Z^ ,  poiché  essa  contiene  a,  e 
.se  un  ente  il  suo  <y,  senza  eccezione  giacché  non  può  contenere  l'ente  fi- 
nale ài  Zb  (§  47.  Cor.  2^),  essa  sarebbe  un  gruppo  (a)^  rispetto  al  gruppo  G, 
e  quindi  la  catena  di  a  in  G  ne  sarebbe  parte,  e  sarebbe  perciò  parte  pro- 
pria di  G,  contro  1'  ipotesi  che  G  sia  semplicemente  ordinato,  e  che  quindi 
sia  catena  di  a.  Dunque  la  catena  di  a  in  Zu  non  è  parte  propria,  di  Zb 
ma   coincide  con  Zb . 

Corollario.  —  Nella  corrispondenza  ordinatrice  di  un 
gruppo  semplicemente  ordinato,  una  parte  fondamen- 
tale   ò   un   gruppo    semplicemente    limitato. 

57.  Se  di  un  gi'uppo  semplicemente  ordinato  prendiamo  tutte  le  parti 
fondamentali  ed  associamo  ciascuna  di  essi  al  proprio  ente  finale,  stabi- 
liamo una  corrispondenza  fra  il  gruppo  dato  G  ed  il  gruppo  delle  Z  nel 
quale  si  considerino  le  Z  come  enti,  ed  in  tale  corrispondenza  i  due  gruppi 
sono  equivalenti. 

Se  diciamo  una  Z  seguente  o  precedente  di  un'altra  quando  nel  gruppo  dato 
l'ente  finale  della  prima  è  seguente  o  risp.  precedente  di  quello  dell'altra, 
si  vede  chiaramente  che  cosi  risulta  il  gruppo  delle  Z  ordinato  e  in  cor- 
rispondenza ordinata  con  G,  ed  esso  pure  è  semplicemente  ordinato,  limi- 
tato o  no,  secondoché  è  limitato  o  no  il  gruppo  G. 

Definizione.  —  Quando  diremo  grupjìo  ordinato  delle  Z  di  un  gruppo 
semplicemente  ordinato  intenderemo  il  loro  gruppo  ordinato  nel  modo  ora 
detto. 

Cor.  —  Il  gruppo  ordinato  delle  Z  di  un  gruppo  sem- 
plicemente   ordinato    sodisfa   al  principio   d'induzione. 
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Capitolo  IX.(*J 
GRUPPI   FINITI. 

58.  I  gruppi  semplicemente  ordinati  sono  o  limitati  od  illimitati:  i  gruppi 
semplici  devono  poter  dare  origine  o  agli  uni  od  agli  altri  (§  50).  Senza 
escludere,  almeno  per  ora,  che  uno  stesso  gruppo  semplice,  possa,  diversa- 
mente ordinato,  dare  origine  agli  uni  ed  agli  altri,  studiamo  separatamente 
i  due  casi. 

Definizione.  —  Diremo  finito  un  gruppo  semplice  quando  possa  farsi 
divenire  semplicemente  ordinato  e  limitato  (**). 

Corollario  1.  —  Esistono  gruppi  finiti  p.  es.  quello  di 
uno    o    due    enti    (§  39). 

Cor.  2.  —  TJn    gruppo    non   ordinabile    non    è    finito. 

Cor.  3.  —  Un  gruppo  equivalente  ad  uno  finito  è  fi- 
nito   esso   pure. 

Cor. 4.  —  Ogni  parte  fondamentale  di  un  gruppo  sem- 
plicemente   ordinato    è   un    gruppo    finito  (§  5(5,  Cor.) 

Cor.  5. —  Il  gruppo  delle  parti  fondamentali  Z  di  un 
gruppo  finito,  considerando  le  Z  come  enti,  è  finito 
esso    pure.  (§  57). 

59.  Teorema.  —  In  un  gruppo  finito  nessuna  parte  pro- 
pria   può   essere    equivalente    all'intero    gruppo  (***). 

Si  consideri  il  gruppo  G  dato  semplicemente  ordinato  (come  devesi  poter 
fare  per  la  definizione  di  gruppo  finito)  e  si  consideri  il  gruppo  ordinato 
delle  parti  fondamentali  (gruppi  Z)  di  6?  (§  57).  Esso  è  semplicemente  or- 
dinato  limitato,  e  quindi  sodisfa  al  principio  d'induzione. 

Il  teorema  è  evidentemente  vero  per  l'originario  di  tali  gruppi,  che  consta 
di  un  solo  ente.  Dimostriamo  ora  che  supposto  vero  per  uno  di  quei  grupi)i 
Z,i,  è  vero  anche  per  l'immediatamente  seguente  che  si  ottiene  da  esso  ag- 
giungendovi un  altro  ente  b  =  oa.  Sia  T  una  parte  di  Zu  =  Za  -h  hj  e  sia, 
in  qualche  corrispondenza  a,  se  è  possibile  [Ts'^rftJ^^.  Allora: 


(*)  Per  questo  capitolo  vedi  Bettazzi  :  Gruppi  finiti  ed  infiniti  di  enti  (Atti  della  R.  Ac- 
cademia delle  Scienze  di  Torino.  Voi.  XXXI), 

(*•)  V.  Cantor  Zur  L^hre  ecc.  pag.  tìO,  Nota.  —  Tale  autore  peraltro  non  richiede,  per  lo 
meno  esplicitamente,  il  principio  d'induzione  (ohe  qui  si  dà  dicendo  il  gl'upiM)  semplice- 
mente ordinato)  sebbene  lo  usi  poi  nelle  dimostrazioni.  Il  Dkdkkikd  (1.  e.  §  0  X.  64)  dice 
finiti  i  gruppi  non  infiniti  (secondo  il  nostro  linguaggio,  non  sviluppabili);  ma  pare  troppo 
vasto  tale  concetto  per  rispondere  a  ciò  che  in  praticasi  intende  per  aggregati  fiixiti  (Vedi 
Introduzione)  Il  nostro  gruppo  finito  corrisponde,  quando  è  semplicemente  ordinato  o  li- 
mitato, a  quello  che  il  Vrronkse  nei  suoi  Fondamenti  di  Gpomet Ha  a\  N.  35  dell'Introduzione 
definisce  come  ^rie  naturale  o  limitata  di  1,  »}>ecie. 

(***)  Cantor  Zur  Ij'hre  etc.  pag.   00,  Nota.  —  Vkboxkse  1.  e.  Introd.  N.  48  f). 
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1.  o  r  contiene  ò,  ed  allora  soppresso  b  in  I  eà  in  Zl  t  si  ha  facilmente 
che  r  —  6  CV5  -Z,,  ,  contro  l'ipotesi,  essendosi  supposto  per  Za  che  nessuna  sua 
parte  sia  equivalente  a  esso,  ed  essendo  T  —  b  parte  di  Za  • 

2.  o  T  non  contiene  b  ;  allora  P  è  parte  anche  di  Z^  .  Sopprimendo  b  in 
Zb  ,  ed  in  r  il  corrispondente  b'  di  b  avremo  T  —  &'c>o  ^^  ,  il  che  non  può 
essere,  essendo  P  —  ft'  parte  di  Za  • 

Si  conclude  che  Zi,  non  è  mai  equivalente  ad  una  sua  parte  propria. 

Per  il  principio  d'induzione  tale  proprietà  sarà  vera  per  tutti  gli  enti 
del  gruppo  della  Z,  e  quindi  anche  per  il  suo  ente  finale,  che  è  il  gruppo 
proposto  nel  teorema.  Il  teorema  è  dunque  dimostrato. 

Cor.  1.  —  I  due  concetti  di  gruppo  finito  e  di  grup- 
po  sviluppabile   si   escludono   a  vicenda   (§  12). 

Cor.  2.  —  Nessuna  parte  di  un  gruppo  finito  può  es- 
sere  sviluppa bi  le   (§  14). 

60.  Teorema.  —  Le  parti  di  un  gruppo  finito  sono 
esse   pure   finite. 

Ordinato  infatti  semplicemente  il  gruppo  dato  G  in  modo  che  sia  limi- 
tato (§  58),  se  Gj  è  una  sua  parte,  si  dica  in  essa  un  ente  precedente  o 
seguente  ad  un  altro  quando  a  questo  sia  risp.  precedente  o  seguente  in  G. 
Il  gruppo  (tj  sarà  allora  chiaramente  ordinato. 

Dico  che  in  tal  modo  esso  è  anche  bene  ordinato.  Sia  invero  un  suo 
ente  rtj  (non  finale)  e  si  consideri  il  gruppo  degli  enti  di  G,  ciascuno  dei 
quali  è  pi-ecedente  di  tutti  gli  enti  che  in  G^  seguono  Oj.  Tale  gruppo  parte 
di  G  può  mancare,  ed  allora  l'ente  sa^  non  è  di  tal  gruppo  e  quindi  è  non 
precedente  di  tutti  gli  enti  che  in  G,  seguono  «j,  e  non  potendo  essere 
seguente  di  alcuno  di  essi,  che  sarebbe  altrimenti  compreso  fra  a  e  ff  a, , 
sarà  uno  di  essi,  e  sarà  perciò  l'immediatamente  seguente  di  a^ .  Se  il  gruppo 
degli  enti  dì  G  ciascuno  dei  quali  precede  tutti  gli  enti  di  G^  seguenti  di  a, 
esiste,  esso  è  chiaramente  bene  ordinato  e  non  può  essere  illimitato  giac- 
ché altrimenti  sarebbe  (§  43)  sviluppabile,  mentre  G  non  lo  è.  Allora  se  b^ 
è  il  suo  ente  finale,  si  vede  come  nel  caso  precedente  che  cb^  è  ente  di  G, , 
e  precisamente  è  l' immediatamente  seguente  ad  «, .  Si  conclude  che  Gj  è 
bene  ordinato. 

Inoltre  Gj  è  limitato,   altrimenti   esso   sarebbe   sviluppabile  (§  43)  ed 
allora  tale  sarebbe  anche  G,  che  invece  è  finito. 

Ed  infine  se  Gì  non  fosse  catena  dal  suo  ente  originario  a\  costruita 
in  esso  la  catena  T  di  a,  che  allora  dovrebbe  essere  illimitata  (§  46  Cor.  2), 
il  gruppo  degli  enti  di  G  precedenti  qualcuno  di  P  sarebbe  ancora  un 
gruppo  (rt),  parte  di  G,  il  che  non  può  essere. 

La  parte  Gì  soddisfa  adunque  a  tutte  le  condizioni  per  essere  un  gruppo 
finito  e.  d.  d. 

Cor  oliar  io.  —  Un  gruppo  che  in  qualche  corrispon- 
denza sia  suvvalente  ad  uno  finito  è  finito  esso  pure. 
i^§  58,  Cor.  3*»). 

61.  Teorema.    —    Se    un   gruppo    finito,    P,    è    o    suvva- 
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lente,  o  equivalente,  o  prevalente  ad  un  gruppo  qua- 
lunque G  in  una  speciale  corrispondenza,  la  stessa 
relazione  si  avrà  in  tutte  le  possibili  corrispon- 
denze  fra    r   e   G 

Se   infatti   con  una  conveniente   corrispondenza  a  ed  un  altra  qualun- 
que ?  si  avesse 


oppure 


oppure 


(KG),,  (r5'G)3, 


(r>G),,    (r'^G)^, 


nella  corrispondenza  composta  S  %  sarebbe  I  prevalente  o  su v valente  a  sé 
stesso,  e  quindi  equivalente  ad  una  propria  parte,  il  che  non  può  darsi, 
con  r  finito. 

Corollario  1.  —  Per  giudicare  la  relazione  di  potenza 
che  lega  un  gruppo  finito  ad  un'altro  gruppo  qualun- 
que, basta  esaminare  che  cosa  accade  in  una  sola  cor- 
rispondenza  (Cfr.  §  9). 

Cor.  2.  —  Le  parti  proprie  dì  un  gruppo  finito  sono 
di  potenza  mino  re  al  gruppo,  essendo  suvvalenti  ad 
esso   nella   corrispondenza    identità. 

Oor.  3.  —  Di  due  distinte  parti  fondamentali  di  un 
medesimo  gruppo  semplicemente  ordinato  una  è  di 
potenza  minore   dell'altra  (§55  Cor.  3®). 

62,  Teorema.  —  In  qualunque  modo  si  renda  bene  or- 
dinato un  gruppo  finito,  esso  dovrà  essere  sempre 
limitato   e   semplicemente   ordinato. 

Infatti  se  mancasse  la  prima  proprietà  sarebbe  (§  43)  sviluppabile  ;  e 
tale  sarebbe  pure  se,  verificata  questa,  il  gruppo  non  fosse  semplicemente 
ordinato  (§  52).  In  ogni  caso  quindi  (§  69,  Cor.  1°)  il  gruppo  non  sarebbe 
finito. 

63.  Teorema.  —  Un  gruppo  finito  se  è  ordinato  è  sem- 
pre   bene    ordinato. 

Infatti  sia  G  il  gruppo  finito,  e  si  supponga  che  esso  sia  bene  ordi- 
nato (il  che  è  sempre  possibile  per  lo  meno  in  un  modo)  (§  58)  e  quindi 
(§  62)  che  sia  semplicemente  ordinato.  Si  consideri  il  gruppo  ordinato  delle 
sue  parti  fondamentali  Z  (§  57)  :  esso  sodisfa  al  principio  d'induzione  (§  57, 
Cor.)  e  di  esso  fa  parte  G  come  ente  finale.  Se  dunque  si  dimostrerà  vero 
il  teorema  per  il  gruppo  Z  ente  originario,  e  per  l'immediatamente  se- 
guente di  un  gruppo  Z  per  cui  è  vero,  si  sarà  provato  per  ogni  gruppo, 
e  quindi  anche  per  G. 

V  II  teorema  è  chiaramente  vero  per  il  gruppo  originario,  formato  da 
un  ente. 


2*'  Sia  supposto  vero  il  teorema  per  un  gruppo  Za  ,  e  si  consideri  Tiin- 
mediatamente  seguente  Z\j  formato  da  Z^  e  da  h  =^z  c^  che  è  ente  di  G  e 
non  di  Z^- 

Se  Z\i  è  ordinato,  sopprimendo  h  e  usando  gli  stessi  criteri  di  seguente 
e  precedente,  il  gruppo  restante  Z^  è  ancora  ordinato,  e  quindi,  secondo  la 
ipotesi,  bene  ordinato.  Gli  enti  di  Za  precedenti  h  in  Z\j  formano  un  gruppo 
bene  ordinato,  il  quale,  perchè  parte  di  un  gruppo  Unito,  è  Unito,  (§  CO)  e 
quindi  limitato  (§  62)  ed  ha  dunque  un  ente  finale  h' .  Di  tale  ente  è  im- 
mediatamente seguente  il  h  in  Zb .  L'ente  immediatamente  seguente  di  h 
in  Za  sarà  un  certo  ente  /;,  che  risulterà  ora  immediatamente  seguente 
di  y  VCL  Z\i  ,  E  tale  ultimo  gruppo  sarà  perciò  bene  ordinato  e.  d,  d. 

Corollario  1.  —  Un  gruppo  finito  comunque  sia  ordi- 
nato   è  limitato    e    semplicemente    ordinato    (§  62). 

Cor.  2  — Un  gruppo  finito  è  sempice mente  ordinato 
anche  scambiando  le  parole  precedaiìie  e  seguente  e  quelle 
finali  e d    onginarie    o    brevemente    rowsciaìido  il  gi*uppo.  (*) 

Cor.  3.  "—  Un  gruppo  ordinato  in  cui  qualche  ente 
non    abbia    l' i  m  m  edi  a  tam  en  t  e    seguente    non   è   finito. 

64.  Si  è  visto  (§  44,  Cor.  1°)  che  se  in  una  corrispondenza  priva  di  cicli 
un  gruppo  G  è  equivalente  a  sé  stesso,  esso  è  bene  ordinabile  in  modo  da 
essere  limitato.  Questo  ordinamento  consiste  nel  considerare  un  ente  qua- 
lunque p  del  gruppo,  nell'indicare  con  cr  di  un  ente  il  suo  corrispondente 
nella  corrispondenza,  eccetto  per  l'ente  q  che  avrebbe  per  corrispondente  p, 
e  nel  prendere  come  gruppo  /S'ft  quello  composto  di  tutti  i  gruppi  che  non 
contengono  &,  contengono  abj  e  l'ente  (j  (quando  c'è)  di  qualunque  ente  che 
essi  contengono.  Ora  dico  che  se  il  gruppo  non  è  sviluppabile  in  tale  ordi- 
namento, il  gruppo  è  semplicemente  ordinato.  Infatti,  se  in  questa  corri- 
siK)ndenza  il  gruppo  non  fosse  catena  di  p,  costruita  la  catena  di  /?,  essa, 
non  coincidendo  col  gruppo,  non  dovrebbe  contenere  l'ente  q  privo  di  d  (§  47, 
Cor.  2')  e  quindi  essa  sarebbe  illimitata  e  perciò  costituirebbe  un  gruppo 
sviluppabile  e  tale  sarebbe  G  con-tro  l'ipotesi.  Si  conclude  che  il  gruppo 
risulta  cosi  semplicemente  ordinato:  ed  essendo  limitato,  sarà  finito. 

D'altra  parte  sappiamo  che  la  corrispondenza  ordinatrice  di  un  gruppo 
semplicemente  ordinato  se  il  gruppo  è  limitato  fa  corrispondere  il  gru])po 
a  sé  stesso  (§  42)  ed  è  priva  di  cicli  (§  52,  Cor.),  e  quindi  si  ha  il 

Teorema.  —  La  condizione  necessaria  e  sufficiente 
affinchè  un  gruppo  non  sviluppabile  siafinito  è  che 
possa  stabilirsi  una  corrispondenza  priva  di  cicli, 
nella    quale    il    gruppo    sia    equivalente    a    sé    stesso. 

65.  Un  gruppo  di  enti  è  definito  quando  si  possa  giudicare  se  un  ente 
qualunque  gli  appartiene  o  no.  A  tale  scopo  dovranno  esser  date  leggi  colle 


(■)  Cfr.  Vkkonkkk.  1.  e.  Iiitroiluzioiie,  N.  2)9,  C).  11  Cantor,  {Xnr  J.fhrc^  fcc,  pag.  (>1. 
Nota)  dà  quosl»)  come  unii  condizione  jmI  un  gruppo  per  essere  linito  :  secondo  questo  Ct>- 
rollarìo  essa  è  inutile. 


—  129  — 

quali  poter  fare  un  simile  riconoscimento.  Tra  queste  leggi  è  utile  spesso 
includere  la  legge  detta  «  arbitrio  »  la  quale  fa  dipendere  la  presenza  degli 
enti  di  un  gruppo,  soltanto  della  volontà  dell'operatore. 

Per  disciplinare  V  uso  di  essa  in  modo  anche  che  si  dia  immagine  di 
quanto  accade  nella  realtà^  converremo  che  tale  legge  serva  solo  pei  gruppi 
finiti,  ammettendo  il 

Postulato (,*;!'*:  «Non  si  possono  prendere  ad  arbitrio 
«enti  che  costituiscano  un  gruppo  non  finito,  sia 
«che  si  voglia n  togliere  da  un  gruppo  solo  (fosse 
«pur  quello  di  tutti  gli  enti)  sia  che  debban  esser 
«presi    parte    da    alcuni^    parte    da    altri    gruppi. 

2^:  «  Si  possono  prendere  ad  arbitrio  enti  uno  per 
«ciascuna  di  speciali  parti  (distinte  o  no)  di  un  grup- 
«  pò,  se  queste  parti,  considerate  come  enti,  costi- 
«tuiscono    un    gruppo    finito. 

B':  «Si  possono  prendere  ad  arbitrio  enti  distìnti 
«da  un  gruppo  (7,  i  quali  debbono  costituire  un  grup- 
*po  equivalente  ad  uno  qualunque  finito  dato,  che 
«sia    di   potenza    minore    a    G , 

Corollario.  —  Si  può  prende  re  ad  arbitrio  un  ente  di 
un    gruppo    qualunque.» 

66.  Se  occorre  estrarre  da  un  gruppo  una  parte  che  sia  sviluppabile, 
per  (guanto  si  soglia  usare  talora  la  frase  ad  arbitrio^  pure  in  omaggio  al 
postulato  precedente  dovrà  intendersi  che  sia  data  una  legge  diversa  dal- 
l'arbitrio colla  quale  si  possano  ottenere  tutti  quegli  enti,  o  almeno  tutti 
allMnfiiori  di  quelli  di  un  gruppo  finito  che  siano  dati  ad  arbitrio,  cioè 
una  legge  colla  quale  si  possa  giudicare  se  un  ente  del  gi'uppo  appartiene 
alla  parte  in  questione. 

Può  talora  e.ssere  utile  il  considerare  una  parte  di  un  gruppo  non  finito  G 
ottenuta  prendendo  un  ente,  che  non  importa  del  resto  qtuUe  da^  per  cia- 
scuna di  certe  sue  parti  costituenti  esse  pure  (considerate  come  enti)  un 
gruppo  non  finito.  Per  ([uanto  si  è  detto,  occorrerebbe,  perchè  un  tal  gruppo 
fosse  definito,  aver  nota  una  legge,  applicando  la  quale  a  ciascuna  di  quelle 
parti  ne  venga  determinato  un  ente,  e  ciò  qualunque  sia  quella  parte.  Non 
potendo,  per  la  ampiezza  che  abbiamo  nel  concetto  di  gruppo,  asserirsi  che 
tale  legge  possa  darsi  in  generale,  si  vede  chiara  l'utilità  della  distinzione 
dei  gruppi  in  due  categorie.  Dicendo  legge  di  scelta  (**)  una  legge  con  la 
quale  in  un  gruppo  si  determini  un  ente  (del  resto  qualunque)  in  Haacuna 
delle  sue  parti,  dovremo  distinguere  i  gruppi  per  i  quali  tale  legge  di  scelta 
è  nota,  da  quelli  per  i  quali  essa  non  è  nota. 


(*)  A  talo  proposiziouG,  cIk»  iutondianio  accettare,  diamo  il  uomedi  Postulato,  non  essendo 
tale  che,  pc»r  ora,  sembri  iK)tor8Ì  provare.  La  cosa  sembrerà  così  rigorosa  anche  a  chi  dissen- 
tisse dal  fare  uso  di  simili  proposizioni. 

(**)  Bettazzi.  —  Sui  punti  di  discontinuità  delle  l'unzioni  di  variabile  reale.  -  (Rendic. 
del  Gire.  Mat.  di  Palermo.  T.  IV;. 
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Non  si  esclude  che  possano  aversi  gruppi  per  i  quali  esistano  leggi  di 
scelta  per  .specicUi  parte  di  essi.  P.  es.  nei  gruppi  finiti  possiamo  dire  fin 
d'ora  esistere  una  legge  di  scelta,  l'arbitrio  i§  65,  Post.  2\  per  i  gruppi  Z 
loro  parti  fondamentali,  giacché  questi,  considerati  come  enti,  costituiscono 
un  gruppo  finito  (§  68,  Cor.  5). 


Capitolo  X. 
GRUPPI  SEMPLICEMENTE  SVILUPPABILI. 

67.  Definizione.  —  Si  dirà  gruppo  ttempUcemeiite  sviluppabile  quel 
gruppo  semplice  che  si  possa  ordinare  semplicemente  in  modo  da  essere 
illimitato  (*;.  Se  un  tal  gruppo  si  consideri  quando  appunto  è  semplice- 
mente ordinato  ed  illimitato,  si  dirà  per  brevità  che  si  è  reso  normale. 

Cor.  1.  —  Il  gruppo  di  cui  si  fa  parola  è  sviluppa- 
bile  (§  43;. 

Cor.  2.  —  Le  qualità  di  gruppo  finito  e  di  semplice- 
mente sviluppabile  si  escludono  a  vicenda  (§  59,  Co- 
rollario 1). 

Cor.  3.  —  Un  gruppo  semplice  o  è  finito  o  è  sempli- 
cemente   sviluppabile. 

Cor.  4.  —  Un  gruppo  equivalente  ad  uno  semplice- 
mente   sviluppabile,    è    tale    esso    pure. 

Cor.  5.  —  Il  «gruppo  delle  parti  fondamentali  Z  di 
un  gruppo  semplicemente  sviluppabile  che  si  sia 
reso  normale,  quando  si  considerano  le  Z  come  enti 
è    semplicemente    sviluppabile    esso    pure    (§  57)  (**). 

68  Teorema.  —  Di  ogni  gruppo  sviluppabile  fa  parte 
un    gruppo    semplicemente    sviluppabile    (***). 

Sia  G  un  gruppo  sviluppabile  ad  %  la  corrispondenza  nella  quale  G  è 
equivalente  ad  una  sua  parte  propria  G  :  e  sia  a  un  ente  di  G  e  non  di 
G^'.  Si  costruisca  la  catena  T  di  a  prendendo  come  ente  <s  di  un  ente  di  G 
il  corrispondente  in  G'  :  tale  catena  deve  essere  illimitata,  ogni  ente  avendo 
il  suo  (j,  e  deve  essere  aperta  non  essendo  a  per  ipotesi  <y  di  nessim  ente. 
E  siccome  nella  corrispondenza  a  una  tale  catena  è  bene  ordinata  illimi- 
tata ad  un  senso  (§  44,  Cor.  2),  cosi  essa  è  semplicemente  sviluppabile  e.  d  d. 

Corollario.  —  Esistono  dei  gruppi  semplicemente 
sviluppabili  (§  12). 


(*)  Dkuekikd  §  6,  N.  71.  —  Cfr.  Veronese  1.  e.  Introd.  N.  89.  Def.  ni.  —  Il  Dedekind  dice 
tal  un  f^ruppo  sempUcemente  infinito  (Vedi  Nota  al  nostro  §  12,  Introduzione)  ;  questo  gruppo 
corrisponde,  quando  ò  ordinato,  a  quello  che  il  Veronese  dice  xerif  UUmìtata  di  !•  specie. 
(**)  Vkkoxese  1.  e.  N.  39  0. 

(«»*)  Dedekind  §  6  N.  72. 
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69.  Abbiamo  visto  (§  44)  che  se  un  gruppo  G,  di  cui^>  è  un  ente,  equi- 
vale a  G  —  p  in  una  corrispondenza  priva  di  cicli,  il  gruppo  G  è  bene  or- 
dinabile, dicendo  gruppo  dei  seguenti  ^S' h  di  un  ente  h  quello  composto  dei 
gruppi  i  quali  non  contengono  h^  contengono  9&  e  contengono  Pente  a  di 
ogni  ente  che  comparisce  i^  essi. 

Dico  ora  che  in  tale  corrispondenza  il  gruppo  è  semplicemente  ordinato. 
Infatti,  se  non  lo  fosse,  la  catena  T  del  suo  ente  originario  p  sarebbe  parte 
propria  di  G,  e  gli  enti  di  G  non  appartenenti  a  T  formerebbero  un  ciclo  : 
giacché  G  corrisponde  all'  equivalente  G  —  j)^  e  F  all'equivalente  Y  —  pt  e 
sopprimendo  risp.  in  G  e  G  —  /?  le  parti  T  e  f — 7>  corrispondenti,  le  re- 
stanti sarebbero  due  gruppi  identici  equivalenti  nella  corrispondenza  e  da- 
rebbero perciò  un  ciclo,  che  invece  non  deve  esistere.  Dunque  G  è  sempli- 
cemente ordinato,  e,  perchè  illimitato,  esso  è  semplicemente  sviluppabile. 

D'altra  parte  si  vide  (§  60)  come  reciprocamente  la  corrispondenza  or- 
dinatrice di  un  gruppo  semplicemente  ordinato  illimitato  fa  corrispondere 
al  gruppo  G  il  gruppo  G  —  7^,  dove  })  è  un  ente  di  G,  e  ciò  in  una  corri- 
.spondenza  senza  cicli.  Se  ora  si  osserva  che  data  una  corrispondenza  senza 
cicli  fìra  G  e  G — j)  scambiando  in  G  l'ente  p  con  un  altro  qualunque  a  ed 
in  G  —  ^  al  posto  di  a  che  si  sopprime  ponendo  p  sì  ottiene  una  nuova 
corrispondenza  senza  cicli,  si  conclude  il 

Teorema.  —  La  condizione  necessaria  e  sufficiente 
perchè  un  gruppo  G  sia  semplicemente  sviluppabile 
è  che  preso  in  esso  un  ente  qualunque  a^  ìtr  G  e  G  —  a 
si  possa  stabilire  una  corrispondenza  senza  cicli, 
nella    quale    G    e    G — a    siano    equivalenti. 

70.  Teorema.  —  Se  un  gruppo  è  parte  di  uno  sempli- 
cemente sviluppabile,  p.  es.  G,  ed  è  tale  che  in  esso 
se  vi  è  un  ente  ve  ne  siano  anche  di  quelli  che 
siano  seguenti  in  G  quando  G  è  semplicemente  or- 
dinato,   sarà    anche    T    semplicemente   sviluppabile  (*). 

Sia  infatti  G  già  semplicemente  ordinato  ed  illimitato  (§  G7  def  ).  Se, 
es.sendo  a  e  b  due  enti  di  T  diciamo  a  seguente  o  precedente  di  &  (a  è  di 
S  bj  risp.  a  è  di  P  ò)  secondochè  accade  risp  l'un  caso  o  l'altro  in  G,  evi- 
dentemente il  gruppo  r  è  ordinato  (§  31) 

Dico  inoltre  che   F  è  cosi  bene  ordinato  ed  illimitato. 

P  Invero  dapprima  ogni  ente  di  F  ne  ammette  dei  seguenti  per  le 
condizioni  richieste  dal  teorema. 

2*  Ogni  ente  di  F  ammette  in  T  Fimmediatamente  seguente.  £d  in- 
vero se  ciò  non  fosse,  e  per  un  ente  b  di  F  accadesse  che  per  ogni  ente 
di  ^y  &  ne  esistesse  uno  compreso  fra  b  ed  esso,  se  a  di  S'  b  si  formi  il 
gruppo  G'  composto  degli  enti  di  1"  che  sono  seguenti  di  b  e  non  seguenti 
di  e,  e  degli  altri  enti  di  G  che  sono  compresi  fra  due  qualunque  degli  ora 
nominati.  t 

{*)  Ch*.  Drdekiku,   %  S,  N.  122  —  Veronese  1.  o.  N.  5)9  fi.   —   Cenni   anche   in  Caxtor, 
A  et  a  Math.  pag.  918. 
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In  tale  gruppo  G'  se  vi  sono  due  enti  di  G  vi  sono  chiaramente  anche 
tutti  quelli  di  G  comprosi  fra  essi.  Se  in  essi  vi  è  un  ente,  vi  è  il  suo  im- 
mediatamente precedente  in  G,  giacché  :  I.  o  esso  è  ente  di  V  e  quindi  di  S' b 
e  P'  e  o  ne  esiste  per  ipotesi  un  altro  di  V  che  è  suo  precedente  ed  è  di  /S*'  />, 
il  quale  dunque  è  ancora  in  G',  ossia  ve  ne  sono  in  G'  dei  precedenti  quel- 
l'ente in  G,  e  quindi  vi  è  anche  il  suo  immediatamente  precedente:  II.  o 
esso  è  ente  non  di  T  ma  di  G  compreso  fra  due  a,  ?  di  T,  ed  ammette  per 
ciò  solo  in  G  dei  precedenti  (p.  es.  a  o  [i)  e  quindi  anche  il  suo  immedia- 
tamente precedente  Se  in  G'  vi  è  un  ente,  che  non  sia  r,  vi  è  anche  l'im- 
mediatamente  seguente  essendovi,  per  ipotesi,  tutti  gli  enti  compresi  fra 
esso  e  e  :  per  r  invece  non  esiste  in  G'  Timmediatamente  seguente.  I  gruppi 
G'  e  G'  —  r  sono  dunque  equivalenti  facendo  corrispondere  ad  ogni  ente  di 
G'  —  e  il  suo  immediatamente  seguente  ;  dunque  G'  è  sviluppabile,  il  che 
invece  non  può  essere,  essendo  G'  parte  della  Z  che  ha  e  per  ente  finale,  la 
quale  è  gruppo  finito.  Si  conclude  che  ogni  ente  di  V  ammette  in  T  l' im- 
mediatamente seguente.  Sarà   T  dunque  un  bene  ordinato  secondo  ff. 

3*  Dico  infine  che,  cosi,  F  è  semplicemente  ordinato.  Infatti  vi  è  un 
ente  in  F  senza  precedenti;  giacché  se  ogni  ente  di  F  avesse  precedenti  e 
presp  un  ente  qualunque  di  F,  si  costruisse  il  gruppo  G"  composto  degli  enti 
che  lo  precedono  in  F  e  di  quelli  di  G  compresi  fra  due  di  questi,  si  prowe- 
rebbe  come  nel  caso  precedente  che  G"  é  sviluppabile,  il  che  é  impossibile. 

Inoltre  .se  a  è  il  suo  onte  originario,  la  corrispondenza  ordinatrice  fra 
r  e  r  —  a  non  può  avere  cicli.  Se  infatti  ne  avesse,  ed  uno  di  essi  fosse 
Tq,  costruito  il  gruppo  Gq  di  tutti  gli  enti  di  G  tali  che  ciascuno  o  è  di  Vo 
o  ò  in  G  compreso  fra  due  enti  di  T^,  sarà  Gq  chiaramente  tale  che  per 
ogni  suo  ente  esistono  in  essi  gli  immediatamente  seguente  e  prece- 
tlente,  e  quindi  Gq  sarà  un  ciclo  nella  corrispondenza  ordinatrice  di  G,  men- 
tre invece  essendo  G  semplice  tale  corrispondenza  non  può  contenere  cicli 
(§  50  Cor.  4").  Sarà  dunque  priva  di  cicli  anche  la  corrispondenza  ordinatrice 
di   r,  e  r  sarà  perciò  semplicemente  ordinato  (§69). 

È  cosi  provato  che  F  è  semplicemente  sviluppabile  esso  pure. 

Corollario  1.  —  Il  gruppo  ottenuto  da  uno  semplice- 
mente sviluppabile,  che  si  sia  reso  normale  soppri- 
mendovi una  parte  fondamentale,  è  semplicemente 
sviluppabile  esso  pure,  ed  è  semplicemente  ordinato 
nella  stessa  corrispondenza  ordinatrice  del  primi- 
tivo. 

Oor.  2.  —  In  ogni  parte  finita  di  un  gruppo  semplice- 
mente sviluppabile  che  si  sia  reso  normale  vi  è  un 
ente    del    quale    nessun    altro    é    seguente. 

71.  Teorema.  —  In  ogni  parte  F  di  un  gruppo  sempli- 
cemento  sviluppa  hi  le  che  si  sia  reso  normale,  e  che 
sia  allora  p.  ei?.  G ,  deve  esistere  un  ente  talo  che 
in  F  non  comparisca  nessuno  degli  enti  che  sono 
suoi    precedenti    in    G, 
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Ed  in  vero  se  V  contiene  roriginario  di  G,  questo  è  Tente  in  questione. 
Se  non  contiene  l'originario  di  G,  che  precederà  allora  tutti  gli  enti  di  F, 
si  dica  G.  il  gruppo  (allora  esistente)  di  tutti  gli  enti  di  G  precedenti  tutti 
gli  enti  di  W  Se  Gq  contenesse  Tente  <j  di  ogni  proprio  ente,  contenendo 
l'originario  di  G^  pel  principio  d' induzione  conterrebbe  l' intero  gruppo 
G,  il  che  non  dev'essere;  dovrà  dunque  contenere  almeno  un  ente  a  senza 
il  suo  <7  e  quindi  nessuno  dei  seguenti,  giacché  se  contenesse  b  seguente 
di  a,  essendo  a  e  b  per  le  definizioni  di  (7„  precedente  tutti  gli  enti  di  P, 
tale  sarebbe  anche  5  a  compreso  fra  a  eb,  e  a  a  sarebbe  di  Gq  contro  l'ipo- 
tesi. E  di  tali  enti  privi  di  seguenti  dev'essercene  uno  solo,  giacche  di  due 
uno  sarebbe  seguente  all'altro,  e  questo  seguente  dovrebbe  non  comparire 
in  Gq.  Se  «  è  dunque  l'ente  in  questione,  l'ente  t  a  deve  essere  non  prece- 
dente a  tutti  quelli  di  F  ;  e  non  potendo  essere  seguente  a  nessuno,  giac- 
ché se  fosse  seguente  a  b  dovrebbe  essere  b  compreso  fra  a  e  e  a,  il  che 
non  può  essere,  dovrà  <t  a  essere  un  ente  appartenente  a  F,  del  quale  in  F 
non  comparisce  nessun  precedente  e.  d.  d. 

E  chiaro  che  di  tali  enti  ne  esiste  uno  solo. 

72.  Teorema.  —  Una  parte  di  un  gruppo  semplice- 
mente sviluppabile  è  o  finita  o  semplicemente  svi- 
luppabile   (*). 

Ed  invero  si  consideri  che  il  gruppo  si  sia  reso  normale.  Se  F  è  la  sua 
parte  :  —  1^  o  sarà  tale  che  esista  in  essa  un  ente  b  del  quale  in  F  non  fi- 
gura nessun  seguente  (e  di  tali  enti  ve  ne  dovrà  essere  al  più  uno)  ed  al- 
lora F  è  parte  (propria  o  no)  della  Z  che  ha  b  per  ente  finale,  ed  è  dun- 
que finito;  —  2'  o  non  vi  è  nessun  ente  nella  condizione  di  &,  ed  allora  per 
il  teorema  del  §  precedente,  sarà  F  semplicemente  sviluppabile. 

Corollario  1.  —  Le  parti  finite  di  un  gruppo  sempli- 
cemente sviluppabile  sono  tutte  e  sole  quelle  in  cui 
comparisce  un  ente,  del  quale  nessuno  dei  seguenti 
comparisca    nella    parte    (§  71). 

Cor.  2.-^  Ogni  parte  sviluppabile  di  un  gruppo  sem- 
plicemente sviluppabile  è  un  gruppo  semplicemente 
sviluppabile. 

Cor.  3.  —  Le  parti  di  un  gruppo  semplice  (finito  o 
semplicemente  sviluppabile)  sono  gruppi  semplici, 
(§  60,  72). 


(♦)  Dkdkkind.  §  H,  X.  12a. 
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Capitolo  XI. 
COMPOSIZIONE  DEI  GRUPPI  SEMPLICI. 

73.  Teorema.  —  Se  G  è  un  gruppo  finito  ed  a  un  ente 
che  non  gli  appartiene,  è  finito  anche  il  gruppo 
G'H-r/  (*). 

Infatti  G,  perchè  finito,  si  può  ordinare  in  modo  da  essere  semplice- 
mente ordinato  limitato  :  se  &  è  il  suo  ente  finale  e  a  si  dice  seguente  a  &, 
il  gruppo  6r  -4-  a  è  chiaramente  semplicemente  ordinato  limitato,  e  quindi 
6r  -H  rt  è  finito. 

74.  Teorema.  —  Il  gruppo  composto  di  due, gruppi  fi- 
niti   è    un    gruppo    finito  (**). 

Siano  infatti  G,  e  6?^  i  gruppi  e  indichi  G\  il  gruppo  degli  enti  di  G^ 
distinti  da  quelli  di  G^  ;  esso  pure  sarà  finito  ed  il  gruppo  composto  sarà 
(tj  H-  G\.  Se  G\  non  esiste,  il  teorema  è  evidente.  Se  (r  j  esiste  si  ordini 
G'j  e  sia  a  il  suoente  originario.  Allora  —  1°  essendo  finito  G^  tale  è  Gj  -h  a 
(§  73)  —  2^  essendo  finito  il  gruppo  composto  di  una  Zb  ài  G\  lo  sarà  il 
gruppo  composto  di  G^  e  della  Zb  immediatamente  seguente,  che  risulta  dal 
precedente  gruppo  aggiungendovi  Pente  cr  b.  Dunque  per  il  principio  d'in- 
duzione (§  58,  Cor.  5.)  sarà  finito  anche  il  gruppo  composto  di  G^  e  della 
Z  che  ha  per  ente  finale  l'ente  finale  di  G\  cioè  il  gruppo  Gj  +  G\  e.  d,  d. 

75.  Teorema.  —  E  finito  il  gruppo  composto  di  più 
gruppi  finiti,  i  quali  considerati  come  enti  costitui- 
scano   un    gruppo    finito    (***). 

Si  ordini  il  gruppo  di  tali  gruppi  e  sia,  cosi  ordinato  G^,  Gj, . . . .  Gp.  Si 
formino  le  parti  fondamentali  Zg  di  tale  gruppo  :  e  si  consideri  il  loro 
gruppo  ordinato.  Il  suo  ente  originario  Zg^  =  G^  è  un  gruppo  finito:  e  se 
uno  dei  suoi  enti  Zg  è  gruppo  finito,  tale  è  il  suo  immediatamente  seguente 
(§  74)  essendo  esso  ugnale  alla  somma  dei  due  gruppi  finiti  di  cui  uno  è 
Zg  e  l'altro  il  a  di  Gj.  Dunque  poiché  (§  57  Cor.  5)  il  gruppo  della  Z  è  fi- 
nito, varrà  il  principio  d'induzione,  e  sarà  finito  anche  l'ente  finale  Zg  che 
è  il  gruppo  in  questione  e.  d,  d. 

76.  Teorema.  —  Il  gruppo  composto  di  più  gruppi 
finiti  i  quali,  considerati  come  enti,  costituiscono 
un    gruppo    o    finito     o     semplicemente     sviluppabile. 

Sia  r  il  gruppo  dato  dei  gruppi  finiti  che  si  suppongano  dapprima  non 
aventi  a  due  a  due  enti  comuni  e  che  si  indichino  con  Gr.  Si  renda  T  nor- 
male considerando  enti  i  gruppi  finiti,  e  si  ordinino  questi  gruppi  ;  se  si  fa 


^•)  Dkdrkind,  §  5,  N.70. 
(*♦)  Dkdekixd,  §  14,  N.  169. 
{***)  Cfr.  Dedkkind,  g  14,  N.  170. 
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Tordinamento  secondo  i  gruppi  parziali  (§  B7),  il  gruppo  composto  To  appa- 
risce ordinato.  Esso  è  anche  bene  ordinato  avendo  ogni  ente  per  ente  a  o 
il  <7  del  proprio  gruppo  parziale  o  l'originario  del  gruppo  immediatamente 
seguente. 

Inoltre  T  sarà  catena  del  proprio  ente  originario,  e  quindi  sarà  sem  • 
plicemente  ordinato.  Ed  inatti  sia  un  gruppo  Gq  che  contenga  il  suo  ente 
originario  ed  il  <j  di  ogni  suo  ente  che  contiene.  Esso  contiene  tutti  gli 
enti  del  gruppo  G^  originario  nel  gruppo  semplicemente  sviluppabile  dei 
Grj  contenendo  il  suo  ente  originario  (che  si  è  preso  originario  iu  \\)  ed 
il  (T  di  ogni  suo  ente,  ed  essendo  il  gruppo  in  questione  finito.  Se  poi  Gq 
contiene  un  gruppo  Gr  contiene  tutto  il  gruppo  <j  Gr^  giacché  conterrà  il  a 
del  finale  di  Gr,  che  è  Toriginario  del  gruppo  a 6rr,  ed  il  ex  di  ogni  ente 
che  contiene,  e  quindi  tutto  <7  Gr  che  è  finito.  Essendo  il  gruppo  della  Gr  nn 
gruppo  semplicemene  ordinato  di  tali  gruppi  presi  come  enti,  si  conclude 
che  Gq  li  contiene  tutti,  e  quindi  contiene  l'intero  l\.  Dunque  ogni  gruppo 
che  contenga  l'ente  originario  di  Fo  ed  il  e  di  ogni  ente  che  contiene  con- 
terrà l'intero  [\j  e  r  sarà  semplicemente  ordinato. 

È  provato  cosi  che  Tq  è  semplicemente  sviluppabile,  e.  d.  d. 

Supponiamo  ora  che  i  gruppi  Gr  possano  avere  anche  degli  enti  comuni 
e  ad  ogni  gruppo  Gr  sostituiamo  quello  G'r  degli  enti  di  esso  non  comuni 
a  nessuno  dei  gruppi  Gr  che  Io  precedono  in  F  quando  è  reso  normale. 
Chiaramente  il  gruppo  composto  dei  gruppi  Gr  è  identico  a  quello  composto 
dei  G'r.  Alcuni  dei  gruppi  G  r  potendo  essere  nulli  e  restando  cosi  sop- 
pressi, il  gruppo  F'  dei  gruppi  G'r  considerati  come  enti  sarà  equivalente 
a  F  o  ad  una  sua  parte,  e  sarà  quindi  (§  72)  un  gruppo  finito  o  sempli- 
cemente sviluppabile  di  gruppi  finiti  senza  enti  comuni  Gr  ed  il  loro  gruppo 
composto  o  per  il  Teor.  del  §  75  o  per  la  parte  già  dimostrata  dal  Teorema 
attuale,  sarà  risp.  o  finito,  o  semplicemente  sviluppabile. 

Con  ciò  il  teorema  e  pienamente  dimostrato.  • 

Osservazione,  La  prima  parte  della  dimostrazione  ha  provato  che  im 
gruppo  semplicemente  sviluppabile  i  cui  enti  sono  gruppi  finiti  i  quali  non 
hanno  due  a  due  enti  comuni,  è,  rispetto  a  questi  enti  semplicemente  svi- 
luppabile. 

77.  Teorema.  —  Il  gruppo  composto  di  più  gruppi 
uno  almeno  dei  quali  è  sviluppabile,  è  tale  esso 
pure. 

Ed  invero  (§  14)  una  sua  parte,  è,  per  ipotesi,  un  gruppo  sviluppabile. 

78.  Teorema.  —  E  semplicemente  sviluppabile  il 
gruppo  (svilupabile  (§77))  composto  di  un  gruppo 
semplicemente    sviluppabile    e    di    uno    finito. 

Se  6r  è  il  gruppo  finito  è  F  l'altro,  supposti  dapprima  senza  enti  comimi, 
si  ordini  il  gruppo  composto  secondo  i  gruppi  parziali  (r  e  T  {%  37)  essendo 
G  precedente  a  F.  Il  gruppo  composto,  che  cosi  è  bene  ordinato,  è  anche 
semplicemente  ordinato.  Infatti  si  consideri  un  gruppo  Gq  clie  contenga  il 
suo  ente  originario,  e  l'immediatamente  seguente  di  ogni  ente  che  conipa- 
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risce  in  essi.  Un  tal  gruppo  G„  contiene  l'originario  di  G  e,  se  un  ente,  anche 
rimuiediatamente  seguente,  e  valendo  il  principio  d'induzione  per  il  gruppo 
G  che  è  finito,  si  ha  che  contiene  tutti  gli  enti  di  G,  Inoltre  Gq  contenendo 
il  finale  di  G  contiene  il  suo  ente  j,  che  è  l'originario  di  T,  e  l'ente  <t  di 
ogni  onte  <t  di  F  che  contenga,  e  quindi  essendo  F  un  gruppo  semplice- 
mente ordinato,  contiene  tutto  F-  Dunque  G„  contiene  gli  enti  di  Gè  F; 
perciò  il  gruppo  proposto  è  comune  a  tutti  gruppi  della  natura  di  Go  ed  è 
quindi  catena  dell'ente  originario,  ossia  è  un  gruppo  semplicemente  ordi- 
nato, e,  perchè  illimitato,  è  semplicemente  sviluppabile. 

Se  (r  e  F  hanno  enti  comuni  vale  pure  il  teorema,  potendosi  sostituire 
a  G  il  gruppo  G'  degli  enti  di  G  non  comuni  a  F,  che  pure  è  finito,  e  per 
il  quale  vale  la  dimostrazione  precedente. 

79.  Teorema.  —  Il  gruppo  composto  di  due  gruppi 
semplicemente    sviluppabile    è    tale    esso    pure. 

Infatti  se  dapprima  tutti  gli  enti  dell'  uno  G,  sono  distinti  da  quelli 
dell'altro"  G^,  si  pongano  C?,  e  G^  in  corrispondenza  ordinata  (Cfr.  §  84)  dopo 
averli  resi  normali.  Nel  gruppo  composto  G  si  prenda  come  originario  l'ori- 
ginario di  Gj,  come  immediatamente  seguente  di  esso  l'originario  di  G^,  per  g 
di  questo  il  a  dell'originario  di  G„  ed  in  generale  per  a  di  un  ente  di  G^  il 
corrispondente  di  Gj,  e  per  ^  di  un  ente  di  G,  il  e  del  corrispondente  di  G, 
Il  gruppo  sarà  cosi  chiaramente  bene  ordinato.  Inoltre  sarà  semplicemente 
ordinato,  giacché  se  im  gruppo  F  contiene  il  suo  originario  e,  contenendo 
un  suo  ente,  contiene  il  suo  e,  allora  se  contiene  un  ente  b  p.  es.  di  G,  deve 
contenere  il  ff  in  G  che  è  il  corrispondente  di  G^,  ed  il  a  di  questo  in  G 
che  è  il  ff  di  7>  in  G,  —  dunque  T  contiene  l'originario  di  G„  e  se  un  ente 
di  esso  il  suo  a  in  Gj ,  e  perciò  essendo  Gj  semplicemente  ordinato,  contiene 
l' intero  G,.  Cosi  contiene  anche  Gj,  e  quindi  l' intero  gruppo  G;  dunque 
sarà  G  catena  del  suo  ente  originario,  e  perciò  sarà  semplicemente  ordinato. 

Se  i  due  gruppi  contengono  qualche  ente  comune,  in  uno  dei  due  gruppi 
si  sopprimono  tali  enti  e  resterà  di  esso  una  parte  che  sarà  un  gruppo  o  fi- 
nito o  semplicemente  sviluppabile  .(§  72).  Il  gruppo  cercato  sarà  quindi  com- 
|)OSto  o  di  un  gruppo  semplicemente  sviluppabile  e  di  uno  finito  o  di  due  sem- 
plicemente sviluppabili,  e  o  per  il  Teorema  del  §  78  o  per  la  prima  parte 
del  Teorema  attuale  si  concluderà  che  il  gruppo  cercato  è  semplicemente 
sviludpabile,  e   d.  d. 

80.  Teorema.  —  Il  gruppo  composto  di  più  gruppi  sem- 
plicemente sviluppabili  (considerato  ciascuno  come 
un  ente)  un  gruppo  finito,  è  un  gruppo  semplicemente 
sviluppabile    (*). 

Dimostrazione,  per  induzione  analoga  a  quella  del  §  75  applicando  il  Teo- 
rema del  §  79. 

81.  Teorema.  —  Il  gruppo  composto  di  più  gruppi  sem- 
plicemente   sviluppabili    costituenti   (considerati    cia- 

(»)  Vedi  cenni  in  Caxtok  -  Acta  Math,  Voi. Il,  pafrf2:.312,  365. 
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scuno  come  uu  ente)  un  gruppo  semplicemente  svilup- 
pabile,  è  esso  pure  un  gruppo  sempicemente  svili  up- 
p  a  b  i  1  e.    (*) 

Infatti  si  suppongano  dapprima  distinti  gli  enti  di  due,  comunque 
presi,  dei  gruppi  dati,  che  supporremo  tutti  resi  normali  e  indicheremo  di- 
cendoli gruppi  Gr  e  si  pongano  questi  gruppi  in  corrispondenza  ordinata. 
Il  gruppo  T  i  cui  enti  sono  i  gruppi  dati,  sia,  perchè  semplicemente  svilup- 
pabili e  supposto  esso  pure  reso  normale,  in  corrispondenza  ordinata  coi 
gruppi  suoi  enti,  e  sia  C,  il  suo  ente  originario,  ed  a  l'ente  originario  del 
gruppo  6?,.  Diciamo  quadrato  di  ima  Z  del  gruppo  G,  il  gruppo  parte  di  T 
costituito  dagli  enti  di  una  Z  di  C,  e  dalle  corrispondenti  Z  di  tutti  i  gruppi 
che  in  F  costituiscono  la  Z  corrispondente  a  quella  scelta  in  G^.  Tali  qua- 
drati formano  un  gruppo,  il  quale  essendo  di  ugual  potenza  e  quello  delle 
Z  di  r  sarà  (§  67  Cor.  5)  un  gruppo  semplicemente  sviluppabile,  che  risul- 
terà semplicemente  ordinato  se  al  quadrato  di  una  Z  di  Gj  si  dà  per  im- 
mediatamente seguente  quello  della  Z  successiva  in  Gj.  Gli  enti  di  ciascun 
quadrato  costituiscono  (§  75)  un  gruppo  finito,  e  finito  è  quindi  il  gruppo 
differenza  fra  due  quadrati  successivi.  Tali  differenze  costituiscono  esse  pure 
un  gruppo  semplicemente  sviluppabile  che  si  rende  normale  prendendo  come 
originaria  la  differenza  fra  il  quadrato  originario  (a\  ed  il  suo  immediata- 
mente seguente  e  come  s  di  una  differenza  fì:a  due  quadrati  la  differenza 
Ira  i  due  quadrati  che  sono  e  di  quelli.  Il  gruppo  composto  di  tutte  le  dif- 
ferenze è  identico  al  gruppo  T  composto  dei  gruppi  dati.. 

Ogni  differenza  consta  di  un  ente  per  ciascuno  dei  gruppi  dati  compa- 
renti in  essa,  eccetto  il  finale,  del  quale  contiene  una  Z.  Se  ne  ordinino  gli 
enti,  prendendo  come  originario  Pente  del  gruppo  originario  che  appartiene 
ad  essa,  per  <j  di  un  ente  l'ente  del  gruppo  r,  eccetto  per  l'ente  del  gruppo 
immediatamente  precedente  il  gruppo  finale,  del  quale  si  prenderà  come  e 
l'originario  della  Z  del  gruppo  finale  appartenente  alla  differenza  ed  anche 
per  gli  enti  di  tale  Z  dei  quali  si  prenderanno  come  enti  e  gli  enti  a  nel 
gruppo  stesso  finale,  meno  che  per  il  "finale  della  Z  che  comparisce  nella 
differenza,  che  si  prenderà  come  finale  della  differenza:  ad  ogni  ente  finale 
di  una  differenza  si  dia  come  ente  ff  l'originario  della  differenza  immedia- 
tamente seguente.  In  tal  modo  si  viene  ad  avere  chiaramente  ordinato  il 
gruppo  composto. 

Esso  riuscirà  inoltre  cosi  semplicemente  ordinato.  Ed  invero  se  si  co- 
struisce un  gruppo  che  contenga  il  suo  ente  originario,  e  che  se  contiene 
un  ente  contenga  il  suo  ente  <y,  esso  se  contiene  un  ente  di  ima  differenza 
li  contiene  tutti,  per  il  principio  di  induzione,  essendo  la  differenza  in  que- 
stione gruppo  finito:  se  contiene  un  ente  di  una  differenza  ne  contiene 
anche  quello  finale,  come  ora  si  è  detto,  e  quindi  anche  il  suo  ente  ff,  ori- 
ginario della  differenza  immediatamente  seguente,  e  quindi  tutta  questa 
differenza.  Allora  esso  contiene  la  differenza  originaria  e  se  una  differenza 


(*)  Vedi  cenni  in  Cantob  -  Aota  Math,  pagg.313,  365. 


—  138  — 

anche  la  immediatamente  seguente,  dunque,  poiché  il  gruppo  delle  differenze 
è  semplicemente  ordinato,  le  contiene  tutte,  e  perciò  contiene  tutto  il  gruppo 
composto. 

Questo  gruppo  composto  è  dunque  semplicemente  sviluppabile. 

Se  i  gruppi  dati  hanno  enti  comuni,  ad  ogni  gruppo  Gr  si  sostituisca 
quello  G».  degli  enti  che  esso  ha  distinti  da  tutti  i  gruppi  che  lo  prece- 
dono nel  gruppo  composto,  se  questo  si  considera  come  gruppo  semplice- 
mente sviluppabile,  reso  normale,  di  gruppi  Gr-  Ogni  gruppo  G'r  sarà  o  il 
gruppo  nullo,  o  un  gruppo  finito,  od  uno  semplicemente  sviluppabile  (§  72): 
il  gruppo  originario  G,  resterà  inalterato,  e  sarà  quindi  G/  =  Gj  un  gruppo 
semplicemente  sviluppabile.  I  gruppi  G,  diversi  da  G',  sopprimendo  quelli 
nulli,  costituiranno  essi  pure,  presi  come  enti,  o  il  gruppo  nullo,  o  un  gruppo 
finito,  o  uno  semplicemente  sviluppabile:  talché  ricorrendo,  secondo  i  casi, 
o  al  Teor.  del  §  75,  o  a  quello  del  §  78,  o  a  quello  del  §  76,  o  a  quello  del 
§  80,  o  alle  parti  già  dimostrate  del  Teorema  attuale,  o  a  questi  Teoremi 
combinati  fra  loro,  si  vedrà  ohe  il  loro  gruppo  composto  sarà  un  gruppo 
nullo,  o  finito,  o  semplicemente  sviluppabile  :  e  quindi  infine  il  gruppo  com- 
posto di  esso  e  di  G\  che  è  semplicemente  sviluppabile,  sarà,  per  gli  stessi 
teoremi  un  gruppo  semplicemente  sviluppabile. 

Cosi  il  Teorema  è  pienamente  dimostrato. 

Capitolo  XII. 
POTENZA  DEI  GRUPPI  SEMPLICI. 

■ 

82.  Teorema.  —  Se  G  è  un  gruppo  finito  ed  a  un  ente 
non    di    G,    sarà    G  -\-  a   di    potenza    superiore    a    G. 

Infatti,  se  G  è  finito,  tale  è  G  -\-  a  {§  73)  ed  allora  G,  che  è  sua  parte 
propria,  gli  è  su v valente  (§61). 

83.  Teorema.  —  I  due  gruppi  finiti  G  e  G-f-a,  dove  a 
è    un    ente    non    di    G,    hanno    potenze    consecut ive    (*). 

Supponiamo  infatti  che  possa  esistere  un  gruppo  T  tale  che  sia 

G<  r<  G-+-a: 

qualunque  siano  le  corrispondenze  a  e  S,  possibili  rispettivamente  fra  G  e  F 
e  fra  T  e  G  -+-  «,  dovrà  essere: 

(C<l\,(r<G-|-«)^. 

Avremo  nella  corrispondenza  p  per  lo  meno  un  ente  isolato  nel  gruppo 
Q-^a^  Q  potremo  sempre  supporre  che  uno  degli  enti  isolati  sia  «,  altri- 
menti potremo  scambiare  a  con  uno  degli  isolati.  Sopprimendo  a,  gli  enti 
di  r  avranno  ancora  tutti  il  loro  corrispondente  nel  gruppo  restante  G,  e 
potremo  scrivere  (G  <  r)^^,  (r  ^  G),^  donde  (G  <  G\^  (§  S\  vale  a  dire 
che  nella  corrispondenza  composta  fi  x  risulta  G  prevalente    a  sé  stesso,  e 


(*)  Cfr.  Dedekisd,  §  14,  N.  166. 
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quindi  sviluppabile  (§  15  Cor.  I)  il  che  non  può  essere  (§  59  Cor.  1^)  essendo 
G  finito.  È  dunque  vero  che  G  e  G-{-  a  hanno  potenze  consecutive. 

Corollario.  —  Due  Z  di  uno  stesso  gruppo  sempli- 
cemente ordinato,  che  siano  una  immediatamente 
seguente    all^  altra,    hanno    potenze    consecutive. 

84.  Teorema —  Ogni  gruppo  finito  è  equivalente  ad 
una  conveniente  ed  una  sola  Z  di  un  gruppo  sem- 
plicemente   sviluppabile,    reso    normale,    qualunque  (*) 

Se  Z, ,  Zj . . . .  Zr  è  il  gruppo  ordinato  delle  Z  del  gruppo  finito  ordinato 
dato  r,  sarà  Zj  equivalente  a  quella  Z'  del  gruppo  semplicemente  sviluppabile 
dato,  Gf  la  quale  consta  del  suo  ente  originario:  e  se  Z,  è  una  Z  di  V  che 
si  supponga  equivalente  ad  una  conveniente  Z',  di  G,  l'immediatamente  se- 
guente Z^g  in  r  sarà  equivalente  alla  Z'^jg  immediattamente  seguente  a  Z\ 
in  G,  mantenendo  associati  nella  corrispondenza  gli  enti  che  lo  erano  in 
Zs  e  Z's,  e  associando  i  due  enti  stati  aggiunti  a  Zj  e  Z's  per  cambiarli 
in  Zfjfi  e  Z'fjg .  Per  il  principio  d'induzione  applicato  al  gruppo  Zj .  Z, . . .  Z , 
si  potrà  stabilire  una  corrispondenza  fra  Z,.  =  r  ed  una  conveniente  Z'  di 
G,  che  in  essa  saranno  equivalenti.  Cosi  è  provata  la  prima  parte  del 
Teorema. 

Comunque  poi  si  faccia  corrispondere  un  gruppo  finito  ad  una  equiva- 
lente Z  di  un  gruppo  semplicemente  sviluppabile,  reso  normale,  dovrà 
sempre  corrispondere  ad  una  stessa  Z,  altrimenti  le  due  Z  a  cui  esso  equi- 
valesse dovrebbero  essere  equivalenti  fra  loro,  il  che  non  può  essere  f§  61 
Cor.  30). 

Corollario  1.  —  Ogni  gruppo  finito  può  essere  esso 
stesso  Z  di  un  gruppo  semplicemente  sviluppabile 
reso  normale,  potendosi  sostituire  alla  Z  di  un  gruppo  cosiffatto  alla 
quale  esso  equivalga. 

85.  Teorema.  —  Un  gruppo  finito  è  necessariamente 
di  potenza  o  maggiore,  o  uguale,  o  minore  a  quella 
di    un    dato    gruppo    qualunque    (**). 

Infatti  noi  possiamo  associare  all'ente  originario  di  un  gruppo  finito  or- 
dinato G,  uno  arbitrario  del  gruppo  dato  F,  alPente  <j  dell'originario  di  G 
uno  qualunque  di  quelli  restanti  in  P,  e  in  generale  se  ad  un  ente  6  di  G 
si  è  associato  un  ente  di  F,  si  può  associare  all'ente  dì)  di  G  un  ente  qua- 
lunque del  gruppo  T',  che  si  ottiene  da  P  sopprimendovi  gli  enti  di  esso 
già  associati  ai  precedenti  di  6  ed  a  b,  se  un  tal  gruppo  T'  esiste  Questa 
associazione,  per  il  principio  d'induzione  valido  in  G,  è  una  corrispondenza 
fra  G  e  T,  nella  quale  o  G  ha  per  immagine  una  parte,  propria  o  no,  di  T, 
oppure  una  parte  propria  di  G  ha  per  immagine  T.  Lo  stesso  accadrà  quindi 
in  qualunque  corrispondenza  possibile  fra  G  e  P  (§  61)  e  sarà  perciò  G  ne- 
cessariamente di  potenza  o  maggiore,  o  uguale,  o  minore  a  quella  di  P. 


(*)  Cfr.  V*.RONF.8f:,  1.  0.,  N.  48,  a). 
(**)  Bettazki,  Gruppi  infiniti  ed  infiniti  di  enti. 


—  140  — 

Corollario  1. —  Ogni  gruppo  finito  è  paragonabile  con 
qualunque    altro    gruppo. 

Cor.  2.  —  Due  gruppi  finiti  sono  sempre  paragona- 
bili. 

86.  Teorema.  —  Ogni  gruppo  che  non  sia  di  potenza 
maggiore  a  tutte  quelle  di  qualunque  gruppo  finito 
è    finito    esso    pure    (*). 

Ed  infatti  (§  85)  se  il  gruppo  T  non  è  di  potenza  maggiore  a  quella  di 
un  conveniente  gruppo  finito  p.  es.  G,  dovrà  essere  o  di  potenza  uguale 
ad  esso,  o  di  potenza  minore  di  esso,  e  quindi  di  potenza  uguale  a  quella 
di  una  sua  parte  propria,  e  perciò  in  ogni  caso  di  ugual  potenza  ad  un 
gruppo  finito,  e  finito  esso  pure. 

Corollario  1.  —  Un  gruppo  o  è  finito,  o  è  di  potenza 
maggiore    a    quella    di    tutti    i    gruppi    finiti. 

Cor.  2.  —  Ogni  gruppo  finito  è  di  potenza  minore  a 
qualunque    gruppo    sviluppabile    (§  59  Cor.  1.  §  8i  Cor.  1). 

Cor.  3.  —  Si  possono  prendere  ad  arbitrio  enti  di 
un  gruppo  sviluppabile  che  debbano  costituire  un 
gruppo  equivalente  ad  uno  finito  qualunque  dato 
(§  65  Post.  3). 

87.  Teorema.  —  Due  gruppi  semplicemente  svilup- 
pabili   qualunque    G^   e    G^    sono    di    ugual    potenza  (**). 

Infatti  nei  gruppi  G^  e  G,  già  resi  normali  si  facciano  corrispondere  i 
due  enti  originari,  e  gli  enti  t  di  enti  già  corrispondenti.  Allora: 

1"*  Ogni  ente  di  G^  ha  il  corrispondente  in  Gj,  per  il  principio  d'indu- 
zione, e  cosi  ogni  ente  di  G^  lo  ha  in  Gj. 

2^  Ogni  ente  di  Gj  corrisponde  cosi  ad  uno  solo  di  G^,  Ed  invero  ciò 
vale  per  l'ente  originario,  che  non  è  d  di  nessuno,  e  se  è  vero  per  un  ente 
di  G„  lo  sarà  anche  per  il  suo  ente  e,  giacché  se  questo  corrispondesse 
a  più  enti  di  G,,  l' immediatamente  precedente  dovrebbe  corrispondere  a  più 
distinti,  di  cui  quelli  dovrebbero  essere  gli  enti  ff,  il  che  è  contro  l'ipotesi. 
Per  il  principio  d'induzione  ciò  accadrà  per  ogni  ente  dì  G,.  Cosi  dicasi  per 
ogni  ente  di  Gg  rispetto  a  Gj. 

In  questa  corrispondenza  i  due  gruppi  saranno  dunque  equivalenti,  e.  d.  d. 

Osservazione.  Quando  due  gruppi  semplicemente  sviluppabili  si  trovano 
nella  corrispondenza  esposta  nel  teorema,  sono  in  corrispondenza  ordinata 

(§34). 

Corollario.  —  E  sempre  possibile  porre  in  corrispon» 
denza  ordinata  due  gruppi  semplicemente  sviluppa- 
biliqualunque. 

88.  Teorema.  —  I  gruppi  semplicemente  sviluppabili 
sono    paragonabili    con    qualunque    gruppo    sviluppa- 


(*)  Bkttazzi,  (4rnppi  infiniti  ed  intìniti  di  enti. 

{*)  Dkijekixd.  §  10.  N.  132.—  V^eronese,  l.r..  N.  43,  b. 
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bile,  e  sono  i  gruppi  sviluppabili  di  minima  po- 
tenza (*). 

Sia  G  un  gruppo  sviluppabile,  e  T  uno  semplicemente  sviluppabile.  Di 
G  è  parte  (propria  o  no)  un  gruppo  semplicemente  sviluppabile,  p.  es.  G' 
(§  68)  il  quale  in  una  certa  corrispondenza  %  è  equivalente  a  P  (§  87).  Con- 
servando gli  enti  associati  di  questa  corrispondenza  e  lasciando  isolati  gli 
enti  di  G  che  non  sono  di  G\  se  esistono,  sarà  in  tale  nuova  corrispon- 
denza a',  (P  ^  G)  >. 

Se  si  ha  (P  oo  6r)  . ,  l'  è  di  ugual  potenza  a  G, 

Se  essendo  (P  <  G)  ,  in  un'altra  corrispondenza  p  sia  (P  «v!  G),. ,  avremo 
ancora  la  stessa  relazione. 

Se  essendo  (P  <  G)  ,  in  un'altra  corrispondenza  p  si  avesse  (P  >  G)^ 
sarebbe  in  ^  il  gruppo  G  equivalente  ad  una  parte  propria  di  V,  la  quale, 
perchè  equivalente  a  G  che  è  sviluppabile,  è  tale  essa  pure,  e  quindi  (§  72 
Cor.  2)  dev'essere  semplicemente  sviluppabile.  Allora  lo  stesso  G  sarà  un 
gruppo  semplicemente  sviluppabile  (§  67,  cor.  4)  e  quindi  (§  87)  di  potenza 
uguale  a  V, 

Se  finalmente  in  qualunque  corrispondenza  %  anche  diversa  da  a,  sia 
pure  (  r  <  G)(^ ,  sarà  allora,  secondo  la  definizione  (§  9),  F  di  potenza  mi- 
nore a  G. 

Il  gruppo  semplicemente  sviluppabile  è  quindi  di  potenza  uguale  o  mi- 
nore a  qualunque  gruppo  sviluppabile,  ed  il  teorema  è  dimostrato. 

89.  Teorema.  —  Ogni  gruppo  di  potenza  minore  ad 
uno    semplicemente    sviluppabile    è   finito. 

Ed  infatti,  dovendo  per  definizione  di  potenza  equivalere  ad  una  parte 
propria  di  un  gruppo  semplicemente  sviluppabile,  che  sia  p.  es.  G„  esso 
non  può  essere  che  semplicemente  sviluppabile,  o  finito  (§  72).  Non  potendo 
essere  nella  prima  condizione,  altrimenti  sarebbe  equivalente,  e  non  di  po- 
tenza minore,  a  (7  (§  87),  sarà  finito  e.  d.  d. 

Corollario.  —  Una  parte  di  un  gruppo  semplicemente 
sviluppabile  che  sia  di  potenza  minore  al  gruppo, 
deve  contenere  un  ente  tale  che  nessun  altro  ente 
delle  parti  gli  sia  seguente  nel  gruppo  primitivo 
reso    normale,   altrimenti    sarebbe    sviluppabile  (§  70)  e   quindi   non 

finito^  contro  il  teorema. 

90.  In  base  a  quanto  si  è  detto  nei  precedenti  paragrafi,  potremo  in- 
sieme ad  ogni  gruppo  finito  introdurre  un  ente,  da  dirsi  sua  potenza^  non  de- 
finito in  sé,  ma  nelle  sue  relazioni  di  uguale,  maggiore  o  minore  cogli  altri 
della  sua -specie,  dicendosi,  se  x  e  ^  sono  due  potenze,  che  x  è  maggiore, 
uguale  o  minore  di  p,  secondochè  un  gruppo  cui  corrisponda  x  ha  potenza 
risp.  maggiore  uguale  o  minore  ad  uno  cui  corrisponda  B.  Tali  potenze  di 
gruppi  finiti  si  diranno  potenze  finite. 


{*)  Il  Cantor  (Acta  Mnth..  paf?.  .-)12i  accenna  ad  nna  proprietà  simile,  rispetto  ai  ^nppi 
che  egU  dice  infiniti;  ma  non  dJi  la  dimostrazione,  né  (^come  si  è  accennato  nell'I ntrodu- 
2Ìone)  definisce  qnali  {^rnppi  per  Ini  siano  infiniti. 
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Esiste  allora  ima  potenza  finita  minima,  quella  del  gruppo  di  un  ent«  solo, 
mentre  non  ne  esiste  una  massima,  essendo,  se  G  è  un  gruppo  finito  ed  a 
un  ente  non  di  G,  che  ci  è  lecito  supporre  esistente,  il  gruppo  G  +  a  di  po- 
tenza maggiore  a  quello  di  G  (§  82/ 

Poichè  ogni  grappo  finito  ha  ugual  potenza  di  una  conveniente  parte  fon- 
damentale (Z)  di  un  gruppo  semplicemente  sviluppabile,  reso  normale  (§  84), 
è  chiaro  come  per  avere  tutte  le  potenze  finite  basti  considerare  quelle  di 
tutte  le  Z  di  un  cosifiBeitto  gruppo. 

Il  gruppo  delle  potenze  finite  è  d\inque  gruppo  ordinabile  e  semplicemente 
svihippabile,  essendo  simile  a  quello  delle  Z  di  un  gruppo  semplicemente 
sviluppabile,  reso  normale,  (§  67  Cor.  5). 

Il  gruppo  delle  potenze  non  maggiori  ad  una  data  costituisce  allora  una 
Z  del  gruppo  semplicemente  ordinato  delle  potenze,  ed  è  perciò  finita  (*). 

91.  Potremo  introd\irre  enti  da  dirsi  potenze  anche  per  i  gruppi  svilup- 
pabili, come  si  è  fatto  per  quelli  finiti,  usando  le  stesse  denominazioni.  Do- 
vremo dire  allora  che  la  potenza  dei  gruppi  semplicemente  sviluppabili  è. 
fra  le  potenze  dei  gruppi  sviluppabili,  quella  immediatamente  superiore  a 
quelle  finite,  la  mìnima  fra  quelle  della  sua  specie  (§  88).  Essa  suol  dirsi  la 
pnma  potenza  dei  gruppi  sviluppabili. 

I  gruppi  di  prima  potenza  si  dicono  anche  gruppi  numerabili  (**). 

II  gruppo  deUe  potenze  finite  essendo  semplicemente  sviluppabile  (§  90) 
è  un  gruppo  numerabile. 

Osservazione.  —  Non  essendo  dimostrato  che  debba  ogni  gruppo  ne- 
cessariamente essere  o  finito  o  sviluppabile,  sebbene  questi  due  concetti  si 
escludano  a  vicenda,  non  può  asserirsi  essere  la  potenza  dei  gruppi  nume- 
rabile veramente  la  prima  dopo  quelle  finite,  ma  solo  essere  la  prima  fra 
quelle  dei  gruppi  sviluppabili.  {Continua), 


INTORNO  A  UNA  PROPRIETÀ 

DELL'EQUAZIONE  DI  SESTO  GRADO 


Non  so  se  la  proprietà  cui  si  allude  nel  titolo,  sia  conosciuta  : 
ma,  quand'anche  lo  fosse,  mi  sembrerebbe  degna  di  nota  la  dimo- 
strazione elementarissima  che  ne  do  qui  appresso. 

La  proprietà  è  questa: 

(•)  Le  potenze  dei  gruppi  finiti  possono  identificarsi  cogli  enti  che  neUa  mia  e  Teoria 
delle  Grandezze  .  dissi  simboli  di  inoUìplicità  (S  10)  ed  anche  coi  numeri  interi,  per  quanto 
convenga  tenerle  distinte  da  questi,  essendo  il  concetto  generalo  di  potenza  più  vasto  di 
quello  dei  numeri  interi. 

(•♦)  Caktor.  Acta  Math.   Voi.  2,  pag.  812. 
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Se  la  somma  di  ire  radici  di  un'equazione  del  sesto  grado  è 
tigtuxle  alla  somma  delle  altre  tre,  Vequazione  è  risolubile  per 
radicali.  (*) 

1.  Sia  Tequazione 

a?*  -f-  ax^  -j-  . . . .  =  0 

Si  osservi  anzitutto  che  il  suo  primo  membro  si  può  mettere 
sotto  la  forma 

pi-Pì  +  A,       (1) 

dove  P3  e  P^  sono  polinomi,  l'uno  di  terzo  e  l'altro  di  primo  grado 
rispetto  ad  co,  e  P^  è  una  quantità  nota.  Inoltre  che,  salvo  il  segno 
di  P3  e  di  P^,  la  riduzione  del  primo  membro  dell'equazione  alla 
forma  (1)  e  possibile  in  una  sola  maniera. 
Se  infatti  si  pone 

00^  +  ax^  +   ..■  =  (fl?^  4-  K-ic*  +  vo:  4-  p)*  —  (ex  +  6)*  +  k, 

dove  {A,  V,  p,  fj,  H,  e  k  sono  indeterminate,  e  poi  si  eguagliano  i  coef- 
ficienti delle  stesse  potenze  della  x  nei  due  membri,  si  ottiene  un 
sistema  di  equazioni  dotato  della  proprietà  di  somministrare  (salvo 
il  segno  di  d  e  quello  conseguente  di  6)  uno  ed  un  solo  valore  per 
ciascuna  delle  indeterminate,  come  il  lettore  può  veriflcai'e.  Del  resto, 
il  modo  più  semplice  per  mettere  il  polinomio  x^  •+-  ••••  sotto  la  forma 
(1)  è  quello  di  estrarne  la  parte  intera  della  radice  quadrata  poli- 
nomiale, per  iscriverlo  prima  sotto  la  forma  P|  —  P^;  estrarre 
quindi  la  parte  intera  della  radice  quadrata  dal  resto  mutato  di  se- 


(*)  Dette   jTx,  Xg^  x^»  x^^  x'»,  x*,,,   le  radici  deU' equazione,  e  suppoflto 

aj  J*i  +  x^  -f  ^-3  —  J*i  —  -Cfi  —  -i\,  =  0, 

il  {^appo  completo  di  Galoim  relativo  all'eciiiazione  si  com])one  delle  72  sostituzioni,  che, 
o  permutano  fra  loro  Xx,  /*«,  xg,  ed  X4,  j-<s,  jbh,  o  trasformano  l' una  terna  di  radici  nel- 
l'altra. Se  infìbtti  un'  altra  qualsiasi  delle  720  sostituzioni  fra  le  radici,  per  esempio  la 
(•^1  ^  Xt)  (x'3 ,  x^ ,  Xf, ,  x.^)  appartenesse  al  (^uppo  dell'  equazione,  cosicché  fosse 

J^t  +  A'i  +  u;4  —  A's  —  x,i  —  x*a  =  0, 

sottraendo  dalla  a)  e  dividendo  per  2,  si  otterrebbe  x^  =  xt.  L'et] nazione  ammetterebbe 
dunque  radici  ej^uali,  e  sarebbe  certamente  risolubile  per  radicali,  come  devesi  dimo- 
strare. 

Esaminando  ora  i  fattori  di  composizione  del  gruppo  dell'  equazione,  si  troverebbe 
facilmente  che  essi  sono  numeri  primi  :  o  2,  o  U.  Per  un  noto  teorema  di  Galois  l'equa- 
zione è  dunque  risolubile  per  radicali.  Cosi  ò  pure  dimostrato  (ma  non  elementarmente) 
ohe  l'equazione  del  6«>  grado  è  risolubile  per  radicali,  anche  quando  fì*a  le  radici  esista 
la  relazione 

Xi  Xi  Xz  =  JJi  Xf,  X,, 

oppure   l'altra  : 

X    -i-  x'  +  x'  =  x'  -{•  x'  +  x" 
3  fl  3  4  n  n 

e  via  dicendo.  Parimenti  «quando  è  nota  la  differenza  ira  la  somma  di  tre  radici  e  quella 
delle  altro  tre  ;  eccetera. 
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gno,  cioò  da  P^,  cosi  da  avere  :  P^  =  P\  —  P^  \  d'onde  poi  : 

x'  +ax'  + =p;_PJ4.p^. 

2.  Siano  a?^,  x^,  x^,  x^,  x,,  x^  le  radici  di  un'equazione  del 
U°  grado,  e  si  supponga 

^i    +    ^«    +    ^3    =   ^A    +    ^5    +    ^0  (2) 

Si  formino  le  due  equazioni  le  cui  radici  sono  o?^,  a:,,  x^^  e  a?^, 
x^^  x^.  Supponendo  i  coefficienti  di  x^  eguali  entrambi  all'unità,  si 
dovrà  anche  supporre,  a  cagione  della  (2),  che  il  coefficiente  di  a?*  sia 
il  me<lesimo  in  ambedue  le  equazioni:  cosicché,  determinate  conve- 
nientemente m  ed  n,  r  ed  *,  le  due  equazioni  si  potranno  scrivere 
cosi  : 

a?^  +  p  a?*  -j-  (m  +  n)  0?  +  (^*  -|-  *)  =:  0 

x^  +  px*  4"  (^  —  n)  a;  -}-  (^'  —  s)  zn  0, 
ovvero 

(x^  +  px^  -f"  ^^  +  ^■)  +  (^^  +  5)  =  0, 
{x^  +  P^^  +  wa?  +  ^)  —  (nx  +  5)  =  0. 

La  nostra  equazione  sarà  dunque 

(x^  -["  P^*  +  ^^  +  ^)*  —  (^^  +  ^)*  =  0. 

Ma  questa  forma  del  suo  primo  membro  non  è  che  la  (1),  alla 
quale  si  sa  sempre  ridurre  il  primo  membro  di  un'equazione  del  6* 
grado:  e  propriamente  è  la  forma  (1)  nel  caso  particolare  P^  =  0. 
Perciò  nell'ipotesi  (2)  si  saprà  mettere  il  primo  membro  dell'equa- 
zione sotto  forma  di  differenza  tra  due  quadrati.  La  base  del  primo 
quadrato  sarà  la  parte  intera  della  radice  quadrata  polinomiale  del 
primo  membro  dell'equazione;  la  base  del  secondo  quadrato  sarà 
la  radice  quadrata  del  resto,  mutato  di  segno.  E  questa  radice 
quadrata  si  estrari'à  esattamente,  a  cagione  della  condizione  (2), 
equivalente  all'altra:  P^=0. 

Posta  cosi  l'equazione  sotto  forma  di  differenza  tra  due  qua- 
drati, essa  si  decomporrà  in  due  fattori  del  3"*  grado,  e  si  potrà 
quindi  risolvere  per  radicali. 

3.  Esempio.  Sia  l'equazione 

^«  _  6a?'  —  lOa?'  +  lOOo.'"  —  Illa?'—  94a;  +  120  —  0, 

le  cui  radici  sono 

1,     —  1,     3,     2,     —  4,     5. 
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E^jscndo  la  somma  delle  prime  tre  radici  eguale  a  quella  delle 
altre  tre,  il  primo  membro  dell'equazione  si  potrà  mettere  sotto 
forma  di  differenza  tra  due  quadrati  noti.  A  tal  fine  si  es trarrà  dal 
primo  membro  la  radice  (juadrata,  che  è 

3        o    «  ^9         .43 

col  resto 

289      ,  629  1369 

Da  questo  resto,  mutato  di  segno,  si  estrarrà  la  radice  qua- 
drata, necessariamente  esatta.  Si  troverà 

17  37 


X  — 


2     ^  2 

c  Pefjuazione  si  potrà  scrivere: 


( 


3         o    t  J^  .       43  \*        /   17  37  \2 

x'-'òx'--^X+-^-A   -  U^o;-— -     =0. 


2  '        2    /  \    2  2 

4.  Imitando  la  dimostrazione  del  teorema  precedentemente  esposto, 
si  potrebbe  altresì  dimostrare  che  un^equazione  del  i(f  grado  nella 
quale  la  somma  di  cinque  radici  e  dei  loro  prodotti  a  due  due 
sono  rispettivamente  eguali  alla  somma  delle  altre  cinque  radici  e 
dei  loro  prodotti  a  due  a  due,  è  decomponibile  in  due  fattori  del 
5*"  grado,  epperò  risolubile  per  funzioni  ellittiche. 

Ecc.,  ecc. 

Marino  di  Roma,  settembre  18B6. 


?iS=^sr 


"•( 


SOLUZIONI  DELLE  QUESTiONl 
209**,    256**,    260**,    304*,    305*,    30^*,    308*, 

309**  e  315** 


209".  Risolvere  V  equazione  '■     X 

x5_5ax«  —  5bx ^ =0. 

a  b 

(F.  Giudice). 

Soluzione  del  Sig.  Luigi  Bosi,  professore  nel  K.  Istituto  tecnico  di  Teramo 
Si  ponga,  essendo  u,  v  due  arbitrarie, 

X  =su  ^  V, 


—  146  — 
d*  onde 

ossia 

a?5  =  5u*»  (w«  +  2mi?  +  e?*)  +  5mo3  (u  +  »)  +  m»  +  t,», 
o  infine 


x 


5 


—  5u«»a?*  — 5wr»«  — (m'*  + t>*)  =  0     ....     [1] 


Vediamo  ora  se  è  possibile  determinare  «  e  t?  in  modo  che  Tequazione  [1] 
coincida  con  quella  data:  dev* essere  perciò 

««i?  =  a [2J 

«e?3  =  ft  .     .     .     .     , [3] 

u^  +  t,5  = :^ [4] 

ab 

Dallo  [2J  e  |3|  risulta 

e  sostituendo  questi  valori  nella  [4J,  si  vede  subito  che  essa  è  verificata. 

U  equazione  [1],  che  evidentemente  ò  soddisfatta  per  or  =  u -}~  ^>  coincide 
dunque  con   la  data,    quando   si   ponga   per  u   uno    qualunque  dei  valori  di 

^  /a'  a 

1  /  -r-  e  per  o  il  valore  — ^*  Ne  viene  che  le  soluzioni  della  equazione  pro- 
posta sono  date  dalla  formola 


2 


a 
ponendo   |ìer  u   successivamente   tutti  i  valori  di 


K? 


256**.  Mostrare  che,  risolvendo  le  eqtsazioni 

5'  =  5  -  -;ir~'-+-^t-  («5  +  v»  +  w?  +  i) 

2  V 

V= 1  —  „.q:--r4r;v»-  ("^  +  ^'■'  +  ^'^  +  0 
'^'  =  ':-lI«+^^+^  (««  +  -'>  +  -?+') 

rispetto  alle  u,  v,  w,  si  ha 


u 


V 


__   _a 2  (V  —  l) 

«5+by«  +  cì:+l    ~     U  +  r,* +X*  —  (V*  +  rt'*  +  K'*) 

b^. 2  (yi'  —  r,) 

a«  +  b»i  +  ci:  +  1    ~    5t  +  ^t  +  ijt  _  (,'t  +  n'*  +  ?'*) 


e 2  (C  —  O 

''—      «$  +  bi)  +  c!:+i         \t  ^  ^x  ^  X*  —  {V*  + -n'*  +  V')  ' 


—  147  — 

ove  si  è  messo^  per  brevità^ 

a  =  2  (?  -  J')  S-%       h  =  2  (ri— ri')  Ò-»,       e  =  2  (C  —  C)  5-- 

(A.  Del  Re). 

Soluzione  del  Sig.  Vincenzo  Columbo,  alunno  deiristituto  tecnico  di  Brindisi.  (*) 
Dalle  equazioni  date  si  ricava  : 

2u 

?  — r  =  -i-^7^,^j-;;;«-  (w;+ '^^I^  ''^J.+  1)   .     .     •     |l| 

2v 

^  —  V  =  ^^,  4.  pt  4.  ,^?  («;  + 1^>)  +  ir;  +  1)  .    .   .    i2j 

;  -  ;'=  -;;r-+v^-,T  («;  +  t,,  +  -^  +  i)    .    •    .    [:^J 

Moltiplicando  rispettivamente  per  2  S,  2  v),  2  ^  e  sommando,  viene  : 

2;  (5  —  O  +  271  (,)  —  V)  +  2!:  (?  -  O  = 
4  (ti  ;  +  t?  Yi  +  ir  ;) 

=     V+ ./+V- -  (-^  +  ^^  +  --^-  +  0  =    .    .    .    L4J 

2  (ttS  +  t?7i  +  W5C  +  1)  \2  4  (w;  +  vv)  +  ir?  +  1) 


+   t?7)   +   Ws  +    0  \* 

'w*  i^  4-  ir?  / 


^M«  +  r«  4.  ir?  /  11?  4-  t?*  +  ir« 

Ora  dalle  [1],  [2]  e  [3)  si  ricava  ancora: 

'--■  ''-  =   ^-V   ^  j:,- ?'_  ^  3  ^  2(ug  +  t>ri  +  ir;+  1) 

u  V  w  y^y  ^.  tj»  +  il^  14'  +  ^"  +  ir*  ' 

d'onde 

2(ti5  +  i?7j4-wC+l) 

e  perciò  fa  relazione  [4]  diventa  : 

25  (5  -  5')  +  2>]  (>)  -  »)')  +  2?  «  -  o  -  a»  = 

=-2-i-=ii=_2  ^-^-=-2-^---'^:- 

e  perciò  : 


'1 1      I ■ 

Z(\- 

-?') 

tf  r=  —• 

25  (S - 

5')  4-  2yi  (>,  - 
2(>l 

V)  +  2C(!;- 

-V) 

■0- 

-8« 

2?(5- 

■  5')  +  2  1  (>1  - 

2(ì:. 

-0 

-0- 

-s« 

2?  IX  -  D  +  2»,  (T)  -  r/)  +  2!:  (C  -  ?')  -  3* 


(•)  Altre  minzioni  dai  Sìkk.  E.  S'annei.  V.  Retali,  G.  VUaìi. 
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d*  onde 

x^  =  u^  +  bu*v+  ÌOu^v^  +  ìOu^v^  +  5uv^  +  u^ 
ossìa 

a;5  ;=  ^u*v  (m«  +  2Mt?  +  c*)  +  5Mt>3  {u+  v)  +  u^  +  t?5, 

o  infine 

aj5_5w*ra7«  — 5ui?^»  — («5  + t>5)  =  0     .     .     .     .     [IJ 

Vediamo  ora  se  è  possibile  determinare  ti  e  i?  in  modo  che  l'equazione  [Ij 
coincida  con  quella  data:  dev'essere  perciò 

««t?  =  a [2] 

uv^  =  b  .     .     .     .     , L3J 

«*   +   ^^  fA-l 


2 


Dalle  [2J  e  |3J  risulta 

e  sostituendo  questi  valori  nella  [4j,  si  vede  subito  che  essa  è  verificata. 

L'equazione  [1],  che  evidentemente  è  soddisfatta  per  te  =z  u  ^  v,  coincide 

dunque  con   la  data,    quando   si   ponga   per  u   uno    qualunque  dei  valori  di 
5 


posta  sono  date  dalla  formola 


a'  a 

e  per  o  il  valore  — ^'  Ne  viene  che  le  soluzioni  della  equazione  pro- 


a 


u 
ponendo   per  u  successivamente   tutti  i  valori  di  j  /  — 

256**.  Mostrare  che,  risolvendo  le  equazioni 


2  V 
ri'=ri—    „,^--r+V«^  ^"^  +  ""■'  +  "^^  +  ') 

'^'='^--^*  +\1!^  w^   ("?  +  V,  +  wg  +  1) 
rispetto  alle  u,  v,  w,  «e  ^a 

a 2  (r  —  ?) 

"  a5  +  b>i  +  e;  +  l    ~     st  +  y^t  +  j;i  _  (¥'.  4.  ,'t  +  |;'i) 

b^ 2JV— J5) 

"—         a';  +  byi  +  c?+  I    ~    ^t  _|.  ^t  Jj.  ^t  _  (^'1  +  ^'t  +  i;'«j 

e 2  a'  —  0 

'''—        a5  +  by)  +  c?+l  Jt  4.  ,,t  ^  5t  _  (5'.  +  ^'.  4.  ì;'.)    • 
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011^  si  è  messOy  per  brevità, 

a  =  2  (5  -«  S')  a-%       b  =  2  (ri  — 7i')  i-\       e  =  2  (C  —  C)  S-'- 

(A.  Del  Re). 

Soluzione  del  Sig.  Vmr^;;o  Columbo,  alunno  deiristituto  tecnico  di  Prìndisì.  (*) 
Dalle  equazioni  date  si  ricava  : 


r  »;/ 


2u 


2v 

^-^''  =  -;ir4r^r+-;^("?  +  t^>i  +  irC  +  i)  .    .   .   [2j 

2  IT 

Moltiplicando  rispcttivanrtente  per  2  $,  2  ?],  2  ^  e  sommando,  viene  : 

2;  (5  —  0  +  2>j  (^  —  V)  +  2?  (i;  -  o  = 

4  (ti;  +  t?y)  +  To;)  •        r    ,     ,x  r- . 

=       tit  +  p»  +"^ («;  +  t^^  +  ''^?+l)=      .     .     .     [4J 

2(ul  4-  i?7i  +  igg  +  1)  \2 4  (ul  +  V7)  4-  irC  +  I) 

f^i*«^7'«  4-  ?r'  /  u»  +  r*  +  ir« 

Ora  dalle  [1],  [2]  e  [3)  sì  ricava  ancora: 


d'onde 

5  =    2(t<S  +  <^>]  +  t<'C+  1) 

e  perciò  Ta  relazione  [4]  diventa  : 


e 

perciò 

25  (S 

• 
• 

u  —  —  ■ 

-5')  + 
5-5' 

U 

21(1 

-i')  + 

.  2  -"  - 
tJ 

2(5- 

2!:(!: 

•1' 

1 

-5') 

—  ^;  ■ 

:  2 

>*  — 
tv 

r 

25(5- 

5')  +  27,  (Y,  _ 

2(1 

1')  + 
-1') 

2C(C- 

-0- 

-8* 

25(5- 

5')  + 

2  1  (1  - 
2(!:. 

10  + 
-0 

22;(?- 

-0 

—  s« 

25(5- 

5')  + 

2l(l- 

i')  + 

2U^- 

-0- 

-8« 

(♦)  Altre  aoluzioni  dai  Sigg.  fj.  iVaM^w»».  V.  Retali,  G.  Vìtaìù 


—  148  — 

Sviluppando  queste  tre  espressioni  si  ottengono  le  seconde  formolo  di  riso- 
luzione, date  per  m,  v,  w,»  Invece,  dividendo  in  ognuna  di  esse  ambo  i  termini 
per  8*,  ed  usando  le  notazioni  indicate  nelFenunciato,  sì  hanno  le  prime  formole. 

260**.  Costruire  due  punteggiate  proiettive  (u),  (u'),  conoscendo  due  punti 
corrispondenti  A,  A',  Vasse  di  proiettività  u",  la  proiezione  1",  su  u",  del  punto 
limite  di  (u'),  fatta  da  A,  e  V angolo  0  di  n,  u'. 

Per  6  diverso  da  0^  e  da  90®,  questo  problema  ha  due  soluzioni.  Mostrare 
che  le  due  posizioni  (u'^),  (u'^)  di  u  cJie  corrispondono  cui  esse,  sono  prospet^ 
tive^  col  centro  di  prospettiva  in  A.  (A.  Del  Rr). 


Soluzione  del  Sig.  Prof.  V.  Retali^  a  Milano.  (*) 

11  punto  i"  è  la  proiezione  da  A'  sopra  u^  del  punto  air  infinito  7°^  di  u^ 
ossia  K  è  la  parallela  condotta  da  A  alla  retta  |  A'/"  | .  Pel  punto  A'  possono 
condursi,  se  0  è  diverso  da  0°  e  da  90®,  due  rette  che  fanno  con  u  l'angolo  6, 
le  quali  sono  le  due  posizioni  k'^,  u'^  di  u'.  Le  due  punteggiate  {u^)  e  (u^ 
sono  proiettive  ed  hanno  in  A'  un  punto  unito,  dunque  son  prospettive:  al 
punto  i*^  di  u  corrispondono  in  {u\)  e  (u'^)  rispettivamente  le  intersezioni 
/'j,  r^  di  t/j,  tt'g  con  la  retta  |A7"|;  per  avere  il  punto  C^,  corrispondente 
nella  {u^  a  C,  basta  proiettare  da  A  sopra  u^  il  punto  d*  intersezione  della 
!  CA'  I  ^  w'^  con  Tasse  di  proietti  vita  ii",  cioè  il  punto  C^ ,  corrispondente  a 
C  nella  (u\).  Le  rette  |  ^|  ^£  |  e  |  i\  l\  \  che  uniscono  due  coppie  di 
punti  corrispondenti  delle  due  punteggiate  prospettive  (u'j)  e  (m',)  si  segano  in 
A,  che  è  perciò  il  centro  di  prospettiva. 


(*)  Altre  soluzioni  inviarono  i  Sigp.  V.  Cohnnbo,  0.  Qallnccfy  E.  Nannei. 
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304*  iSfe  A,  B,  G  sono  i  punti  simmetrici  del  centro  0  del  circolo  circo- 
scritto al  triangolo  DEF  rispetto  ai  lati  EF,  FD,  DE,  le  rette  AD,  BE,  CF 
concorrono  in  un  punto,  che  è  il  centro  del  circolo  passante  pei  punti  medi  dei 
lati  del  triangolo  DEF.  (S.  Resta). 

Dimostrazione  del  Sig.  E.  Palumbo  Todaro,  licenziato  dal  R.  Istituto  te- 
cnico di  Girgenti. 

Unisco  Z>  con  A  ed  E  con  B,  e  queste  congiungenti  si  intersecano  in  un 
punto  che  chiamo  M;  congiungo  poi  M  con  C  ed  F,  e  dimostrerò  che  i  segmenti 
CM,  MF  sono  sulla  stessa  retta. 

Considerando  anzitutto  i  /\  MDB,  MAE,  sì  vede  che  sono  uguali,  perchè 
hanno  DB  ^  EA^  giacché  entrambi  uguali  al  raggio  del  cerchio  circoscritto 
al  triangolo  DEF;  hanno  poi  gli  angoli  MAE,  ME  A  rispettivamente  uguali 
agli  angoli  MDB,  MBD,  giacché  i  segmenti  DB,  E  A  sono  paralleli,  essendo 
entrambi  paralleli  al  raggio  OF.  Da  ciò  emerge  che  MD  =  MA  ed  MB  =  ME. 
Considerando  poi  gli  altri  due  triangoli  GMD,  MAF,  si  vede  che  anch'essi 
sono  uguali,  perchè  CD  =  AF  (essendo  entrambi  uguali  al  raggio  del  cerchio 
circoscritto  al  triangolo  DEF\  MA  =:  AfD,  e  gli  angoli  CDM,  MAF  uguali, 
perchè  alterni  interni  formati  dalle  parallele  CD,  AF  colla  trasversale  DA; 
perciò,  per  un  teorema  di  geometria  piana,  CAf  ed  MF  stanno  per  diritto.  Con 
ciò  è  dimostrata  la  prima  parte  del  teorema. 

Per  la  2*  parte  del  teorema,  consideriamo  che,  unendo  il  punto  Af,  ossia  il 
punto  di  mezzo  dei  tre  segmenti  AD,  CF,  EB,coì  punti  di  mezzo  dei  tre  lati 
del  triangolo,  otteniamo  tre  porzioni  di  rette  che,  unendo  ciascuna  i  punti  di 
mezzo  di  due  lati  di  un  triangolo,  risulteranno  metà  del  terzo  lato  ;  così  unendo 
M  con  N,  P  e  Q  (essendo  N,  P  e  Q  rispettivamente  i  punti  di  mezzo  dei  lati 
ED,  EF,  DF)  i  segmenti  MN,  MP,  MQ  risulteranno  metà  rispettivamente 
dei  lati  E  A,  FB,  AF,  tutti  uguali  fra  loro,  perchè  ciascuno  è  uguale  al  rag- 
gio del  cerchio  circoscritto  al  triangolo  dato. 

305*.  Dimostrare  che  in  un  triangolo  rettangolo,  di  cui  G  è  V  angolo  retto, 
si  ha  la  relazione: 

a  (  1  —  cot«  — )  4-  2b  cot  —  =  0  ; 

e  in  qualunque  triangolo  rettilineo  la  reiasione: 

a  e  sen  (A  —  ^)  =  («*  —  &*)  sen  A, 

(G.  Giovanetti). 

Dimostrazione  del  Sig.  Gitdseppe  Ietta,  alunno  del  R.  Istituto  tecnico  di 
Arezzo.  (*) 

(*)  Eguale  dimostrazione  dal  Sig.  Ruggero  Ermini,  del  B.  Istituto  tecnico  di  Arezzo. 

Altre  dimostrazioni,  per  yerificozione,  dai  Sigg.  Vitaliano  Colombo  e  M.  Qiainha^  stu- 
denti nel  B.  Istituto  tecnico  di  Como;  Emanuele  Palumbo  TodarOy  licenziato  dal  B.  Istituto 
tecnico  di  Girgenti. 
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cot*  A 1 

Dalla  nota  formula:    cot  2A  = — ,  si  ricava  l'altra 

2  cot  A 

A  A 

2  cot  A  .  cot  —  —  cot«  —+1=0. 


Ma  : 


quindi  : 


b 
cot  A  =  — 

a 


26  cot  --  +  a(\  —  cot«  —  j  =  0. 


Dalla  relazione  :   —  = ,  si  ricava  l'altra  : 

a  sen  A 

e  sen  (A  —  B)    sen  (A  -f.  B)  sen  (A  —  B) 

a  sen  A 


ovvero  : 


e  sen  (A  —  B)  sen'  A  —  sen'  B 

a  sen  A 

e  sen  (A  —  B)  /           sen*  B  \ 

a  \           sen*  A  / 

e  sen  (A  —  jB)    /  ^t  —  &«  \ 

—  —  I          ^        I  sen  A, 

a  e  sen  (A  —  B)  =  (a*  —  6')  sen  A.                  e.  d.  d. 


307*-  jS^  a,  b,  e  sono  le  misure  dei  lati  di  un  triangolo^  ed  a,  p,  y  ^^ 
misure  delle  distanze  dei  suoi  vertici  da  un  punto  del  cerchio  circoscritto^  si  ha  : 

(at  —  p«  +  y')(**  —  T*  +  **)(c*  —  a*  +  P*)  = 
=,  (a«  4-  p«  —  Y*)  (*'  +  Y*  —  *')  (^J*  +  a«  —  p«). 

(S.  Catania). 

Soluzione  del  Sig.  E.  Palumbo  Todaro^  licenziato  dal  R.  Istituto  tecnico  di 
Girgenti. 

Sia  A  B  C  il  triangolo,  ed  Af  il  punto  preso  Bulla  circonferenza  ad  esso  cir- 
coscritta. 

Considerando  i  triangoli  BM  C^  CAM,  AB  M,  possiamo  scrivere  (Serret 
Trigonometria,  §  1 05,  Teorema  IV)  le  tre  relazioni  : 

P«  =  a«  +  y'  ~  2aY  cos  BCM 
Y»  =  6*  +  a«  —  26a  cos  CAM 
a«  =  e*  +  p*  —  2cp  eoa  ABM 

dalle  quali  rispettivamente  si  deducono  le  seguenti  : 

2aYC0s  BClf  =a«  — p«4- Y*; 

26(xcoB  CAAf  =  6«  —  y'+  «*'• \y] 

2cpco8ABAf  =  c«  — a'  +  p«. 
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Medesimamente,   considerando  i  triangoli   procedenti  ed  applicando   il    teorema 
citato,  possiamo  scrivere  le  altre  relazioni  : 


dalle  quali  : 


Y*  =  a«  +  p«  '^2apcoBMBC; 
a«  =  ft«  +  Y«  —  2ftY  C08  MCA  ; 
P*  =  c«  +  a«  —  2ca  cos  BAM; 

2ap  cos  Af BC  =  a<  -+-  p«  —  Y*  ; 

26y  cos  afCA  =  ft« -hY*  — a*? P] 

2c(x  cos  BAM  =  c«  H-  a*  —  p^ 


Ora,  se  nella  relazione  proposta  sostituiamo  a  ciascun  termine  il  rispettivo 
valore  dato  dalle  [I]  e  [2],  essa,  semplificata,  diventa: 

cos  B  CM  .cos  C  AM  .  cos  AB  M  =  eoa  MBC  .  cos  MCA  .  cos  BA  M, 

Ma  C  A  M  =:  C  B  M  perchè  alla  circonferenza  e  insistenti    sullo   stesso  arco  ; 
ABM  =  ACM,  per  la  stessa  ragione  ;    quindi  : 

cos  BCM  =  cos  BA  M.  Q 

308*.  Essendo  dato  nello  spazio  un  numero  dispari  di  punti  0^  0, ,  . . . . 
Ojn^i  e  preso  ad  arbitrio  un  punto  P,  si  trovi  di  questo  il  simmetrico  P^  ri- 
spetto ad  0^ ,  poi  il  simmetrico  P^  di  P^  rispetto  al  centro  0^ ,  e  cosi  di  seguito^ 
finche  si  ottenga  Pjn-j-i,  simmetrico  di  Pjn  rispetto  al  centro  02n-fi  •  Si  ripeta 
ancora,  partendo  dal  punto  P2  n  u  *  l'operazione  prima  fatta  partendo  dal  punto 
P;  si  otterrà  così  infine  il  punto  P4n^2.  Dimostrare  che  qi4esto  punto  coincide 
con  P.  (G.  Busi). 

Dimostrazione. del  Sig.  E.  Palumbo  Todaro,  licenziato  dal  R.  Istituto  tecnico 
di  Girgenti. 

Posti  i  punti  0^,  Og,  ....  0^^^^  nello  spazio,  e  costruito  il  simmetrico  P^ 
di  P  rispetto  ad  0^,  poi  il  simmetrico  P^  di  P^  rispetto  ad  0^  ecc.,  e  ri- 
petuta r  operazione  precedente  partendo  dal  punto  -P^n-i-i»  congiungiamo  i 
punti  P  e  -Pg^^j,  P,  e  ^««-i-t  ^^  ^^^^^  ®  consideriamo  i  triangoli  O^P^  ^zn-^z 
e  O^PP,^^.  Questi,  per' avere  O^P,^^^,  =  O^P,^^,  0^P^=^  O^P  e  gli 
^  ^i^t^^O^P^,  ^««-«-i^i-^  uguali,  perchè  opposti  al  vertice  0^,  sono  uguali; 
quindi  i  lati  PP^^_^_^,  -P^2,^_^.2  sono  uguali  non  solo,  ma  anche  paralleli. 

Gongiungendo  poi  P,  con  P^^^^  e  considerando  i  triangoli  O^P^P^^_^^, 
Oj  P,  Pj^^3,  per  ragioni  analoghe  alle  precedenti,  questi  risultano  uguali;  emerge 

(*)  Fin  qui  il  PiUumbo.  Dall'essere  gli  angoli  BCM  e  £^lf  supplementari,  egli  vuol 
vuol  poi  dedurre  l' eguaglianza  dei  loro  ooseni,  ed  ha  torto.  Doveva  invece  rettificare  la 
enunciazione  del  teorema,  cambiando  segno  ad  uno  dei  due  membri  dell'eguaglianza,  per 
esempio  cosi  : 

(a«  _  pt  +  y')  (*'  -  Y'  +  *')  (e*  -  **  +  P*)  = 

=  (_  a«  -  p«  +  y')  (-  ft«  -  y'  +  «')  (-  c«  -  ot«  +  p'). 

(N.  D.  R.). 

Un  cenno  di  dimostrazione  riceviamo  anche  dal  Sig.  Ouido  Fubini,  allievo  del  B.  Liceo 
M.  Foscarini  dì  Venezia,  ma  ha  lo  stesso  difetto  che  quella  del  Palumbo, 
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perciò  che  P^  P^^^i  ^  "Ì5*^*^^c  e  parallela  a  PoP^^^^'^  ma  si  è  dimostrato  prece- 
dentemente che  PP^^_^^  0  P^P^^_^^  sono  uguali  o  paralleli,  quindi  PP^^^^, 
PjPj^_^5,  P^^tn-hs  ^^^^  uguali  e  paralleli.  Continuando  di  questa  guisa  si 
perviene  alla  conclusione  che  : 

PP         =^  P  P         —  P  P         =         —  P     p 

e  dippiù  sono  tutti  paralleli  fra  loro. 

Finalmente,  unendo  0^^^^  con  ^4^^^  e  con  P,  e  considerando  i  triangoli 
Oj»^.  P»n  -P*,*. .  0.,^.  Pt^i  ^.  «  ^ede  che  hanno  0,,^,  P,,  =  0,,^,  P,^^, 
per  costruzione,  ^^n^in-t-i  ^^  ^tn-*-i  ^  P^^  dimostrazione,  e  gli  ^  0,^^^  P^^ 
^An-hi^  ^in-*-i  ^9n-*-i  ^  ^g^^^U  Perchè  alterni  interni  fatti  dalle  parallele  P^^^^x  ^» 
^2n  ^An-*-\  ^^^^^  trasversale  P^^P^^^^  ;  quindi  i  triangoli  in  discorso  sono  eguali, 
e  perciò  0^^^,  P  =  0^^^^  •^4»-i-i  ^^^  ®®^^»  *"*  giacciono  anche  Tuna  sul  pro- 
lungamento dell'altra,  giacché  gli  ^  ^«  n  ^2  n-i-i  ^4  n-f-i  '  ^  ^tn-^-i  ^2n-i-\  ^"° 
uguali.  Quindi  P  è  il  simmetrico  di  P^^^i  rispetto  al  centro  Og^_^, ,  cioè 
^An-i-i  coincide  con  P,     e.  d.  d. 

309'**  Dimostrare  che  la  potenza  di  un  triangolo  è  uguale  alla  semisomma 
delle  potenze  dei  triangoli  aventi  per  vertici  i  centri  dei  quadrati  costruiti  este- 
riormente ed  internamente  sui  lati  del  triangolo.  (A.  Bozal  Obeyero). 

Soluzione  del  Prof.  U.  Ceretti  a  Rieti. 

Sia  ABC  il  triangolo  dato  di  lati  a^  b^  e;  siano  A/,  N,  P  ed  M\  JV',  P' 
i  centri  dei  quadrati  costruiti  esternamente  ed  internamente  sui  lati  a,  b,  e;  si 
ottengono  cosi  i  due  triangoli  MNP  ed  M' N'  P'.  Si  congiunga  M  con  B  e 
con  C  e  P  con  A  e  con  B\  poiché   BM  e   MC  sono  i  cateti  del  triangolo 

BC            BC  1/ Y          a  1/2" 
rettangolo  ed  isoscele  BAfC,  si  ha:  BM  =  —  ^ .--= ^ =:  — ' ; 

y2  2  2 

0  per  la  stessa    ragione,  dal   triangolo  BPA^    rettangolo   ed   isoscele,   si  ha: 

AB  AB  yY  e  |/¥      . 

BPz=-     ,_-  = =  — .    Inoltre  essendo:    MBC  =  ABP 

}/  2  2  2 

=  45",   è:    MBP  1^90^  -f-  CBA;    e    però,    applicando    la    nota    relazione: 

a*  =  6*  +  e*  —  2bc  cos  A,   si  ha  : 

MP^  z=  n*  =  BM^  +  BP*  +  2  .  BM  .  BP  cos  Af BP  =  -^  +  -| 

—  2 ac cos (90" -t-  CBA); 

e  ricordando  che  dalla  trigonometria  si  ha:  cos  (90^  4~  ^)  =  — seno;,  si 
ricava: 

AfP*==n*==  — -7"-^  + 2acsen  C/?A      .     .     .     .     [l] 
Con  analoghe  considerazioni  si  ricavano  facilmente  le  relazioni  seguenti  : 

NP   =  ?n    = ^ \-  2bc9en  BAC,    .     .     .     .     12] 


—  153  — 

2  2  tt*  4-   6' 

MN   =p    = ^- [-  2absQiiACB     .     .     .     .     [3J 


e 


Si  congiunga  ora  B  con  Jtf'  e  con  P';  si  ha  subito:  BP'  z=  BP  =z  — 


yj 


2 


BM'  =  BM  ==  —^—1    ed    anche:    P'BM'  =  PBP'  —  PBM'  =  90'  — 

^  PBM'\  ed  essendo:  CBAf' =  ABP  =  45^  e  cioè:  CBA.=lPBU\  si 
ottiene:  P'BW  =  90*  —  CB  A.  Applicando  ora  al  triangolo  P'BU'  la  formola: 
a*  =  6*  +  e*  —  2hc  cos  A,  si  ha: 


c«  a« 


Af'P'*  =  n'*  =  ^P"'*  +  i?Af'*  —  2  .  BP'  .  BAf'  cos  P'BAf'  = 

—  2ca  cos  (00'  —  CBÀ)\ 

e  poiché  si  può  scrivere  per  note  relazioni  trigonometriche:  cos  (90® —  C  B A) 
zz:  sen  CBA^  si  ricava: 

M'ì^*  =  n'^  = -^^— 2ca  sen  CB A,  .     .     .     .    |1') 

ed  analogamente: 

A«  4-  e* 

JV'P'*  =  //r  =  -    ^ 26cscnBAC,  .     .     .     .    |2'1 

-         «  e         a*  4-  6* 

3f 'iV'*  ==: /*  =  — ;- 2a&senACB    ....    |3'J 

Addizionando  termine  a  termine  le  [1],  [2J  e  |'3|  e  le  [l'j,  [2']  e  |3'j  si  ha: 

ni«  +  n«  +  ja«  =  (a«  +  6«  +  c«)  + 
+  2  (ac  sen  CBA  +  he  sen  BAC  -4-  a6  sen  ACB), 

m'^  +  n'«  +  /«  =  (a«  +  ò*  +  e*)  — 
—  2(acsen  CBA  +  &c  sen  BAC  +  aft  sen  AOB\ 

dalle  quali  si  ottiene  : 

(w«  +  n«  -4-  p*)  +  (w'«  +  n'«  +  /«)  =  2  (a«  +  &2  ^  e*), 
da  cui  anche: 

ed  infine: 

m*  +  n'  +  /)'  m'*  +  **'*  "h  p'* 


2  _     a«  +  &*  +  c« 

2  ~  2  ' 

315'*.  L'espressione  |(n  +  1)  b  —  naf  a"  —  b  (b°+»  +  ab"»  —  a'^+*)  è  di- 
visibile per  (a  —  b)^;  determinare  il  quoziente:  dedurne  in  particolare,  la  somma 
2«n  (3n  —  1)*  +  2*  <•»+»>  divisa  per  27  dare  per  resto  5. 

(G.  Bellacchi). 
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Dimostrazione  del  Sig.  Guido  Fubini,  alunno  del  R.  Liceo  Marco  Foscarini 
di  Venezia.  (') 

La  formola,  mutatone  il  segno,  si  può  scrivere: 

e,«^-2^a6**-*-*  — (n+  l)*a'*&*+  |  2n  (n  +  l)a***  —  a*+*  U  —  n« a*"^*.  [  1  ] 

Ponendo  in    quest* espressione    b  =  a,    essa  si > annulla;  quindi  è  divisibile  per 
{b  —  a). 

Gol  metodo  indicato  nel  §  7  del  Todhunter  (Teoria  delie  equazioni)  si  ha 
per  quoziente  della  [1]  divisa  per  b  —  a  T  espressione  : 

Ponendo  in  questa  espressione  ^  =s  a,  si  ottiene  zero  ;    quindi  essa  è  divisibile 
per  b  —  a,  e  perciò  la  [1]  è  divisibile  per  (b  —  a)*,  e. risulta  il  quoziente 

6*+  3a6*-*  +  5a«6*-*  +  ....  +  (2n  —  l)a*^*&  — n*a^ 

che  si  annulla  per  6  z=  a  ;   quindi  la  [1]  è  divisibile  per  {b  —  a)^,  ed  il  quo- 
ziente è  b"^^  +  4ab*^*  +  9 a* 6*-^  +  ....  +  n^a"^^. 
Ponendo   a  =  4,   6=1,   la  [1]  si  riduce  a 

(1  _  3n)«  2***  —  (5  —  2«('H-i)) 
che  è  divisibile  per 

(4  —  \y  =  3^  =  27. 

Se  si  aggiunge  all'ultima  espi-essione  il  5,  si  ha  che 

22*(3n—  l)«  +  2«t'»+« 

divisa  per  27  dà  per  resto  5. 


QUESTIONI  DA  RISOLVERE  O 


SIS'*'.  In  un  triangolo  sferico,  secondo  che  sen*  —a  è  ugnale,  mag- 

giore  0  minore  di   sen*— 6-+-sen*      e,  anche  a  sarà  rispettivamente 
uguale,  maggiore  o  minore  di  ^  +  t  I  ^  inversamente. 


(*)  Analoga  solozione  dal  Dott.  A,  Bassi. 

(**)  Le  questioni  contrassegnate  oon  semplice  asterisco  sono  indirizzate  agli  alnnni 
delle  Scuole  secondarie,  quelle  distinte  con  due  asterischi  sono  dirette  in  particolar  modo 
agli  studenti  delle  Scuole  superiori,  senza  escludere  qualsiasi  altro  studioso. 
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318*.  In  un  triangolo  sferico,  secondo  che  cos^  -77-  ^  ^  uguale,  mag- 
giore  0  minore  di  cos*  -r-  p  +  cos^  -5-  T»  ^  +  1^^°  sarà  rispettivamente 


uguale,  minore  o  maggiore  di  b  -\^C]  e  inversamente. 

N,  B.  Con  a,  ò,  e  si  indicano  i  lati  del  triangolo  ;  con  a,  p,  y  gli 
angoli  opposti. 


.^     > 


380*.  Fra  i  triangoli  sferici  i  cui  lati  formano  una  progressione 
aritmetica  di  data  ragióne,  quali  hanno  un  angolo  eguale  alla  somma 
degli  altri  due,  quali  un  angolo  maggiore  della  somma  degli  altri  due, 
quali  ciascun  angolo  minore  della  somma  degli  altri  due? 

Applicazione  al  caso  che  la  ragione  sia  30°. 


,*.  Fra  i  triangoli  sferici  i  cui  angoli  formano  una  progres- 
sione aritmetica  di  data  ragione,  quali  sono  quelli  in  cui  un  lato  au- 
mentato di  180°  è  uguale  alla  somma  degli  altri  due,  quali  quelli  in 
cui  un  lato  aumentato  di  180°  è  minore  della  somma  degli  ^altri  due, 
quali  quelli  in  cui  ciascun  lato  aumentato  di  180°  supera  la  somma 

degli  altri   due?  ^     ^ 

L.  Bosi. 

3QQ*.  Se  i  lati  di  un  triangolo  sono  in  progressione  aritmetica, 
i  raggi  dei  cerchi  ex-inscritti  saranno  in  progressione  armonica. 

F.  P.  Paterno. 

<.    383*"'.  Dimostrare  ohe,  se  due  circoli  eguali  si  segano  sotto   un 
angolo  di  60'': 

1°  I  loro  quattro  punti  comuni  formano  sopra  ogni  cerchio  un 
gruppo  equianarmonico  ;  (*) 

2°  In  ognuno  di  essi  possono  inscriversi  cx)^  triangoli  circo- 
scritti airaltro; 

3°  La  polare  reciproca  di  un  cerchio  rispetto  all'altro  e  la  po- 
lare reciproca  di  questo  rispetto  al  primo,  coincidono  in  una  medesima 
iperbole  ff*,  avente  per  faochi  i  centri  dei  due  cerchi,  passante  pei 
punti  di  contatto  delle  tangenti  comuni  ai  due  cerchi,  e  tangente  in 
questi  punti  alle  tangenti  i  due  cerchi  nei  loro  due  punti  propri 
comuni  ; 

4P  Detto  r  il  raggio  dei  due  cerchi,  la  iperbole  ha  r  per  asse 

traverso  e  r:r  2  per  asse  coniugato; 


(*)  Tali  che  i  3  rapporti  anarmonici  fondamentali  sono  eguali. 
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b°  Ogni  tangente  della  iperbole  sega  i  dne  cerchi  in  quattro 
punti  armonici  (due  coniugati  sopra  uno  stesso  cereliio).  Le  tangenti 
condotte  ai  due  cerchi  da  un  punto  arbitrario  della  iperbole,  formano 
un  fascio  armonico  (due  raggi  coniugati  toccano  uno  stesso  cerchio). 

V.  Retali. 
*.  Mostrare  che,  risolvendo  rispetto  ad  u,  w,  w  le  equazioni 


u 


X  (v*  -j-  to')  —  2  (}J.V  +  V  ir)  M 
w*  +  17*  +  io«  —  2  Xm  —  2  jxt?  —  2  vio 

UL  (io*  +  m')  —  2  (y  w  -{-  "kuj  V 


w 


M«-4-  yt-j-  Mj«__  2Xtt 2{JLU 2V 

V  (m*  +  »')  —  2  (X  M  +  {JLt>)  rr 


IC 


u'  +  o«  +  io«  — 2Xm  — 2[i.tJ—  2vw?' 


si  hanno,  posto  iT=  f^w'^  ^  «'^ -|-  i^/*,  Kr=:^  J^X«  -j-^*  -f-V,  le  se- 
guenti : 


Hu:±iK\ 


a 


V 


w 


H 
Hv' 


K 


Hw 


HZÌZ 


K 


dove    i  segni  superiori    o  gli  inferiori  (gli   uni   separatamente    dagli 
altri)  si  corrispondono. 


*.  Se  si  pone  <p  =  i^*  •+-  y'  -f-  ti?',  A  ==  w  5  -f-  ''^ì  +  «*C  +■  1  »  e 
si  eliminano  le  \\  y\\  C  fra  le  equazioni 


u\' 


trr 


u\ 


"1 

yy) 


-  5  :  V  - 


to  ?'  -f.  (u$  +  «ri  +  «•$  4-  2)  .=  0 
w'!:'  +1=0 


si  h^,  per  equazione  risultante, 


=  ?  (w'j  +  "'l  + 


0    0 

0    2A— 9  ■ 

1    0 

0  — i     M  ; 

0    1 

0  — ,,       V    = 

0    0 

1  —  ?    w  : 

V,'    V 

w        10 

1 

U-'  ^  H- 

1)  —  2  A  (ww 

-f-  y  y'  -f-  k;w')  =  0. 


A.  Del  Re. 
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\**.  Dimostrare  olie,  se  j)  è  un  numero  primo  maggiore  di  13, 

e  A  e  X   sono   differenti   da  zero    mod.  j;,    la  congruenza   di   quarto 

grado 

X*  —  Ay^^\  (mod.  2?) 

è  sempre  risolvibile,  anche  con  x  ei  y  differenti  da  zero  mod.  p,  (*) 

G.  Frattini. 


TEMI  DI  MATEMATICA 

ASSEGNATI  DAL  MINISTERO  DELLA  PUBBLICA  ISTRUZIONE 

PER    LA    LICENZA    D'ISTITUTO    TECNICO 
{Sezione  fmrxhmatematica) 

Sessione  estiva  1896.  —  I.  In  un  angolo  sono  inscritti  due  cir- 
coli i  quali  si  toccano  esternamente  nel  punto  2^  e  toccano  lo  stesso 
lato  dell'angolo  nei  punti  A  ed  A\  Chiamando  a  la  metà  dell'angolo 
dato,  i?  ed  i^,  i  raggi  dei  due  cerchi,  e  supponendo  li  >  lii ,  si  do- 
manda: V  Esprimere  R^  mediante/^  ed  «  ;  2"  Esprimere  anche,  me- 
diante R  ed  a,  i  lati  del  triangolo  l^AA^  e  verificare  che  l'angolo 
A  TA^  è  retto.  -  Applicazione  al  caso  di  a  =  30®. 

II.  Un  triangolo  rettangolo  rotando  intorno  all'ipotenusa,  descrive 
un  solido  che  si  può  considerare  come  Tinsieme  di  due  coni  di  rota- 
zione aventi  la  base  comune.  Supponendo  noti  il  volume  totale  del 
solido  e  l'area  del  triangolo  rettangolo,  determinare  i  lati  di  questo 
triangolo. 

Sessione  autunnale.  —  I.  Si  determinino  la  base  Xy  Taltezza  y 
e  gli  angoli  di  un  triangolo  isoscele  nel  quale  i  lati  uguali  hanno 
una  lunghezza  data  a,  e  l'area  ò  uguale  a  quella  di  un  trapezio  nel 
quale  i  lati  paralleli  sono  Vg  a?  e  y,  e  l'altezza  h  h:  e  s'indichino  i 
casi  nei  quali  il  problema  è  possibile  e  quello  nel  quale  il  triangolo 
è  rettangolo. 

II.  In  un  cerchio  di  raggio  r  si  deve  costruire  un  triangolo  ABC 
che  abbia  un  vertice  al  centro  C  del  cerchio  e  gli  altri  due  A  e  B 
sulla  circonferenza,  e  la  cui  area  sia  uguale  alla  superficie  laterale 
del  cilindro  che  ha  per  base  il  cerchio  dato  e  per  altezza  una  lun- 
ghezza data  h.  Si  richiede  che  si  determinino  il  lato  AB  =  y  e  la 
sua  distanza  x  dal  centro  (altezza  del  triangolo),  e  si  consideri  poi 
il  caso  nel  quale  si  voglia  anche  che  il  lato  AB  del  triangolo  passi 
per  un  punto  P  esterno  al  cerchio  di  cui  sia  data  la  distanza  d  da 
uno  dei  due  punti  nei  quali  il  diametro  che  passa  per  P  taglia  la 
circonferenza;  e  si  discutano  i  risultati. 


(*)  L'eccezione  fino  a  p  =  18  è  necessaria.  La  congruenza  ie*  —  y^z^  1  (mod.  13),   per 
esempio,  non  ammette  altra  soluzione  che  qnesta  :  y  ~  5,  a^O. 
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P.  GAZZANIGA.  —  Libro  di  aritmetica  e  di  algebra  elementare,  —  Padova, 
F.  Sacchetto,   1896.  —  Prezzo:  L.  3,25. 

Come  indica  il  tìtolo,  il  libro  è  diviso  nelle  due  parti  aritmetica  e  algebra^ 
la  prima  delle  quali  è  suddivisa  nei  5  capitoli  :  i  numeri  razionali  ;  lo  zero  e 
i  numeri  razionali  negativi;  i  numeri  reali;  i  numeri  complessi;  mentre  la 
seconda  è  suddivisa  negli  altri  tre  :  le  eguaglianze  identiche  ;  le  equazioni  ; 
applicazioni  elementari  delValgebra  alla  geometria. 

Il  libro  contiene  in  sostanza  tutto  quanto  è  indicato  dai  vìgenti  programmi 
per  i  licei  e  per  le  prime  d«e  classi  degli  istituti  tecnici;  ma  Tegregio^A.,  con 
opportuni  spostamenti,  ha  distribuito  la  materia  con  ordine  più  razionale  di 
quello  seguito  ordinariamente.  Il  metodo  tenuto  dalFA.  è  essenzialmente  ana- 
litico, e  di  ciò  gli  va  tributata  lode,  perchè  se  è  giusto  che  in  un  corso  ra- 
zionale di  geometria  elementare  si  debba  preferire  il  metodo  euclideo,  prendendo 
ad  imprestito  dalParitmetica  il  meno  possibile,  sembrerebbe  altrettanto  giusta  la 
preferenza  data  al  metodo  analitico  per  svolgere  gradatamente  il  concetto  di 
numero.  Si  muoverà  forse  qualche  obiezione  per  le  difficoltà  che  gli  alunni  delle 
nostre  scuole  possono  incontrare  nello  studio  dei  numeri  quali  enti  puramente 
analitici,  ma  a  ciò  si  può  ben  rispondere,  per  esempio,  che  le  maggiori  difficoltà 
che  offre  lo  studio  della  geometria  secondo  il  metodo  euclideo  (la  teoria  delle 
proporzioni  informi)  non  impediscono  che  nei  nostri  licei  essa  s'insegni  col  me- 
todo classico,  piuttostochè  con  quello  di  Legenore.  L*A.,  accorgendosi  del  resto 
di  queste  difficoltà  didattiche,  ha  pensato  bene  di  far  precedere  ognuno  dei  5 
capitoli  deir aritmetica  da  opportunissime  osservazioni  preliminari  su  oggetti 
materiali,  dal  cui  esame  scaturiscono  i  concetti  intuitivi  delle  varie  specie  di 
numeri.  Fermandosi  su  di  esse  quanto  è  necessario,  è  certo  che  gli  insegnanti 
di  buona  volontà  potranno  poi  svolgere  con  efficacia  le  varie  parti  della  materìn, 
uniformandosi  al  metodo  delPA. 

L'opera  del  prof.  Gazzaniga  è  ricca  di  molti  pregi,  alcuni  dei  quali  sono 
messi  in  rilievo  nella  seguente  rapida  rassegna  del  libro. 

Parte  I,  Cap,  I.  —  Sono  esposti  anzitutto  i  primitivi  concetti  dell'ariti 
mctica  {uno,  numero,  successivo)  S3nza  le  solite  definizioni,  sulla  cui  esattezza 
c'è  ancora  da  discutere.  (L'A.  si  schiera  coi  matematici  che  sostennero  effica- 
cemente la  non  definìbilità  del  numero'  intero).  Successivamente  sono  poste  le 
relazioni  di  uguaglianza  e  disuguaglianza  tra  i  numeri  interi,  e  le  operazioni 
relative  a  questi  numeri,  di  cui  son  dimostrate  con  concisione  e  con  sommo 
rigore  (quasi  sempre  col  metodo  d'induzione)  le  proprietà  indipendenti  dal  si- 
stema di  numerazione.  Nel  paragrafo  della  divisione,  dopo  un  accenno  alle  con- 
gruenze, sono  svolte  le  proprietà  del  M.  C.  D.,  del  M.  C.  M.  e  dei  numeri 
primi:  nei  due  paragrafi  seguenti  si  parla  di  potenza  e  di  radice  a  meno  1,  e 
così,  prima  che  sia  esteso  il  campo  dei  numeri,  si  trovano  esposte,  e  ciò  è  lo- 
gico, tutte  le  operazioni  sugli  interi.  Seguono  altre  proprietà  di  questi  numeri, 
fra  le  quali  il  teorema  di  Febmat,  quello  di  Wilson,  le  formule  che  danno  le 
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somme  delle  prime,  seconde,  terze  potenze  dei  primi  n  interi,  e  quelle  relative 
alle  permutazioni,  disposizioni  e  combinazioni.  Chiudono  il  primo  capitolo  le 
proprietà  dipendenti  dal  sistema  di  numerazione,  cioè  le  regole  pratiche  per 
eseguire  le  varie  operazioni,  i  criteri  di  divisibilità,  la  decomposizione  dei  nu- 
meri piccoli  in  fattori  primi,  la  ricerca  dei  divisori  di  un  numero  e  la  regola 
per  l'estrazione  di  ^  a  meno  1.  Il  capitolo  è  svolto  in  modo  veramemente 
mirabile.  C'è  soltanto  da  osservare  che,  poiché  lo  zero  è  definito  soltanto  nel 
§  9  del  Gap.  1,  esso  dovrebbe  essere  del  tutto  sconosciuto  nei  par.ngi*afi  prece- 
denti. Tuttavia,  in  alcuni  punti,  come  ad  es.  nella  ricerca  dei  quadrati  e  dei 
cubi  dei  numeii  da  1  ad  n  (pag.  43),  VA,  ne  fa  uso  implicitamente.  Forse 
sarebbe  meglio,  secondo  me,  che  lo  zero  fosse  messo  in  campo  un  po'  più  presto 
di  quel  che  non  faccia  TA.,  tanto  più  che  esso  può  esser  posto  tra  i  numeri 
interi.  Inoltre,  il  teorema  della  pag.  37  andrebbe,  se    non  erro,  posto  cosi  :  se 

fra  i  numeri  i,  2, ....  E  (^n)  non  v'è  alcun  divisore  primo  di  n,  il  numero 
n  è  primo, 

Cap.  IL  —  Dopo  le  prime  proprietà  dei  numeri  frazionari  sono  esposte, 
indipendentemente  dal  sistema  di  numerazione,  le  proprietà   delle  operazioni  su 

questi  numeri,  compresavi  la  radice  d*indice  n  a  meno  di  1,  e  di  — .  Seguono 

alcune  proprietà  generali  dei  numeri  razionali,  e  in  particolare  delle  frazioni 
continue  finite.  Chiudono  il  capitolo  le  proprietà  dipendenti  dal  sistema  di  nu- 
merazione (le  frazioni  decimali  periodiche,  e  le  regole  per  tutte  le  operazioni 
sui  decimali). 

Cap.  III.  —  Si  entra  coi  numeri  negativi*  nei  programmi  dei  licei.  Colla 
solita  precisione,  TÀ.  estende  ai  nuovi  numeri  le  proprietà  delle  diverse  opera- 
zioni, e  definisce  le  potenze  con  esponenti  nulli  e  negativi,  dimostrandone  le 
proprietà. 

Cap.  IV,  —  Viene  esposta  la  teoria  degli  irrazionali  col  metodo  di  Dedekind. 
Limitandosi,  per  ragioni  didattiche,  alla  contiguità  dei  gruppi  aperti^  TA.  in- 
troduce i  numeri  irrazionali,  svolgendo  con  molto  rigore  e  con  semplicità  lo 
proprietà  delle  operazioni  su  questi  numeri.  Seguono  alcune  proprietà  dei  pro- 
dotti e  delle  potenze,  con  un  accenno  al  teorema  binomiale  ;  le  radici  aritme- 
tiche d'indice  n  dei  numeri  reali  ;  le  ordinarie  proprietà  dei  radicali  aritmetici  ; 
le  potenze  ad  esponenti  frazionari  ;  la  teoria  dei  logaritmi  considerati  come  espo- 
nenti ;  i  rapporti  delle  grandezze  ;  le  progressioni  aritmetiche  e  geometriche,  e 
un  cenno  sui  numeri  limiti  di  successioni  di  numeri  reali. 

Cap.  y.  —  Con  una  esattezza  maggiore  di  quella  che  si  riscontra  in  altri 
trattati,  è  esposta  una  breve  teoria  dei  numeri  complessi.  L'A.  ne  fa  una  bella 
applicazione  alla  dimostrazione  della  formula  di  Eulero  relativa  al  prodotto  di 
due  somme  dì  quattro  quadrati. 

Dopo  aver  cosi  generalizzato  il  concetto  di  numero,  FA.  si  trova  in  migliori 
condizioni  degli  altri  autori  per  svolgere  l'algebra  propriamente  detta. 

Parte  IL  Cap.  I.  —  Sono  successivamente  esposte  le  proprietà  delle  ugua- 
glianze identiche,  le  definizioni  fondamentali  dell'algebra,  le  importanti  opera- 
zioni di  riduzione  dei  termini  simili  e  di  raccoglimento    del    fattor  comune,  le 
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operazioni  sui  polinomi,  la  regola  di  Kuppini  per  il  calcolo  del  quolo  e  del 
resto  della  divisione  per  x  —  a,  le  proprietà  del  M.  G.  D.  e  del  M.  G.  M.  dei 
polinomi,  e  alcune  considerazioni  sul  numero  dei  valori  della  variabile  indi  [ten- 
dente per  i  quali  una  funzione  intera  di  P,  2^....  grado  acquista  un  valore 
determinato,  e  sui  massimi  e  minimi  del  trinomio  quadratico.  Questo  capitolo 
ò  corredato  da  una  raccolta  di  interessanti  esercizi  che  T A .  ha  tratto,  oltre  che 
dalle  altre  parti  della  matematica,  dalla  meccanica  e  dalla  fìsica. 

Cap.  IL  —  Venendo  alle  equazioni,  TA.  comincia  coiresporne  in  modo 
molto  esatto  i  principi  fondamentali,  e  passa  quindi  successivamente  alla  riso- 
luzione delle  e-ìuazioni  di  P  e  di  2*^  grado,  con  accenni  a  quelle  di  3^  e  di  4^ 
e  airanalisi  indeterminata  di  P  grado.  Le  definizioni  di  sistemi  di  due  equa- 
zioni con  due  incognite  (pag.  249)  e  di  tre  con  tre  incognite  (pag.  262),  esclu- 
dono i  casi  d'impossibilità  e  d'indeterminazione.  A  voler  seguire  VA.,  un  com- 
plesso di  equazioni  non  potrebbe  esser  chiamato  sistema  se  non  quando  sia  stato 
verificato  che  esso  soddisfa  allo  condizioni  richieste  dalla  definizione.  Ora,  s[)e- 
cialmente  per  la  pratica,  ciò  non  è,  a  parer  mio,  conveniente,  stante  Tabitudine 
ormai  radicata  di  dare,  nella  teoria  delle  equazioni,  alla  parola  sistema  un  senso 
più  vasto.  LW.  stesso,  a  pag.  260,  in  alcuni  esercizi  proposti,  dà  per  inavver- 
tenza il  nome  di  sistema  a  ciascuno  dei  complessi  : 

so  y  i     00  y 

-^-4--^=  12  \  —-^y-  =c 

2  3  ì     a  b 

X         y  \     ^         y 

il  primo  dei  quali  non  rientrerebbe  nella  definizione  posta  dalFA.,  mentre  Taltro, 
per  meritare  il  nome  di  sistema,  dovrebbe  soddisfare  a  qualche  condizione.  Nel 
corso  del  libro,  TA.  si  attiene  peraltro  alle  definizioni- poste,  e  trova  dapprima 
le  condizioni  perchè  due  o  tre  equazioni  di  1^  grado  con  due  incognite,  tre 
equazioni  di  P  grado  con  tre  incognite,...  formino  un  sistema.  In  seguito  passa 
alla  risoluzione  dei  sistemi  medesimi.  Questo  capitolo  è  anch'esso  corredato  da 
una  raccolta  di  scelti  problemi. 

Cap,  III,  —  Pregevolissimo,  come  tutti  gli  altri,  quest'ultimo  capitolo  con- 
tiene le  più  elementari  applicazioni  dell'algebra  alla  geometria.  Vi  si  trovano, 
esposte  con  molta  eleganza,  le  relazioni  tra  gli  elementi  lineari  d'un  triangolo 
rettangolo,  le  espressioni  dell'area  d'un  triangolo  qualunque,  delle  bisettrici, 
delle  mediane,  dei  raggi  del  cerchio  inscritto  e  del  circumcircolo  in  funzione 
dei  Iati,  e  le  costruzioni  geometriche  delle  espressioni  algebriche  fondamentali. 
Chiude  il  libro  un  completo  corso  di  trigonometria  rettilinea,  quale  può  essere 
sufficiente  per  la  terza  classe  dei  nostri  licei.  Al  capitolo  è  annessa  una  serie 
di  ottimi  esercizi. 

Do  termine  a  questa  breve  rivista  col  far  rilevare  che  il  prof.  Gazzaniga, 
oltre  a  dimostrazioni  semplici  e  spesso  originali,  ha  arricchito  la  sua  opera  di 
interessantissime  notizie  storiche  le  quali,  insieme  agli  altri  pregi  del  libro, 
varranno  a  rendere  più  attraente  lo  studio  della  matematica  nei  nostri  licci.  E 
di  ciò  v'è  pur  troppo  bisogno.  Gorrado  Giamherlini. 

Fermo,  agosto  ISOH. 
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Bollettino  doll'Associazione  MÀTHESIS 

FRA  GLI 

INSEGNANTI  DI  MATEMÀTICA  DELLE  SCUOLE  MEDIE 


Skoe  d£ll' Associazione  pkb  il  biennio  1896-97-98 

-^    TORINO    #f- 

Presso  il  Presidente  del  Comitato:   Professor  RODOLFO  BKTTAZZI,   Corso  S.  Martino,  1 


STATUTO  DELL'ASSOCIAZIONE 


Art.  I. 

Fra  gr  insegnanti  di  matematica  nelle  scuole  secondarie  italiane 
è  costituita  un'Associazione  denominata  -  Mathesis  -  Associazione 
per  sludi  fra  gl'insegnanti  di  malemalica  delle  scuole  medie,  il 
cui  oggetto  ò  il  miglioramento  della  scuola  e  il  perfezionamento 
degl'  insegnanti,  sotto  il  punto  di  vista  scientifico  e  didattico. 

Art.  IL 

A  raggiungere  il  proprio  scopo  l'Associazione  : 

a)  tiene  riunioni  plenarie  e  parziali  ; 

b)  promuove  e  favorisce  ricerche  scientifiche  e  discussioni  di- 
dattiche ; 

e)  pubblica  sinossi  di  corsi  di  matematiche  elementari  o  di 
speciali  teorie,  in  relazione  ai  diversi  gradi  d'insegnamento  ; 

d)  cura  la  formazione  di  una  biblioteca  matematica  circolante 
ad  uso  dei  soci. 

Art.  III. 

Saranno  di  diritto  ammessi  come  soci,  dietro  semplice  loro  do- 
manda, i  professori  di  matematica  appartenenti  al  personale  inse- 
gnante o  direttivo  delle    scuole    medie,  governative  o  pareggiate  ; 
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quelli  delle  altro  scuole  secondarie  dovranno  ottenere  Tapprovazionc 
del  Comitato  direttivo  (Art.  IV). 

Saranno  soci  fondatori  coloro  che  si  inscriveranno  entro  un 
mese  dalla  pubblicazione  del  presente  Statuto. 

Art.  IV. 

L'Associazione  ò  retta  da  un  Comitato  direttivo  composto  di  12 
soci  ed  eletto  a  maggioranza  di  votanti.  11  Comitato  elegge  nel 
proprio  seno  un  Presidente  ed  un  Vice-presidente,  ed  elegge  pure, 
fra  i  soci,  un  Segretario-Economo. 

Art.  V. 

L'anno  sociale  comincia  col  V  luglio.  Il  Comitato  e  eletto  nel 
mese  di  giugno,  entra  in  carica  colla  prima  adimanza  (Art.  VIII) 
e  rimane  in  funzione  due  anni. 

Art.  VI. 

Al  Comitato  direttivo  ò  affidato  l'indirizzo  scientifico  e  didattico 
dcir Associazione,  la  redazione  di  un  bollettino  e  la  ripartizione  dei 
fondi  sociali. 

Art.  VII. 

La  città  ove  risiede  il  Presidente  del  Comitato  direttivo  è,  pel 
biennio  (Art.  V),  sede  deU'Associazione. 

Art.  Vili. 

Nelle  vacanze  autunnali,  in  sedi  da  destinarsi  anno  per  anno,  si 
terrà  dal  Comitato  direttivo  un'adunanza.  In  questa  adunanza  verrà 
presentato  dal  Presidente  del  Comitato  il  bilancio  dell'anno  cessato, 
e  verrà  deliberata  la  ripartizione  delle  spese  pel  nuovo  anno  sociale 
secondo  l'entrata. 

11  Presidente  in  carica,  sotto  la  propria  responsabilità,  curerà 
che  queste  spese  non  siano  oltrepassate  né  devolte  ad  altro  scopo. 

Nella  stessa  adunanza  verrà  stabilito  il  lavoro  dell'anno. 
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Quando  tale  adunanza  ha  luogo  nell'anno  della  elezione,  i  membri 
del  Comitato  cessante  potranno  intervenirvi,  ma  non  avranno  voto 
deliberativo. 

Art.  IX. 

L'Associazione  pubblica  un  bollettino,  nel  quale  si  daranno  gli 
atti  della  Società,  si  discuteranno  questioni  relative  al  miglioramento 
dei  programmi  e  alla  scelta  dei  libri  di  testo,  si  forniranno  notizie 
su  tutto  ciò  che  può  interessare  l'insegnamento  delle  matematiche 
nelle  scuole  medie,  e  si  darà  l'elenco  dei  libri  della  biblioteca  del- 
l'Associazione (Art.  II).  . 

Art.  X. 

I  soci  sono  tenuti  al  pagamento  di  una  quota  annuale  di  lire  sei 
(da  trasmettere  entro  il  mese  di  giugno  di  ciascun  anno  al  Segre- 
tario-Economo) e  di  una  tassa  d'ingrosso  di  lire  quattro. 

I  soci  fondatori  (Art.  Ili)  sono  esenti  dalla  tassa  d'ingresso. 

I  soci  di  nuova  inscrizione  verseranno  la  stessa  somma,  qualunque 
sia,  entro  l'anno,  l'epoca  del  loro  ingresso  nella  Società. 

Art.  XI. 

Le  dimissioni  presentate  in  qualsiasi  epoca  da  un  socio,  non  lo 
esonerano  dal  pagamento  del  contributo  relativo  all'anno  in  corso.  I 
nomi  dei  contravventori  alla  presente  disposizione,  od  a  quella  del- 
l'articolo precedente,  saranno  pubblicati  nel  bollettino  dell' Associa- 
zione sotto  la  rubrica  «  Soci  mo7*osti>;  però  il  Comitato  direttivo 
ne  darà  preavviso  agl'interessati. 

Art.  XII. 

II  modo  di  funzionare  del  Comitato  direttivo  sarà  fissato  da  ap- 
posito Regolamento,  redatto  dal  Comitato  stesso. 

Roma,  15  ottobre  1896. 

Comitato  Direttivo  per  il  biennio  1896-97,  1897-98. 

Bettazzi  Rodolfo,  Presidente  Lazzeri  Giulio 

Frattini  Giovanni,   Vice-Presidente  Panizza  Francesco 

Brambilla  Alberto  Retali  Virginio 

De  Amicis  Enrico  Sforza  Giuseppe 

De  Zolt  Antonio  Giudice  Francesco,    Segreta- 

Gazzaniga  Paolo  rio-Economo. 
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ELENCO   DEI   SOCI  FONDATORI 

dell'Associazione  MATHE8IS 


Aicardi  Vittorio,  Liceo  Pareggiato,  Novi  Ligure.  —  Arnaldi  Italo,  E.  Isti- 
tuto tecnico,  Aquila.  —  Ampdeo  Federico,  R.  Istituto  tecnico,  Napoli.  — 
Andriani  Angelo,   R.  Liceo,  Bari  —  Angeleri    Francesco,    R.  Liceo,   Ivrea. 

—  Beggiato  Alessandro,  R.  Liceo,  Vicenza  —  Bernardi  Giuseppe,  R.  Isti- 
tuto tecnico,  Ancona.  —  Bettazzi  Rodolfo,  R.  Liceo  Cavour,  Torino.  — 
Bettini  Bettino,  Liceo  Pareggiato,  Osimo  (Ancona).  — .  Biasi  Giovanni,  R. 
Istituto  tecnico,  Sassari.  —  Boccardini  Giovanni,  R.  Liceo,  Vigevano  — 
Bonciani  Guglielmo,  Scuola  tecnica  pareggiata,  Viareggio  —  Bosi  Luigi,  R. 
Istituto  tecnico,  Teramo  —  Brambilla  Alberto,  R.  Liceo  Vittorio  Emanuele, 
Napoli  —  Bustelli  Anton  Maria,  R.  Provveditore  agli  studi,  Aquila  —  Ca- 
relli Costantino  Gregorio,  R.  Scuola  tecnica,  Cagliari  —  Carlini  Luigi,  R. 
Scuola  tecnica,  Udine  —  Castelli  Pietro,  R.  Istituto  tecnico,  Piacenza  — 
Catania  Sebastiano,  R.  Istituto  nautico,  Catania  —  Ceccaroni  Guido,  R. 
Ginnasio,  Veroli  —  Ceretti  Umberto,  R.  Scuola  tecnica,  Rieti  —  Certo 
Luigi,  R.  Liceo  Vittorio  Emanuele,  Palermo.  —  Chiari  Augusto,  Scuola 
tecnica  e  Ginnasio  pareggiati.  Città  di  Castello  —  Chini  Mineo,  R.  Scuola 
allievi  macchinisti,  Venezia  —  Ciabò  Giorgio,  Preside  del  R.  Istituto  tecnico, 
Bergamo  —  Ciamberlini  Corrado,  R.  Liceo,  Fermo  —  Coen  Adolfo,  R.  Liceo, 
Mantova  —  Correale  Eugenio,  R.  Liceo  Vittorio  Emanuele,  Napoli  — 
Cortevesio  Edoardo,  Ginnasio  pareggiato,  Avezzano  —  Costanzi  Giuseppe, 
R.  Liceo,  Rieti  —  Cozza  Ettore,  R.  Scuola  tecnica,  Perugia  —  Dainelli 
Ugo,  R.  Istituto  tecnico,  Roma  —  De  Amicis  Enrico,  R.  Istituto  tecnico, 
Brescia  —  De  Vincentiis  Giuseppe,  R.  Ginnasio,  Chieti  —  D'Incà  Levis  En- 
rico, R.  Istituto  tecnico,  Teramo  —  De  Zolt  Antonio,  R.  Liceo  Parini, 
Milano  —  Drago  Giovanni,  R.  Ginnasio,  Sciacca  —  Ducei  Enrico,  R.  Scuola 
tecnica,  Varallo-Sesia  —  Fabris  Vittorio,  R.  Istituto  tecnico,  Alessandria  — 
Fazzari  Gaetano,  R.  Liceo,  Avellino  —  Fellini  Diego,  R  Istituto  tecnico, 
Forlì  —  Fenoglio  Luigi,  R.  Istituto  tecnico,  Torino  —  Ferrari  Carlo,  R 
Scuola  tecnica,  Como  —  Ferrari  Federico,  R.  Istituto  tecnico,  Alessandria 

—  Ferrari  Francesco,  R.  Liceo,  Chieti  —  Ferro  Giovanni,  R.  Ginnasio  Ca- 
vour, Torino  —  Fiorentino  Gioacchino,  R  Ginnasio,  Caltanissetta  —  Foschi 
Emanuele,  R.  Scuola  tecnica.  Casal  Maggiore  —  Franconi  Enrico,  R.  Scuola 
tecnica,  Civitavecchia  —  Frattini  Giovanni,  R.  Istituto  tecnico,  Roma  — 
Fucini  Catone,  R.  Istituto  nautico,  Genova  -—  Gambioli  Dionisio,  R  Scuola 
tecnica  Lombardini,  Milano  —  Garrone  Contardo,  R.  Liceo,  Voghera  —  Gaz- 
zaniga  Paolo,  R.  Liceo,  Padova  —  Giudice  Francesco,  R.  Istituto  tecnico, 
Genova  —  Gremigni  Michele,  R.  Liceo  Galilei,  Firenze  —  Grilli  Ruggero. 
R    Liceo,  Treviso  —  Lazzeri  Giulio,  R.  Accademia  navale,  Livorno  —  Le- 
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grenzi  Giuseppe^  B.  Ginnasio,  Sondrio  ^  Leoncini  Michele,  B.  Ginnasio, 
Pallanza  —  Lugli  Aurelio  (*),  B.  Istituto  tecnico,  Boma  —  Marini  Baf- 
faello,  B.  Istituto  tecnico,  Arezzo  —  Mariscotti  Luigi,  B.  Ginnasio,  Calta- 
nissetta  —  Marseglia  Natale,  B.  Liceo,  Potenza  —  Martone  Alfonso, 
B.  Liceo  Tasso,  Boma  —  Martone  Michele,  B.  Istituto  tecnico,  Beggio 
Calabria  —  Masdea  Arturo,  B.  Istituto  nautico,  Napoli  —  Massa  Al- 
fredo, B.  Ginnasio  Ennio  Quirino  Visconti,  Boma  —  Melis  Antonio,  B. 
Scuola  tecnica  Sammartiuo,  Catania  —  Michelangeli  Nazzareno,  B.  Liceo, 
Forlì  —  Misani  Massimo,  Preside  del  B.  Istituto  tecnico,  Udine  —  Mola 
Giacomo,  B.  Liceo,  Campobasso  —  Montesano  Potito,  B.  Liceo,  Maddaloni 

—  Morelli  Ernesto,  B.  Ginnasio  Umberto,  Boma  —  Moreno  Giuseppe, 
B.  Istituto  tecnico,  Napoli  —  Moretti  Alfonso,  B.  Liceo,  Correggio  —  Mo- 
riconi  Creonte,  B.  Liceo,  Senigallia  —  Morino  Paolo,  B.  Liceo,  Cosenza  — 
Murer  Vittorio,  B.  Liceo,  Alessandria  —  Nannei  Enrico,  B.  Istituto  tec- 
nico, Bari  —  Neppi  Modena  Angelo,  B.  Istituto  tecnico,  Girgenti  —  Orto 
Carboni  Salvatore,  B.  Istituto  tecnico.  Piacenza  —  Palatini  Francesco,  B. 
Istituto  tecnico,  Sondrio  —  Panizza  Francesco,  B.  Liceo  M.  Polo,  Venezia 

—  Pepoli  Alessandro,  B.  Scuola  tecnica  Gagini,  Palermo  —  Pesci  Giuseppe, 
B.  Accademia  Navale,  Livorno  —  Perito  Pasquale,  B.  Scuola  tecnica,  Penne 

—  Pierantoni  Venturino,  B.  Istituto  tecnico,  Chieti  —  Pinna  Salvatore,  B. 
Ginnasio,  Nuoro  -^  Pirondini  Geminiano,  B.  Istituto  tecnico,  Parma  — 
Pisciotta  Francesco,  B.  Liceo-Ginnasio  Vittorio  Emanuele,  Napoli  —  Poi- 
nelli  Giuseppe,  B.  Ginnasio,  Mondovi  —  Priolo  Luigi,  Scuola  tecnica  pa- 
reggiata, Beggio  Calabria  —  Pucci  Enrico,  Preside  del  B.  Liceo  Vittorio 
Emanuele,  Napoli  —  Bacca  Giuseppe,  B.  Scuola  tecnica,  Savigliano  —  Be- 
tali  Virginio,  B.  Liceo  Beccaria,  Milano  -»  Biboni  Gaetano,  B.  Istituto 
tecnico,  Milano  —  Bizzoni  Enrico,  B.  Liceo,  Lucerà  —  Bomano  Salvatore, 
B.  Scuola  tecnica,  Noto  —  Bozzoline  Gerolamo,  B.  Liceo,  Salerno  —  Busso 
Giovanni,  Istituto  tecnico  pareggiato,  Catanzaro  —  Sadun  Elcia,  B.  Isti- 
tuto tecnico,  Boma  —  Santamaria  Gerardo,  B.  Ginnasio  Parini,  Milano  — 
Sbrana  Silvio,  B.  Liceo,  Pistoia  —  Scoto  Giuseppe,  B.  Scuola  normale  e  B. 
Scuola  tecnica,  Baivenna  —  Sforza  Giuseppe,  B.  Istituto  tecnico,  Beggio 
Emilia  —  Simoncelli  Bemo,  B.  Scuola  tecnica,  Arcevia  —  Sola  Filippo,  B. 
Liceo,  Carmagnola  —  StromiUo  Solone,  B.  Scuola  tecnica  S.  Bosa,  Napoli  — 
Testi  M.  Giuseppe,  B.  Istituto  tecnico,  Macerata  —  Tremontani  Gerolamo, 
Preside  del  B.  Istituto  tecnico,  Bologna  —  Treves  Eugenio,  B.  Scuola  tec- 
nica, Badia  Polesine  —  Valeri  Demetrio,  B.  Liceo,  Modena. 

(*)  Morto  il  27  maggio  1806. 

Corrispondenza  coi  Soci. 

I  Soci  i  cui  nomi  sono  pubblicati  nel  presente  fascicolo,  hanno  pagata 
la  loro  quota  per  V  anno  sociale  1896-97.  Questa  dichiarazione  f&  le  veci  di 
ricevuta. 
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VERBALI 


La  nostra  Associazione  incominciò  a  vivere  solo  col  1^  luglio  del  corrente 
anno  1896,  per  cui  non  potè  ancora  dar  pubblica  prova  di  attività  utile 
pel  miglioramento  degl'insegnamenti  e  per  il  progresso  degli  studi.  Peraltro 
nell'adunanza  ordinaria  tenutasi  in  queste  vacanze  autunnali,  secondo  l'e- 
sigenza dell'articolo  Vili  del  nostro  Statuto,  11  Comitato  dell'Associazione 
ha  preparato  im  lavoro,  che  gioverà  certamente  alla  scuola  ed  alla  scienza, 
se,  come  ne  siamo  certi,  vi  prenderanno  parte  attiva  i  non  pochi  valenti 
insegnanti,  e  cultori  delle  matematiche. 

Per  tenere  i  soci  al  corrente  degli  atti  del  Comitato,  e  per  norma  di 
tutti  coloro  che  intendono  unire  l'opera  propria  alla  nostra,  pel  bene  della 
scuola,  pubblichiamo  un  estratto  del  verbale  dell'adunanza  citata  sopra. 


Estratto  del  verbale  delle  sedute  del  Gomitato  DirettìYO 

tenute  a  Fibbnze  nei  giorrd  24,  25  e  26  Agosto,  1896. 


Il  Comitato  si  riunisce  in  una  sala  del  B.  Liceo  Galilei,  cortesemente 
concessa.  Sono  presenti  i  membri  del  Comitato  direttivo,  professori  R.  Bet- 
tazzi  (presidente  del  Comitato),  G.  Trattini  (vice -presidente),  F.  Giudice 
(segretario-economo),  E.  De  Amicis,  P.  Gazzaniga,  G.  Lazzeri,  G.  Sforza. 
Dei  quattro  membri  rimanenti,  non  intervenuti  alla  riunione,  il  pro£  A. 
De  Zolt  è  ammalato;  gli  altri  tre,  cioè  i  professori  A.  Brambilla,  F.  Pa- 
nizza,  V.  Retali,  giustificando  l'assenza,  hanno  inviate  le  loro  osservazioni 
suUe  questioni  poste  all'ordine  del  giorno. 

Presiede  le  adunanze  il  prof.  B.  Bettazzi,  ne  è  il  segretario  il  professor 
E.  De  Amicis. 

Il  Presidente  legge  una  lettera  della  presidenza  del  Circolo  matematico 
di  Palermo,  nella  quale  si  esprimono  vive  condoglianze  per  la  morte  del 
prof.  A.  Lugli,  membro  del  Comitato  dell'Associazione  Math&ris.  1  conve- 
nuti ne  prendono  atto  ringraziando.  E,  sollevatasi  in  proposito  la  questione 
della  opportunità  o  meno  d'invitare  i  soci  ad  una  votazione  per  coprire  il 
posto  lasciato  vacante  nel  Comitato  dal  compianto  professore,  dietro  pro- 
posta del  Presidente  unanimamente  si  delibera  che  l'Associazione  non  debba, 
per  questo  primo  biennio  sociale,  nominare  un  successore  all'illustre  ed 
amatissimo  estinto,  per  omaggio  alla  sua  memoria. 
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Il  Presidente  dà  pure  comunicazione  di  una  corrispondenza  del  profes- 
sore F.  Angeleri,  salutante  i  convenuti,  plaudente  alla  questione,  inserita 
nell'ordine  del  giorno,  del  coordinamento  delle  scuole  secondarie  con  le  fa- 
coltà di  matematica  e  d'ingegneria,  e  proponente  di  discutere  intorno  alla 
opportimità  di  officiare  Sua  Eccellenza  il  Ministro  della  pubblica  istruzione 
afifinchè  voglia  rimettere,  fin  dall'anno  scolastico  prossimo,  il  tema  scritto 
di  matematica  in  tutti  gli  esami,  o  almeno  nelle  due  licenze,  liceale  e  gin- 
nasiale. I  convenuti  prendono  tosto  in  esame  la  proposta  del  prof.  F.  An- 
geleri,  e  concludono  in  proposito,  approvando  unanimamente  la  proposta 
fatta  dal  prof.  P.  Gazzaniga,  d'incaricare  il  prof.  G.  Frattini,  residente  a 
Homa  e  vice-presidente  del  Comitato,  di  presentare  lo  Statuto  e  gli  Atti 
dell'Associazione  Mathesis  a  Sua  Eccellenza  il  Ministro  della  pubblica  istru- 
zione, chiedendo  l'appoggio  di  lui  agli  intenti  didattici  e  scientifici,  che  soli 
costituiscono  la  ragione  d'essere  di  questa  Società  d'insegnanti,  e  racco- 
mandandogli in  particolare  di  voler  ripristinare  la  prova  scritta  di  ma- 
tematica in  tutti  gli  esami  di  licenza  delle  scuole  secondarie,  non  tanto 
per  l'efficacia  in  sé  di  queste  prove,  quanto  per  il  prestigio  che  cosi  si  ver- 
rebbe a  ridonare  alla  materia,  e  la  conseguente  maggiore  attività  nello 
studio,  che  tali  prove  hanno  sempremai  risvegliato  nella  scolaresca. 

Dopo  lunga  discussione  sono  approvate,  per  affidarle  allo  studio  dei  soci, 
sei  questioni  attinenti  ai  programmi,  ed  una  (questione  VII)  d'indole  scien- 
tifìco-didattica  ;  fe  risposte  relative  alle  medesime^  siano  esse  di  soci  o  di  rum 
socij  dovranno  spedirsi  al  Presidente  ptvf.  Bettazzi,  che  avrà  cura  di  far  pub- 
blicare dei  riassunti  man  mano  che  ne  sarà  il  caso.  Alciuie  delle  risposte 
date  all'ultima,  potranno  anche  venir  pubblicate  integralmente  a  titolo  di 
premio. 

A  proposito  della  stessa  questione  ultima,  il  prof.  Giudice  dà  lettura  di 
ima  sua  comunicazione  intorno  ad  ima  nuova  e  semplice  maniera  di  trat- 
tare la  teoria  dell'equivalenza  ;  e,  dietro  proposta  del  Presidente,  unanime- 
mente accettata,  si  delibera  che  essa  comunicazione  sia  inserita  negli  Atti 
dell'Associazione . 

Si  approva  la  relazione  sul  bilancio  sociale,  fatta  dal  segretario-economo, 
dalla  quale  risulta  la  disponibilità,  per  questo  primo  anno,  deUa  somma  di 
L.  572,16. 

Si  passa  quindi  alla  discussione  delle  due  questioni,  connesse  fra  loro: 
assunzione  della  pubblicazione  del  Periodico  di  Matematica  per  V insegnamento 
secondario  da  parte  dell'Associazione  Mathesis,  e  pubblicazione,  prescritta 
dallo  Statuto,  del  Bollettino  contenente  gli  Atti  dell'Associazione  medesima, 
n  Presidente  comunica  in  proposito  che,  in  seguito  all'autorizzazione  pree 
cedentemente  ricevuta  dal  Comitato,  di  trattare  colla  famiglia  del  compianto 
prof  A.  Lugli,  già  direttore  del  Periodico,  egli  ha  convenuto  di  continuar- 
per  l' anno  corrente  1896  la  pubblicazione  del  Periodico,  a  cura  ed  a  carico 
dell'Associazione,  profittando  anche  dell'offerta  di  contribuzione  pecuniaria 
da  parte  dell'autore  di  un  lungo  articolo  da  inserirsi  nel  Periodico  medesimo, 
ed  affidandone  la  direzione  al  prof.  G.  Frattini.  Il  Comitato  approva  l'operato 
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del  Presidente,  considerando  che  il  grave  sacrifizio  pecuniario,  al  quale  cosi 
viene  a  sobbarcarsi  l'Associazione,  è  giustificato  specialmente  dallo  scopo 
di  fare  per  tal  modo  cosa  giovevole  alle  scuole  secondarie,  evitando  la  sop- 
pressione di  un  giornale  sommamente  utile  tanto  a  docenti  che  a  discenti. 

Le  spese  del  Periodico,  comprese  le  postali,  ammontano  pel  rimanente 
di  quest'anno  a  circa  L.  750,  la  corrispondente  entrata  è  di  circa  L.  360; 
e  il  Comitato,  approvando  le  proposte  fatte  in  proposito  dal  Presidente  e 
dal  Segretario-economo,  dà  loro  facoltà  di  valersi  del  fondo  di  cassa  sociale 
per  coprire  il  corrispondente  disavanzo.  Pertanto  viene  stabilito  che  T As- 
sociazione Mathesis  concorra  con  L.  400  a  coprire  le  spese  relative  aUa 
pubblicazione  dei  rimanenti  £b.scìco1ì  del  Periodico  di  quest'anno. 

Si  stabilisce  poi  che,  per  tutto  il  corrente  anno  1896,  gli  Atti  dell'As- 
sociazione Mathesis  siano  inseriti  negli  ultimi  tre  fascicoli  del  Periodico,  di 
82  pagine  ciascuno;  la  parte  cosi  occupata  nel  Periodico  dagli  Atti  mede- 
simi, costituirà  per  quest'anno  il  Bollettino  dell'Associazione.  Di  questi  Atti 
si  fìiranno  tanti  estratti  quanti  occorreranno,  e  si  manderà  una  copia  di 
tali  estratti  a  tutti  i  soci  di  Mathesis;  e  pertanto  quelli  fra  questi  che 
saranno  abbonati  al  Periodico  riceveranno  pure  ima  copia  ciascuno  dei 
predetti  &,scicoli  (completi),  mentre  i  soci  di  Mathesis  non  abbonati  al  Pe- 
riodico, riceveranno  solamente  una  copia  degli  estratti  suddetti. 

Si  approva  inoltre  la  disposizione  seguente:  <  L'Associazione  Mathesis 
ha  deliberato,  avendo  a  ciò  aderito  la  famiglia  del  compianto  prof  A.  Lugli, 
di  continuare  anche  dopo  l'anno  corrente  la  pubblicazione  del  Periodico, 
fino  a  che  questa  non  sia  assunta  da  un  privato.  Si  procureranno  in  ogni 
caso  facilitazioni  ai  soci  ;  e  intanto,  per  l'annata  1897,  se  tale  assunzione 
privata  non  avrà  avuto  luogo,  il  prezzo  d'abbonamento  al  Periodico  sarà 
ridotto  pei  sòci,  mentre  rimarrà  di  L.  6  pei  non  soci  ». 

Dietro  insistente  proposta  del  prof.  G.  Trattini,  si  delibera  inoltre  che 
pel  1897,  sempre  nella  ipotesi  che  l'accennata  assunzione  privata  non  sia 
ancora  avvenuta,  la  direzione  dei  Periodico,  pubblicato  a  cura  dell'Associa- 
zione Mathesis^  sia  affidata  al  Presidente  del  Comitato  direttivo,  prof  B.  Bet- 
tazzi,  coadiuvato  dai  singoli  membri  del  Comitato  medesimo  ;  al  detto  Pre- 
sidente dovranno  pertanto  dirigersi  dal  1^  gennaio  1897  in  poi,  tutte  le 
pubblicazioni  e  gli  scritti  concernenti  il  Periodico. 

Si  dà  facoltà  al  Presidente  del  Comitato  di  provvedere  nei  limiti  del 
disponibile,  alle  spese  del  bollettino  dal  V  gennaio  al  31  luglio  1897. 

Da  ultimo,  riguardo  alla  formazione  di  una  Biblioteca  circolante  ad  uso 
dei  soci,  prescritta  dallo  Statuto,  si  delibera  di  cercare  per  ora  di  procu- 
rarsi all'uopo  una  prima  raccolta  di  opere  ed  opuscoli  di  matematica  e 
scienze  affini,  mediante  libri  offerti  in  dono  dai  soci,  e  da  tutti  coloro  che, 
quantunque  non  soci,  intendono  in  questo  modo  giovare  all'Associazione. 
A  tale  scopo  dovrà  pubblicarsi  nel  bollettino  un  apposito  invito.  I  libri 
offerti  saranno  raccolti  dal  segretario-economo,  il  quale  ne  compilerà  l'elenco, 
pubblicandolo  di  mano  in  mano  sul  bollettino,  unitamente  ai  nomi  degli 
oblatori. 
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Conclusioni  della  relazione  sul  bilancio  sociale. 

Quote  spontanee  (di  11  membri  del  Comitato  provvisorio). 
>      ordinarie  (di  106  soci  fondatori) 


Totale  entrata    . 
Spese  circolari  stampate,  autograf.  o  polita f.  e  di  posta   . 

Somma  disponibile  per  il  1896-97. 


L.    65,00 
»  636,00 

L.  691,00 
.   118,84 

L.  572,16 


SegHono  le  questioni  clie  il  Comitato  direttivo  propone  allo  studio  dei  signori 
Professori,  siano  essi  soci  di  II4THESIS  o  no. 

Si  prega  di  spedire  le  risposte  alla  sede  dell*Associazione. 

Studiare  in  quale  misura  sia  opportuno  dare  Tinsegnamento  dell'aritme- 
tica razionale  nelle  scuole  secondarie  inferiori  e  superiori,  e  in  quali  classi 
convenga  impartirlo,  affinchè  riesca  più  proficuo. 

n. 

Quali  modificazioni  si  possono  suggerire  nei  vigenti  programmi  per  Tin- 
segnamento  scientifico  delle  scuole  medie,  affinchè  quello  della  matematica 
riesca  maggiormente  coordinato  con  quello  delle  scienze  affini. 

(Ner  liceo,  per  esempio,  seguendo  l'attuale  programma  di  matematica, 
si  tratta  la  teoria  della  misura  verso  la  fine  del  secondo  anno,  mentre  per 
l'insegnamento  della  fisica  essa  occorre  assai  prima.  L'insegnamento  della 
cristallografia  attualmente  precede  quello  della  stereometria.  Il  disegno  di 
costruzioni  comincia  un  anno  prima  dello  studio  della  geometria  descrittiva. 
Nel  secondo  anno  dell'istituto  tecnico  il  professore  di  computisteria  ha  bi- 
sogno di  valersi,  quasi  fin  dal  principio,  della  teoria  dei  logaritmi,  mentre 
questa  costituisce  ora  l'ultimo  capitolo  del  corrispondente  programma  di 
aritmetica  e  algebra.  Ecc.). 

ni. 

Se  sia  opportuno  semplificare  e  ridurre  in  alcune  parti,  e  in  pari  tempo 
approfondire  e  perfezionare  in  altre,  l'insegnamento  della  matematica  nelle 
scuole  normali,  in  modo  da  ottenere  dagli  allievi,  futuri  maestri  elemen- 
tari, rigore  nelle  nozioni  elementari  e  precisione  nel  linguaggio. 

IV. 

Esame  della  importante  questione  della  fusione  delle  scuole  tecniche 
con  le  ginnasiali,  specialmente  in  riguardo  alla  matematica. 
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V. 


Opportunità  della  fusione  della  geometria  piana  con  la  solida  nell'  inse- 
gnamento. 

VI. 

Se  e  come  convenga  modificare  e  completare  l'insegnamento  della  mate- 
matica attualmente  impartito  nelle  scuole  secondarie,  e  specialmente  nei 
icei,  per  ottenere  un  migliore  coordinamento  con  le  facoltà  di  matematica 
pura  ed  applicata;  o  quanto  meno: 

a)  Quali  sarebbero  i  migliori  limiti  da  assegnarsi  all'insegnamento 
della  trigonometria  nei  licei;  in  particolare,  se  convenga  restringere  la 
parte  goniometrica  e  ampliare  quella  della  trigonometria  propriamente  detta. 

b)  Se  per  tale  coordinamento  sia  opportuno  semplificare  nel  secondo 
biennio  della  sezione  fisico-matematica  degl'istituti  tecnici  l'attuale  prò- 
grpjnma  di  matematica,  una  parte  del  quale  è  poi  i^ipetuta  all'università  e 
nei  licei  non  si  svolge,  allo  scopo  eziandio  di  potere  con  miglior  frutto 
tornare  nel  secondo  biennio  sul  programma  del  primo,  trasportandovene 
anche  una  parte,  e  cosi  addestrare  maggiormente  gli  alunni  del  secondo 
biennio  nelle  esercitazioni  ed  applicazioni  matematiche,  e  segnatamente 
nella  risoluzione  e  discussione  dei  problemi,  e  alleggerire  al  tempo  stesso 
gli  alunni  del  primo  biennio,  ai  quali  attualmente  si  deve  svolgere  in  due 
anni  quello  stesso  programma  di  matematiche  elementari,  per  lo  svolgi- 
mento del  quale  nelle  scuole  classiche  sono  invece  assegnati  cinque  anni 
(Ginnasio  e  Liceo). 

NB.  H  Comitato  aveva  esso  stesso  iniziata  la  discussione  di  questa  que- 
stione; e  vehne,  fra  le  altre,  avanzata  questa  proposta:  che,  soppressa  la 
sezione  fisico-matematica  negli  Istituti  tecnici,  venisse  istituito  un  corso  di 
un  anno,  comune  ai  licenziati  dai  Licei  e  dagli  Istituti  tecnici,  nel  quale 
fosse  dato  un  insegnamento  complementare  di  matematica  a  quelli  fra  essi 
che  aspirassero  all'inscrizione  alle  fìicoltà  matematiche  universitarie. 

Emersi  nella  discussione  i  vantaggi,  ma  insieme  ad  essi  anche  le  diffi- 
coltà di  questa  soluzione,  si  pensò  di  non  pregiudicare  la  questione  con  una 
deliberazione,  e  di  proporla  allo  studio  dei  professori  tutti  delle  scuole 
medie. 

VII. 
Del  miglior  modo  di  trattare  in  iscuola  la  teoria  deU'equivalenza. 


Biblioteca  dell'Associazione  MATHESIS. 

I  Soci  e  le  persone  che,  sebbene  non  soci,  s'interessano  all'incremento 
di  Mathesis  sono  pregati  d' indirizzare  al  Segretario-Economo,  prof.  Fì'an- 
Cesco  Giudice,  Corso  Ugo  Bassi  40,  Genova,  i  libri  e  gli  opuscoli  che  inten- 
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dessero  donare   all'  Associazione  per  concorrere  alla  formazione  della  sua 
biblioteca  circolante. 

Dei  libri  e  dei  donatori  si  pubblicherà  Pelenco  nel  bollettino. 


Comunicazione  di  Francesco   Giudice. 

La  questione  dell'equivalenza  fu  molto  discussa  in  questi  ultimi  anni. 
Ora,  esaminando  quanto  fu  scritto  in  proposito  ed  in  particolar  modo  le 
pubblicazioni  più  recenti,  si  riconosce  che  le  difficoltà  sorgono  sempre 
quando  cresce  all'infinito  il  numero  delle  divisioni,  ossia  quello  delle  parti. 
Fermando  l'attenzione  su  questo  punto  capitale,  mi  sono  accorto  che  la 
causa  prima  delle  difficoltà  incontrate  consiste  nel  non  aver  separate  netta- 
mente le  figure  finite  dalle  infinite:  {*)  &cendo  questa  separazione,  s'ottiene 
subito  la  semplicità  antica  ed  il  rigore  moderno,  perchè  dimostrasi  imme- 
diatamente che  una  grandezza  finita  non  può  esser  eguale  ad  una  sua 
parte,  e  questa,  come  è  noto,  è  la  proposizione  fondamentale  della  teoria 
dell'equivalenza . 

Ciò  premesso,  passo  a  provare  quanto  ho  asserito,  e  lo  esporrò  senza 
divagare,  affinchè  ognuno  possa  apprezzare  da  sé  la  semplicità  e  l'impor- 
tanza del  metodo. 

Grandezza  finita  bd  infinita.  —  Diremo  che  una  grandezza  è  finita, 
se  non  è  possibile  toglierne  una  prima  parte  (formata  d'un  sol  pezzo  o  ri- 
sultante della  riunione  di  più  pezzi  presi  arbitrariamente  ed  arbitrariamente 
riuniti),  indi  una  seconda  (formata  d'un  sol  pezzo  o  di  più  pezzi  presi  arbi- 
trariamente nel  resto  ed  arbitrariamente  riuniti),  che  sia  eguale  alla  prima, 
poi  una  terza,  anch'essa  eguale  alla  prima,  e  cosi  via  indefinitamente  :  se 
invece  sia  possibile,  allora  diremo  che  la  grandezza  è  infinita. 

Tbobema.  Una  grandezza  finita  non  può  superar  sé  stessa.  —  Supponiamo 
infatti  che  una  grandezza  F  possa  superar  sé  stessa,  supponiamo  cioè  che 
sia  possibile  scomporre  F  in  parti  e  rimettere  poi  insieme  le  medesime,  in 
modo  da  ottenere  una  grandezza  formata  d'una  parte  eguale  ad  ^  e  di  altra 
parte,  che  indicheremo  con  G  :  togliamo  questa  parte,  e,  rimanendo  ancora 
una  grandezza  eguale  ad  F,  mediante  la  stessa  scomposizione  e  ricompo- 
sizione di  prima,  riusciremo  a  togliere  G  una  seconda  volta,  lasciando  come 
resto  ancora  una  grandezza  eguale  ad  Fy  cosicché,  operando  di  nuovo  la 
stessa  scomposizione  e  ricomposizione,  potremo  togliere  G  ima  terza  volta, 
lasciando  di  resto  ancora  F,  e  cosi  via.  In  questo  modo  vediamo  esser 
possibile  togliere  da  F  una  1*  parte  eguale  a  G,  poi  ima  2^  ed  una  8'  e 
cosi  via  indefinitamente.  Una  grandezza  F,  che  possa  superar  sé  stessa,  è 


(*)  Gk)do  ohe  il  valente  prof.  Gitroici:  sia  della  mia  opinione.  (V.  nn  mio  articolo  pub- 
blicato nel  Periodico  di  mot.,  Paso.  V-VI,  1806). 

G.  FfiATTiin. 
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dunque  necessariamente  infinita  ;  per  cui  non  è  possibile  che  una  grandezza 
finita  superi  sé  stessa. 

Dopo  la  definizione  e  il  teorema  precedente  basterà  ammettere,  per 
postulato,  che  sìa  finita  ogni  sfera,  per  poter  trattare  con  semplicità  e  ri- 
gore la  teoria  dell'equivalenza.  Consideriamo  infatti  un  cerchio  :  ogni  volta 
che  pensiamo  segnata  in  esso  una  parte,  pensiamo  costruito  sulla  medesima 
un  cilindro  retto  di  altezza  eguale  ad  un  segmento  a  fissato  comunque,  e, 
se  pensiamo  spostata  o  soppressa  una  parte  del  cerchio,  pensiamo  spostato 
o  soppresso  con  la  medesima  il  sovrapposto  cilindro  :  riconosciamo  cosi  su- 
bito che,  se  si  potessero  togliere  successivamente  infinite  parti  eguali  dal 
cerchio,  si  potrebbero  pur  togliere  dalla  sfera  circoscritta  al  sovrapposto 
cilindro  retto  di  altezza  a  :  e,  siccome  la  cosa  non  è  possibile  per  'la  sfera, 
perchè  ogni  sfera  è  finita  per  postulato  ammesso,  cosi  la  cosa  non  è  possi- 
bile neppure  pel  cerchio  :  i  cerchi  son  dunque  finiti.  Consideriamo  ora  un 
segmento  in  un  piano  :  se  ogni  volta  che  pensiamo  spostata  o  soppressa 
una  sua  parte,  pensiamo  spostato  o  soppresso  con  essa  \m  sovrapposto 
rettangolo  di  altezza  a,  riconosciamo  che,  se  si  potessero  togliere  successi- 
vamente infinite  parti  eguali  del  segmento,  si  potrebbero  pur  togliere  dal 
cerchio  circoscritto  al  sovrapposto  rettangolo  di  altezza  a  ;  onde  si  vede 
che,  essendo  finiti  i  cerchi,  sono  finiti  anche  i  segmenti. 


Giovanni  Frattini  -  Gerente  responsabile 
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FONDAMENTI 

UNA  TEORIA  GENERALE  DEI  GRUPPI 

DI  RODOLFO  BETTAZZI 


(Cùntinuazione  e  fine:    Vedi  pagina  112). 


Capitolo  XIII. 
GRUPPI  I  CUI  ENTI  SONO  PARTI  FINITE  DI  GRUPPI  SEMPLICI. 

92.  Teorema.  —  In  un  gruppo  finito  r,i  cui  enti  siano 
parti  finite  di  un  gruppo  qualunque  G,  ve  n'è  sempre 
per  lo  meno  uno  dì  potenza  non  minore  a  nessuno  e 
per   lo   meno    uno  di    potenza   non    maggiore   a  nessuno. 

Infatti  il  gruppo  delle  potenze  di  ciascuna  di  queste  parti  è  equivalente 
a  r,  e  quindi  finito,  e  finito  quello,  sua  parte,  delle  potenze  distinte  di  queste 
parti.  Essendo  tal  gruppo  parte  di  quello  numerabile  di  tutte  le  potenze  fi- 
nite (§  90)  esisterà  in  esso  una  potenza  di  cui  nessima  sarà  seguente  (§  72- 
Cor.  1)  ed  uno  di  cui  nessuno  sarà  precedente  (§  71)  nel  gruppo  di  tutte  le 
potenze,  reso  normale  col  dire  seguente  la  potenza  maggiore  e  precedente 
la  minore.  Ciò  dimostra  il  Teorema. 

Corollario  1.  —  In  un  gruppo  finito  di  ^^  distinte  di  un 
gruppo  semplicemente  sviluppabile,  reso  normale,  ve 
n'è  una  di  potenza  massima  ed  una  di  potenza  mi- 
nima. 

Cor.  2.  In  un  gruppo  finito  i  cui  enti  sono  gruppi  fi- 
niti, ve  n'è  per  lo  meno. uno  di  potenza  non  maggiore 
a  nessuno  degli  altri,  essendo  ogni  gruppo  finito  equivalente  ad 
una  Z  ài  wa.  gruppo  semplicemente  sviluppabile,  reso  normale,  e  valendo  il 
Corollario  precedente. 

93.  Teorema.  —  In  un  gruppo  T  di  parti  prese  in  un 
gruppo  semplicemeiite  sviluppabile  ve  n*è  sempre  per 
lo  meno  una  di  potenza  non  maggiore  a  nessuna  delle 
altre . 

Se  le  parti  sono  tutte  sviluppabili,  esse  sono  tutte  semplicemente  svi- 
luppabili (§  72)  e  quindi  tutte  della  prima  potenza  dei  gruppi  sviluppa- 
bili (§  91)  ed  il  teorema  è  provato. 

22 
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Se  alciina  o  tutte  sono  finite,  possiamo,  se  vi  sono,  trascurare  quelle 
sviluppabili  (§  86,  Cor.  2)  :  quelle  distinte  delle  altre  saranno  allora  parte 
del  gruppo  di  tutte  le  potenze  finite,  e  quindi  (§  71)  di  esse  una  non  ne 
avrà  precedenti,  il  che  prova  il  teorema. 

Corollaf io.  —  In  un  gruppo  di  Z  distinte  di  un  gruppo 
semplicemente  sviluppabile,  reso  normale,  ve  n'è  sem- 
pre   una    di    potenza    minima. 

94.  Teorema.  —  Il  gruppo  di  tutte  le  parti  distinte 
di  un  gruppo  finito,  considerate  esse  come  enti,  è 
finito. 

Sia  G  il  gruppo  finito  e  p  il  gruppo  delle  potenze  distinte  delle  sue 
parti,  il  quale,  dovendo  queste  parti  essere  di  potenza  non  maggiore  a 
quella  di  G,  sarà  finito  (§  90).  Immaginiamo  T  ordinato:  il  suo  ente  origi- 
nario sarà  la  potenza  di  ogni  gruppo  di  un  ente  solo.  Allora: 

1.  Le  parti  di  G  di  potenza  non  maggiore  della  prima  sono  un  gruppo 
che  è  finito,  essendo  costituito  dai  gruppi  di  un  solo  ente,  i  quali  formano 
il  gruppo  G,  finito  per  ipotesi. 

2.  Se  sono  un  gruppo  finito  le  parti  di  G  di  potenza  non  maggiore  di 
una  a  di  F,  cosi  sarà  per  quelle  di  potenza  non  maggiore  aUa  consecutiva 
(se  vi  è  in  I).  Ed  infatti  se  G'  è  una  parte  di  G  di  potenza  non  maggiore 
di  una  potenza  di  T,  sarà  G'  4-  a  (se  a  è  ente  di  G  e  non  di  G*)  di  po- 
tenza consentiva  a  G'  (§  83).  Ora  i  gruppi  del  tipo  G'  -4-  a  ottenuti  da  un 
determinato  G'  sono  un  gruppo  finito,  tale  essendo  il  gruppo  degli  enti 
di  G  e  non  di  G';  quindi,  essendo  G'  ente  di  un  gruppo  finito  per  ipotesi,  i 
gruppi  G'  4-  a  sono  un  gruppo  finito  di  gruppi  finiti,  e  perciò  costituiscono 
un  gruppo  finito  (§  75)  il  quale  insieme  a  tutti  i  gruppi  di  un  solo  ente, 
cbe  non  compariscono  più  nei  gruppi  G  -f-  a,  e  che  costituiscono,  un  gruppo 
finito,  dà  im  nuovo  gruppo  finito  che  contiene  (ciascuna  più  di  una  volta) 
tutte  le  parti  finite  del  gruppo  G,  aventi  potenza  non  maggiore  a  quella 
consecutiva  ad  a.  Dunque  tutte  le  parti  di  G  aventi  potenza  cosifiatta  co- 
stituiscono un  gruppo  finito. 

Allora  essendo  r  finito  e  valendo  perciò  in  esso  il  principio  d'induzione, 
la  proprietà  varrà  anche  per  il  suo  ente  finale,  cioè  sarà  finito  il  gruppo 
delle  parti  di  G  di  potenza  non  superiore  a  quella  di  G,  cioè  il  gruppo  di 
tutte  le  parti  di  G,  e.  d.  d. 

Corollario  1.  —  È  finito  il  gruppo  di  tutti  gli  enti  che 
costituiscono  tutte  le  parti  di  un  gruppo  finito,  an- 
che considerando  gli  enti  di  una  parte  qualunque 
come    distinti    da    tutti    quelli    di    qualunque    altra. 

Cor.  2.  —  In  virtù  del  Post.  2°  del  §  65  e  a  causa  del  Cor.  precedente  : 
Nei  gruppi  finiti  è  nota  una  legge  di  scelta  (§66)  che 
èl'arbitrio. 

Cor.  3.  —  In  un  gruppo  (necessariamente  finito)  di 
parti  distinte  di  un  gruppo  finito  (che  sono  esse 
pure    finite)    ve    n'è    sempre    una   di    potenza   non   mi- 
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nore  ed  una  di  potenza  non  maggiore  a  nessuna  delle 
altre,  (§  93). 

95.  Teorema.  —•  Le  parti  finite  di  un  gruppo  sempli- 
cemente sviluppabile,  considerate  come  enti^  costi- 
tuiscono   un   gruppo    semplicemente   sviluppabile   (*). 

n  gruppo  r  delle  loro  potenze  è  un  gruppo  semplicemente  sviluppabile 
(§  90):  lo  si  supponga  reso  normale.  La  dimostrazione  si  conduce  allora 
simile  a  quella  del  §  94,  cioè: 

1.  £  numerabile  il  gruppo  delle  parti  del  gruppo  dato  G  aventi  un  ente 
solo. 

2.  Se  è  numerabile  il  gruppo  delle  parti  di  G  di  potenza  non  superiore 
ad  una  di  T,  tale  è  quello  dei  gruppi  di  potenza  non  superiore  alla  conse- 
cutiva, giacché  ogni  gruppo  può  associarsi  con  un  gruppo  numerabile  di 
altri,  e  quindi  si  ha  im  gruppo  numerabile  di  gruppi  numerabili  che  è  nu- 
merabile esso  pure  (§  87)  :  in  esso  vi  sono  gruppi  ripetuti,  e  quindi  i  gruppi 
distinti  ne  formano  una  parte,  la  quale  non  essendo  finita  (giacché  contiene 
per  lo  meno  i  gruppi  di  un  ente  solo)  è  numerabile  essa  pure  (§  72).  Pel 
principio  d'induzione  la  proprietà  è  vera  per  qualunque  potenza  finita.  Dunque 
essendo  numerabile  il  gruppo  delle  potenze  e  numerabile  il  gruppo  delle 
parti  di  ogni  singola  potenza,  sarà  numerabile  (§  81)  anche  il  gruppo  to- 
tale, e   d.  d. 

Corollario.  —  E  numerabile  il  gruppo  di  tutti  gli 
enti  che  costituiscono  tutte  le  parti  finite  di  un 
gruppo  semplicemente  sviluppabile,  anche  conside- 
rando gli  enti  di  una  parte  qualunque  come  distinti 
da    tutti    quelli    di    qualunque    altra    (§76  Oss.)- 


Capitolo  XIV. 
GRUPPI  INFINITI. 

96.  Definizione.  —  Diremo  infinito  ogni  gruppo  che  non  sìa  finito  (**). 

Cor.  1.  -Sono  infiniti  tutti  (Def.)  e  soli  (§  8G)  i  gruppi 
di  potenza  maggiore  a  quella  di  qualunque  gruppo 
finito. 

Cor.  2,  —-  Un  gruppo  equivalente  ad  uno  infinito,  è 
infinito    esso    pure. 

Cor.  3.  —  Ogni  gruppo  sviluppabile  è  infinito  (§86 
Cor.  2). 


(')  Bkti'azzi.  Sui  sistemi  di  numerazione  dei  numeri  reali.  (I\riodico  di  Matematic», 
Anno  VI). 

(*♦)  Cfr.  Nota  al  :  12. 
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Os8.  1.  —  Non  è  provata  vera  la  reciproca,  che  cioè  ogni  gruppo  infi- 
nito sia  sviluppabile  (*). 

Cor.  4.  —  Esistono    dei   gruppi    infiniti    (§  12). 

Cor.  5.  —  Ogni  gruppo  bene  ordinato  ad  un  senso  è 
infinito    (§  43). 

Cor.  6.  —  Se  un  gruppo  bene  ordinato  limitato  non 
è   semplicemente    ordinato,    esso    è    infinito    (§52). 

Cor.  7.  —  Ogni  gruppo  semplicemente  sviluppabile 
è   infinito   (Cor.  3). 

Oss.  2.  —  I  gruppi  semplicemente  sviluppabili  si  dicono  anche  sempU- 
cernente  infiniti  (**). 

Oss.  3,  —  Non  è  provato  se  esistono  o  no  gruppi  infiniti  di  potenza 
minore  a  quella  dei  semplicemente  sviluppabili  iV.  Oss.  1.  di  questo  §). 

Cor.  8.  —  TJn  gruppo  è  finito  od  infinito,  secondochò 
equivale  o  no  ad  una  conveniente  parte  fondamen- 
tale di  un  qualsivoglia  gruppo  semplicemente  svi- 
luppabile   reso    normale    (***). 


(*)  Il  Djedxkikd  (I  14,  N.  150;  crede  di  provare  questo  teorema  reciproco  (enimciato 
sotto  la  forma  conveniente  al  linguaggio  da  lui  adoprato)  ;  ma  alla  sua  dimostrasione  si 
possono  fare  delle  obiezioni.  Ed  invero  egli  (che  si  riferisce  al  gruppo  dei  numeri  interi 
come  semplicemente  sviluppabile)  considera  un  gruppo  2  (che  noi  diremmo  infinito)  tale 
cioè  ohe  ogni  sistema  Z/»  (gruppo  dei  numeri  interi  ^  n)  sia  di  potenza  minore  a  v^  e 
ohe  quindi  ad  ogni  numero  n  corrisponda  una  tale  corrispondenza  in  cogli  enti  del  gruppo 
dato,  che  il  gruppo  dei  corrispondenti  sia  parte  propria  di  ^.  Egli  usa  tali  corrispondenze 
per  fissare  con  esse  determinati  enti  di  ^,  uno  per  ciascuna  :  e  ricava  da  22  un  gruppo  di 
enti  così  scelti,  che  ò  quindi  equivalente  al  gruppo  dei  numeri  interi,  ed  è  quindi  infinito 
nel  linguaggio  del  Dkdekikd,  cioè  sviluppabile  nel  linguaggio  nostro,  il  che  prova  il  suo 
asserto.  Per  tale  dimostrazione  gli  occorre  dunque  per  ogni  n  una  determinata  corrispon- 
denza an,  o  in  altro  parole  gli  occorre  un  grup])o  semplicemente  sviluppabile ,  reso 
normale,  di  oorri8i)ondenze  fra  Zn  e  2*  una  per  ciascun  n.  Si  osservi  peraltro  che,  secondo 
le  ipotesi,  si  deve  dire  che  essendo  ogni  Zn  di  potenza  minore  a  quella  di  2}  per  ogni  n 
vi  sono  corrispondenze  fra  Za  e  ]^ ,  ma  non  già  una  sola  :  giacché  data  una  corrispondenza 
qualunque  fra  Zn  e  2,  essendo  Z.\  <^  2)  potremo  sempre  trasformarla  in  un'  altra  di- 
stinta associando  un  ente  qualunque  di  Zn  con  uno  di  quelli  ohe  nella  corrispondenza 
data  erano  isolati  in  2,  e  isolando  l'ente  gi&  corrispondente  di  Zn.  E  allora  possiamo 
dire  che  per  ogni  n  si  ha  un  gruppo  J}^^  di  corrispondenze  fra  Zn  e  S.  Per  la  dimostra- 
zione del  Dkdekixd  occorrerebbe  prendere  una  speciale,  benché  qualunque,  'di  tali  corri- 
spondenze da  ciascun  gruppo  -Tn,  per  costituire  il  gruppo  di  corrispondenze  di  cui  si  par- 
lava prima.  Ora  non  può  dirsi  che  se  ne  sceglie  uno  ad  arbitrio  da  ciascun  gruppo  Fn 
(il  che  se  ix)tesse  farsi  basterebbe  allo  scopo)  giacché  abbiamo  ammesso  il  Post.  V>  del  i  65 
che  a  ciò  si  oppone,  trattandosi  qui  di  un  gruppo  non  finito  di  enti  da  scioglierò  :  occor- 
rerebbe quindi,  per  rendere  rigorosa  le  dimostrazione,  poter  dare  una  legge  con  la  quale 
in  ciascun  gruppo  ^n  si  potesse  scegliere  una  corrispondenza  determinata,  il  ohe  non  si 
vede  se  possa  farsi  e,  quanto  meno,  il  Dedekikd  non  fa. 

Tale  obiezione  cadreblx)  se  si  intendesse  di  abbandonare  il  Post.  1»  del  S  66. 
(**)  Dbdekind.  §  6,  n.  71. 

(***)  Il  Dkdekikd  (§  14,  K.  160)  dh  egli  pure  un  teorema  cosi  enunciato,  ma  applicabile 
ai  suoi  gruppi  infiniti,  che  sono  i  nostri  gruppi  svilu])pabili.  Tale  teorema  sotto  la  forma 
datagli  dal  Dedekind,  o  per  lo  meno,  colla  dimostrazione  che  questi  ne  dà,  non  può  rite- 
nersi esatto,  dipendendo  dal  precedente  suo  n.  150  che,  come  si  è  dotto,  non  può  asserirsi 
ben  provato. 
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Cor.  9.  —  Un  gruppo  che  non  sia  equivalente  a  nes- 
suna parte  fondamentale  di  un  gruppo  semplice* 
mente  sviluppabile  reso  normale,  è  di  potenza  mag- 
gioreatutte. 

97.  Teorema.  —  Ogni  gruppo  ordinato  illimitato  è  in- 
finito. 

Sia  r  un  gruppo  finito  qualunque  che  supporremo  ordinato,  indicando 
con  Z, ,  Z„  . . . .  Z«  =  r  le  sue  Z  :  esse  costituiscono  un  gruppo  finito,  il 
quale,  ordinato,  dev'essere  limitato  (§  63,  Cor  1).  Sia  G  il  gruppo  ordinato 
dato,  nel  quale  p.  es.  ogni  ente  abbia  seguenti.  Dico  potersi  stabilire  cor- 
rispondenze &a  r  e  (?,  e  che  in  ciascuna  possibile  corrispondenza  P  è 
su V valente  a  G.  Ed  invero  : 

« 

1^  Zj  può  mettersi  in  corrispondenza  con  (r,  constando  Zj  di  un  solo 
ente  :  ed  in  qualunque  modo  ciò  si  faccia  esisteranno  sempre  enti  isolati 
in  (t,  perchè  G  non  deve  essere  di  un  ente  solo. 

2^  Se  la  parte  fondamentale  Zr  di  P  può  mettersi  in  corrispondenza 
con  G  e  sempre  avanzano  enti  isolati  in  G,  altrettanto  deve  accadere  per 
la  parte  fondamentale  immediatamente  seguente  Z^^.  Infatti  se  G^.  è  il 
gruppo  degli  enti  di  G  associati  a  quelli  di  Zr  in  una  corrispondenza 
qualunque,  in  Gr  vi  dev'essere  un  ente  Ar  tale  che  nessuno  degli  altri  di 
Gr  gli  sia  seguente  :  altrimenti  il  gruppo  Gr  sarebbe  tale  che  ogni  ente 
in  esso  ne  possederebbe  dei  seguenti  e  sarebbe  un  gruppo  ordinato  illi- 
mitato, mentre  esso  è  gruppo  finito  perchè  equivalente  a  Zr  ,  e  quindi 
se  ordinato  dev'essere  limitato  (§  63,  Cor.  1).  Il  gruppo  degli  enti  di  G  se- 
guenti ad  ar  esiste  (essendo  G  ordinato  illimitato)  ed  è  ordinato  illimitato  ; 
in  esso  si  scelga  un  ente  arbitrario,  e  questo  si  unisca  al  gruppo  Gr,  asso- 
ciandolo all'ente  Z^y^  che  non  è  in  Zr  :  avremo  un  gruppo  Gj.  equivalente  a  Z^^. 
in  una  corrispondenza  che  è  corrispondenza  anche  fra  Z(j^  e  G. 

E  intanto  dunque  provato  che  fi:a  Z^j^  e  G  può  stabilirsi  una  corri- 
spondenza. In  tale  corrispondenza  a  è  (Z^,.  <  G^)x-  ^^  qualunque  altra 
corrispondenza  8  che  possa  stabilirsi  fra  Z^^  e  G  deve  accadere  la  stessa 
relazione,  a  causa  del  Teor.  del  §  61.  Sarà  dunque  in  qualunque  corrispon- 
denza (Z(Jr  <!  G)\  che  è  quanto  ora  volevasi  dimostrare. 

Per  il  principio  d'induzione  la  proprietà  sarà  vera  anche  per  la  Z  finale, 
cioè  per  Za  =  P,  ossia  anche  T  può  mettersi  in  corrispondenza  con  *G,  e 
gli  è  sempre  suvvalente. 

Ciò  prova  che  G^  è  di  potenza  maggiore  ad  un  gruppo  finito  qualunque, 
ed  è  dunque  infinito. 

98.  Teorema.  —  Un  gruppo  composto  di  più  altri, 
uno  almeno  dei  quali  sia  infinito,  è  infinito  esso 
pure . 

Sia  G  il  gruppo  composto  di  quello  infinito  Pj  e  di  altri  gruppi,  e  sia 
T^  il  gruppo  composto- degli  enti  di  questi  che  non  sono  in  P:  sarà  G  =  P  -f-  Pj. 
Se  P  è  un  gruppo  finito  qualunque  sarà,  in  ogni  corrispondenza  a,  (P  <  r)^^ 
per  ipotesi:  aggiungendo  a  P  gli  enti  di  P,  come  enti  isolati,  avremo  al- 
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trottante  corrispondenze  a^,  nelle  quali  (P  k^  G)ty  Essendo  P  un  gruppo 
finito,  per  il  Teor.  del  §  6*1  ciò  basta  per  provare  che  G  ha  potenza  mag- 
gioi:e  di  P  e  che  quindi,  essendo  P  è  un  grjippo  finito  qualunque,  G  è  un 
gruppo  infinito. 

99.  Teorema.  —   La   differenza  fra  un   gruppo    infinito 
G    ed   una   sua    parte   finita    T    è    un   gruppo   infinito- 
Se  infatti  Gq  =  G  —  T  non  fosse  infinito  sarebbe  finito,  ed  allora  sarebbe, 
contro  l'ipotesi,  finito  anche  (§  74)  P  4-  (<?  —  T)  =  (r.  Sarà  dunque  G  di  po- 
tenza maggioro  a  qualunque  gruppo  finito,  cioè  G  sarà  infinito. 


Capitolo  XV. 
ALCUNE  FRASI  IN  USO  FRA  I  GRUPPI. 

100.  Se  due  gruppi  finiti  hanno  ugual  potenza,  si  dice  anche  che  l'uno 
contiene  ta7iU  enti  quanti  l'altro. 

Se  hanno  disugual  potenza,  si  dice  che  quello  di  maggior  potenza  con- 
tiene più  enti  dell'altro  e  questo  meno  enti  del  primo. 

Possiamo  quindi  dire  che,  dati  due  gruppi  finiti,  o  ciascuno  contiene 
tanti  enti  quanti  l'altro,  o  dei  due  l'uno  ne  contiene  di  più,  l'altro  di  meno 
(§  84,  cor.  2)  e  che  una  parte  di  un  gruppo  finito  contiene  meno  enti  che 
l'intero  gruppo  (§  61,  cor.  2). 

Se  un  gruppo  finito  G  è  composto  di  due  gruppi  Gì  e  G,  senza  enti  co- 
muni, si  dirà  che  G  contiene  tanti  enti  quanti  sono  quelli  di  Gì  più  quelli 
di  Gj,  e  Gì  tanti  quanti  sono  quelli  di  G  meno  quelli  di  Gt. 

Cosi  se  G  è  un  gruppo  finito  ed  a  un  ente  non  di  G,  potremo  dire  che 
G  +  a  contiene  un  ente  di  più  di  G,  e  che  non  esistono  gruppi  che  conten- 
gano meno  di  un  ente  più  di  G  (§  83). 

Dato  un  gruppo  finito  di  gruppi  finiti,  può  dirsi  che  fra  essi  ve  n'è  al- 
meno uno  che  contiene  non  meno  enti  degli  altri,  ed  almeno  uno  che  ne 
contiene  non  più  degli  altri  (§  92,  cor.  2). 

Poiché  un  gruppo  finito  è  equivalente  a  sé  stesso  nella  corrispondenza 
identità,  cosi  accadrà  in  qualunque  altra  corrispondenza  (§  61).  Se  dunque 
si  dice  cambiar  V ordine  degli  enti  di  un  gruppo  il  metterlo  in  corrispon- 
denza non  identica  con  sé  stesso,  si  può  usare  la  frase  che,  se  si  cambia 
l'ordine  degli  enti  in  un  gruppo  in  un  modo  qualunque,  ogni  vòlta  contiene 
esso  tanti  enti  quanto  un'altra. 

Di  un  gruppo  infinito  si  dirà  che  contiene  più  enti  di  qualunque  gruppo 
finito  (§  86)  (*). 


(*)  In  qnesto  parf^^afo  vengono  ad  essere  definite  e  rese  ri|2;orose  le  frasi  <  tanti .... 
quanti  »  «  più. .  -  che  »  eco.  delle  quali  si  fa  sposso  uso  inavvertito  senza  definirle,  e  che 
mi  sono  sfuggite  anche  nella  citata  «  Teoria  delle  Grandezace  (Vedi  introduzione).  Ora  esse 
possono  essere  rigorosamente  usate. 
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Capitolo  XVI  (*). 
EISEMPI   DI    GRUPPI. 

m 

101.  Possiamo  dare  alcuni  fra  i  più  notevoli  esempi  di  gruppi,  sceglien- 
doli tanto  nel  mondo  materiale  come  nell'ideale. 

I  gruppi  di  oggetti  che  ci  vengono  forniti  dal  mondo  esteriore,  quando 
di  questi  oggetti  uno  ad  uno  apprezziamo  materialmente  l'esistenza,  sono 
gruppi  finiti  :  lo  stesso  apprezzamento  dell'esistenza  loro,  fatto  in  tempi  ne* 
cessariamente  successivi,  ci  fornisce  gli  oggetti  in  gruppo  bene  ordinato,  li- 
mitato, dicendo  seguente  quello  cui  si  pensa  dopo,  e  in  questo  ordinamento 
accadendo  che  chi  voglia  pensare  all'ente  originario  ed  al  seguente  di  ogni 
ente  cui  pensi  finirà  col  pensare  a  tutti  (prescindendo  dagli  ostacoli  di 
tempo,  ecc.)  il  che  ci  dice  essere  il  gruppo  catena  (§  16)  del  suo  ente  ori- 
ginario. 

A  gruppi  infiniti  si  perviene  coll'astrazione.  Dicendo  che  si  hanno  enti 
che  non  finiscono  mai  si  accenna  a  gruppi  di  potenza  maggiore  di  qua* 
lunque  gruppo  finito,  e  quindi  infinito;  ma  cosi  si  indica  un  fatto  astratto 
e  si  dà  al  gruppo  un  carattere  ideale. 

Una  delle  più  importanti  astrazioni  più  prossime  alla  realtà  è  quella  dei 
gruppi  di  enti  i  quali,  contandoli  uno  ad  uno,  uno  dopo  l'altro,  non  si  pos- 
sono mai  esaurire  tutti,  ma  si  può  cosi  contando  pervenire  ad  uno  qua- 
lunque di  essi.  Tale  è  p.  es.  il  concetto  che  possiamo  farci  dei  minuti  se- 
condi successivi  a  partire  da  uno  determinato  di  essi  quando  non  vogliamo 
pensare  ad  un  tempo  limitato.  Essi  sono  gruppi  semplicemente  sviluppa- 
bili. E  siccome  i  gruppi  finiti  sono  tutti  e  soli  quelli  che  sono  di  ugual 
potenza  colle  parti  fondamentali  dei  gruppi  semplicemente  sviluppabili,  resi 
normali,  cosi  ne  viene  che  (usando  il  concetto  di  tempo)  sono  gruppi  finiti 
tutti  e  soli  quelli  i  cui  enti  si  possono  cominciare  e  finire  di  contare  nel 
tempo,  contandoli  nel  modo  ordinario,  facendo  correre  dall'uno  aU'altro 
uguali  intervalli  di  tempo. 

102.  —  Fornisce  esempi  di  gruppi  la  fisica:  ogni  corpo  è  un  gruppo  di 
atomi,  gruppo  finito  od  infinito  secondo  le  varie  teorie. 

103.  —  L'aritmetica  ci  dà  notevolissimi  gruppi  formati  coi  suoi  numeri. 
Il  gruppo  dei  numeri  interi  ò  un  gruppo  semplicemente  sviluppabile  che  si 
rende  normale  dicendo  seguente  il  numero  maggiore.  É  semplicemente  svi- 
luppabile anche  il  gruppo  dei  numeri  razionali  (**;  e  cosi  quelli  dei  nu- 
meri algebrici,  e  sono  quindi  bene  ordinabili,  sebbene  non  più  col  concetto 


(*)  In  questo  e  nei  Buccessivi  paragrafi  non    s' intende  di  definire  ogni   nuovo  con- 
cetto a  cui  si  abbia  ricorso,  ma  solo  di  accennare  esempi  di  gruppi  in  speciali  argomenti, 
ai  quali  qui  non  è  il  caso  di  dare  sviluppo. 
.    (•*)  Castor.  Acta  Matli.  T.  2.  Pag.  219  e  805. 
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precedente,  col  quale  sono  soltanto  ordinabili.  Il  gruppo  di  tutti  i  nu- 
meri reali  invece  non  è  semplicemente  sviluppabile,  ma  è  di  potenza  supe- 
riore {*).  Esso  pure  è  ordinato,  ma  non  bene  ordinato,  dicendo  seguente  il 
numero  maggiore. 

104.  —  Spettano  all'Aritmetica  anche  i  gruppi  transfiniti  del  Cantor  (**} 
ottenuti,  se  indichiamo  con  n,  m  ecc.  uno  qualunque  dei  numeri  interi, 
considerando  il  numero  o>  minimo  fra  quelli  maggiori  di  tutti  i  numeri  interi, 
il  gruppo  dei  numeri  o)  +  ^,  il  numero  2  o)  minimo  fra  i  maggiori  di  tutti 
gli  a>  4-  n,  e  cosi  3  u>,  3  a>  -h  n  ecc.  il  numero  oj'  maggiore  di  ogni  rn^  -{-  m  ecc. 

Tali  gruppi  sono  bene  ordinabili,  anzi  già  bene  ordinati  nel  modo  con 
cui  vengono  definiti.  Prendendo  tutti  i  numeri  di  tal  natura  dal  numero  1 
fino  ad  uno  >,  u),  si  hanno  gruppi  infiniti  e  sviluppabili. 

105.  —  In  Geometria-  fra  gli  altri  un  notevole  gruppo  di  punti  è  for- 
nito da  quelli  che  costituiscono  la  linea  retta.  Questa  può  definirsi  come 
gruppo  di  punti  in  modo  rigoroso,  p.  es.  ricorrendo  al  metodo  del  profes- 
sore Peano  ,***;  usando  i  suoi  quattro  assiomi  I.  II,  IV,  VII  e  i  tre  proposti 
dal  dott.  Vailati  \*'*'^)  che  possono  sostituire  i  suoi  restanti  sette,  e  che  con- 
tengono il  concetto  di  ordine.  La  retta  apparisce  allora  un  gruppo  ordinato 
(non  bene  ordinato'  e  perciò  un  gruppo  infinito,  senza  che  con  quei  soli 
assiomi  si  possa  asserire  se  è  sviluppabile  o  no. 

Aggiunto  il  concetto  di  uguaglianza  ed  il  postulato  della  continuità,  la 
retta  diviene  un  gruppo  sviluppabile,  di  potenza  uguale  a  quella  del  gruppo 
dei  numeri  reali,  e  perciò  superiore  alla  prima  dei  gruppi  sviluppabili. 


SAGGIO  DI  UNA  NUOVA  TEORIA 

DELLE  APPROSSIMAZIONI  ARITMETICHE 


(Continuazione  :  Vedi  pagina  109) 

9.  Se  di  una  grandezza  vera  v  si  conosce  un  valore  a,  ed  un 
numero  >,  che  non  può  essere  superato  dal  suo  errore  assoluto, 
questo  errore  ammette  per  limile  (superiore)  il  numero  X,  e  qua- 
lunque numero  maggiore  di  X, 

Se  intorno  alla  grandezza  vera  t?  non  sì  ha  altra  nozione,  che 

(*)  Camtor.  Acta  Math.  T.  2.  Pag.  805. 
(♦♦)  Camx>r.  Acta  Math.  T.  2.  Zur  Lehre  eoe.  —  Borau-Forti  11.  oc. 
(***)  Frano.  Prinoipi  di  Geometria.  Torino  (Bocca,  1889)   e    €  Sui  fondamenti  di  geo- 
metria >  Rivista  di  Matematica.  Voi.  IV. 

(•*»*)  Vailati.  €  Sai  prinoipi  fondamentali  della  Geometria  della  Retta.»  Rivista  di 
Matematica.  Voi.  II. 
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quelle  qui  sopra  specificate,  X  è  il  minimo  limite  assegnabile  al- 
l'errore assoluto  del  valore  a. 

Ma  se  (li  questo  errore  si  conosce  anche  il  senso,  il  suo  limite 

si  può  far  discendere  fino  a  quest'altro  minimo  :  —  X,  prendendo 
in  vece  del  dato  valore,  a, 

a  -Y  -^\  quando  l'errore  è  'per  difetto, 

a g-  X,  quando  l'errore  è  j^er  eccesso. 

10.  Ogni  errore  operativo  si  può  assoggettare  ad  un  limite  pic- 
colo quanto  si  voglia. 

Rapporti  dei  valori  veri  ai  valori  approssimati. 

11.  Rappresenterò  con 

Pi»  Pg'  Ps»  ^' 

i  rapporti  degli  argomenti  veri  r^,  r^,  r^,  ...  ai  valori  a ^,  a^,  ^s--- 
impiegati  nel  calcolo,  e  del  valore  vero  V  della  funzione  al  risultato 
definitivo  A. 

12.  Fra  un  rapporto  p  e  l'errore  relativo  corrispondente,  e,  ha 
luogo  la  relazione 

p  =  1  -j-  ^>      oppure      p  =  1  —  e, 

secondo  che  l'errore  è  per  difetto,  o  per  eccesso. 

E  reciprocamente  si  ha,  nei  due  casi,  rispettivamentt» 

e  =  p  —  1,      e==l  —  p. 

13.  Per  ogni  operazione  rappresenterò  con  w  il  rapporto,  che  ha 
per  conseguente  il  risultato  adottato,  e  per  antecedente  la  funzione 
semplice  (prodotto,  o  quoziente,  o  radice),  corrispondente  all'opera- 
zione di  cui  si  tratta,  degli  argomenti  in  essa  impiegati. 

14.  Cosi  avremo,  nell'esempio  del  §  4, 

3,1 42«  .  . 

^i  =  "9,87"  '      ^2  =  ^'-     "^3  =  1' 

3 


j/2 19,94  382.4025:6,04 


iù.  = ;rA.     -   '        w. 


4  0,04  5  63,3 

2:j 
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16.  In  generalo  avremo,  nei  tre  casi  distinti  al  §  7,  rispettiva- 
mente 

«  _ 

16.  Le  proposizioni  del  §  12  si  estendono,   naturalmente,   agli 
errori  relaiivi  operativi^  confrontati  coi  rapporti  w. 

17.  Un  rapporto  p,  od  w  è  uguale  ad  1,  quando  Terrore  corri- 
spondente, sia  relativo,  sia  assoluto,  è  uguale  a  0. 

18.  II.  Per  qualunque  funzione  monomio,  f  (v^  »  v^ ,  v^ , ) 

si  ha 

essendo 

R'  =  f  (pi ,  pg ,  p3 ,  — ) 


ed  R  il  risultato  che  si  ottiene  introducendo  nella  funzione  data, 
come  moltiplicatori  -delle  singole  funzioni  semplici,  da  cui  essa 
dipende,  i  rispettivi  r^apporti  w,  e  facendo  uguali  ad  1  tutti  gli 
argomenti  primitivi. 

19.  Volendo  applicare  questo  teorema  ad  una  funzione  data,  biso- 
gnerà distinguere  chiaramente  le  singole  operazioni  occorrenti  per 
il  suo  calcolo,  e  le  funzioni  semplici  che  ad  esse  corrispondono. 

20.  Per  la  funzione  calcolata  nel  §  4  queste  operazioni  e  funzioni 
semplici  sono  : 

la  elevazione  al  quadrato  di  tt x* 

la  moltiplicazione  di  x*  per  v x*  f 

la  moltiplicazione  di  70  per  w 70  w 

3   

l'estrazione  della  radice  cubica  da  70  w .  .  J^IO  tt 

3    3   

la  divisione  di  x*t?  per  VIQ'k iz^v  \  ?^70tc 


Di  queste  funzioni  la  prima  e  la  terza  sono  semplici  assoluta- 
mente; le  rimanenti  sono  ancora  semplici  rispetto  agli  argomenti 
delle  operazioni  corrispondenti^  perchè  7r*t?  è  semplicemente  il 
prodotto  di  TT*  per  v,  ecc. 

21.  Per  allontanare  il  pericolo  di  cadere  in  qualche  confusione,  o 
duplicazione,  converrà  introdurre  ciascuno  dei  rapporti  w  in  un  posto 
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determinato  rispetto  agli  argomenti  della  funzione  semplice,    alla 
quale  si  riferisce,  e  preferibilmente  : 

dopo  il  moltiplicando,  quando  la  f.  semplice  è  un  prodotto  ('), 
dopo  il  quadrato,  »  »  un  quadrato, 

dopo  il  dividendo,  »  »  un  quoziente, 

innanzi  al  segno  radicale    »  »  una  radice. 

22.  Cosi  per  la  formola  proposta  nel  §  4  avremo 


essendo  p^ ,  Pg ,  P3  i  rapporti  p  corrispondenti,  rispettivamente,  agli 
argomenti  tt,  r,  70  ;  w^  il  rapporto  w  corrispondente  all'elevazione  di 
7c  al  quadrato,  ecc.  0  più  semplicemente,  omettendo  i  rapporti  uguali 
ad  1,  relativi  all'argomento  esatto  70  ed  alle  operazioni  seconda  e 
terza,  le  quali  converrà  sempre  eflFettuare  esattamente, 

«         3 

^  =  (Pip2  =  '^Pi)K^«  '"^z)' 

23.  Il  fattore  H  non  cambia  di  valoi^,  se  si  trasforma  la  funziono 
data  in  un'altra,  calcolabile  mediante  un  complesso  di  operazioni, 
comunque  diflTerente  da  quello  indicato  nella  funzione  primitiva. 

L'altro  fattore,  i?",  invece,  dipende  da  questo  complesso  di  opera- 
zioni, che  pertanto  si  dovrà  stabilire  prima  di  costruire  quel  fattore. 

24.  Data,  p.  es.,  la  funzione 

la  forma  più  conveniente  per  il  suo  calcolo  approssimato  sarà 

g        3  / — g— 

ossia,  mettendo  in  evidenza  tutte  le  operazioni  semplici^ 


{*)  Di  due  fattori  distinti. 
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Supposto,  pertanto,  che  il  calcolo  si  voglia  effettuare  secondo  questa 
ultima  espressione,  da  essa,  in  vece  che  della  F,  si  dovrà  desumere 
il  fattore  i?",  che  sarà 

i?"  =  (  [(«,  w^)'  0)3]*  0)^  I*  0)^  (D^  (0^  y  (0^  Vi^^  iù^^  : 


8/ 1 

|r    (1)       (0   «  l^ù) 


Ma  l'altro  fattore,  i2',  sarà  lecito,  e  conveniente,  costruirlo  secondo 
r  espressione  primitiva,  V. 


Proprietà  della  funzione  -^ 


25.  Questa  funzione  rappresenterò  colla  notazione  ^  (a?,  y). 
Per  t/  =  0  si  ha  semplicemente  '1'  (a?,  0)  =  a?. 
Reciprocamente,  qualunque  numero  dato,  x,  è  uguale  alla  fun- 
zione +  (a?,  0). 

26.  III.  iVee  due  membri  d'wia  eguaglianza^  quafido  sono  della 
forma  ^  (x,  y),  si  può  aggiungere  uno  stesso  numero  qualsivoglia 
all'argomento  y.  Vale  a  dire  che  dall'  uguaglianza 

+  (a?,  y)  =  +  (^',  y) 

consegue  l'uguaglianza 

essendo  h  un  numero  arbitrario. 

27.  IV.  Per  ricavare  x  dall'  uguaglianza 

•}  (a;,  y)  =  +  {x\  y% 

basta  aggiungere  al  secondo  argomento,  in  entrambi  i  membri, 
—  V.  Si  avrà  cosi 

x  =  ^  {x\  y  —  y). 


Limiti  di  un  prodotto  di  fattori  della  forma  \^=i=^{x,  y). 

28.  Ogni  numero  rappresentato  mediante  la  lettera  d  si  dovrà  in- 
tendere che  è  positivo. 
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29.  V.  Quando  i  fattori  sono  lutti  maggiori  di  i,  si  ha 

1  +  ns.  ymX  [1  + 1 (d,,  y,)]  [1  +  ^^ (d,.  y,)]  [1  +  n^a.  Js)] . . . 

....<l+1'(S,yM), 

essendo  : 

S  la  somma  d^  +  d^  +  dj ,  • . .  •  > 

y„  il  minimo  fra  i  numeri  y^ .  y^  »  ys  »  •  •  •  »  ^^  questo  mi- 
nimo è  negativo,  e  0  nel  caso  contrario, 

Jm  il  massimo  fra  questi  stessi  numeri,  se  è  almeno  uguale 

a  -g-,  e  -g-  nel  caso  contrario; 

e  sotto  la  condizione  che  i  denomifiatori  delle  frazioni  rappresen- 
tate mediante  la  caratteristica  "^  siano  tutti  positivi, 

30.  Questo  teorema  dà  del  prodotto 

1,007  [1  +  +  (0,02,  8)]  [1  +  +  (0,03.  6)] 

il  limite  inferiore  1,057  ed  il  limite  superiore  1  +  'J' (0,057,  8).  In- 
vece, di  quest'altro  prodotto 

[l+'l'(0,2,  3)][1+H0,1,4)] 

non  fornisce  alcun  limite  superiore,  ma  solo  il  limite  inferiore  1,3 

31.  Se  i  numeri  v  sono  tutti  nulli,  si  ha 

1+  S  <  (1  +  d,)(l  +  d,)(l  +  d,)  ....  <  1  +  'l'js,  4)' 
ed  ancora  qtmndo  i  fattori  sono  due  soli, 

1  -t-  d.  +  dt  <  (1  +  dj(l  +  d.)<  1  +  '{'(d,  +  d,.  4)- 

sotto  la  condizione  che  il  denominatore  della  frazione  rappresene 
fata  da  ^  fs,  — |,  o  da  +  (d,  +  d^,  -j-j  sia  positivo. 

32.  La  condizione,  che  i  denominatori  delle  frazioni  rappre- 
sentate mediante  la  caratteristica  ^  siano  positivi  dovrà  essere 
adempiuta  in  tutte  le  proposizioni  seguenti  ;  laonde  per  evitarne  la 
continua  ripetizione,  la  riterrò  d'ora  innanzi  come  sottintesa. 

33.  VII.  Quando  i  fattori  sono  tutti  minori  di  i,  si  ha 

1  -  -KS,  Yu)  <  [1  -  'Kd„  y.)]  [l  -  t(d„  y,)]  [1  -  -Kd,,  y,)] .... 

•.••<l-'!'(S,yJ, 
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essendo  : 

S  la  somma  d^  -}-  ^'s  "}"  ^3 

Jm  il  massimo  fra  i  numeri  y,  se  è  positivo,  e  0  nel  caso 
contrario, 

y^  il  minimo  fra  i  numeri  y,  se  questo  minimo  è  tutCal 
più  ugnale  a  —  1,  e  —  1  nel  caso  contrario. 

34.  Vili.  Se  i  numeri  y  sono  tutti  nulli,  si  ha 

l_S<(l_d,)(l-d,)(l-d,)...<l--HS„-l); 
ed  ancora,  quando  i  fattori  sono  due  soli, 

i-(d.H-d,)<(i-d,)(i-d,)<i-4'(d,  +  d„-4)- 

35.  I  limiti  di  prodotti,  determinati  secondo  i  teoremi  precedenti, 
hanno  questo  di  notevole,  che  sono  sempre  della  forma  1  —  'Kx,  y), 
che  Vargomento  x  è  sempre  uguale  alla  somma  S,  e  che  Vargo- 
mento  y  non  dipende  punto  dagli  argomenti  dati,  d,  ma  solamente, 
e  secondo  una  legge  semplicissima ^  da  y^,  y^,  }\^  — 

36.  IX.  Per  un  prodotto  di  due  soli  fattori,  uno  maggiore  e 

Valtro  minore  di  i,  quando  Vargomento  y  è,  per  entrambi,  nullo, 

si  ha 

(l+d,)(l-d.)<l+<J.-d.; 

cosicché  quel  prodotto  ammette  ancora  un  limite  superiore,  che  gode 
lo  proprietà  dichiarate  nel  §  precedente. 

Ma  un  tal  limite  non  sussiste  più,  in  generale,  quando  gli  argo- 
ménti y,  nei  fattori,  sono  diflferenti  da  0. 

E  in  nessun  caso  il  prodotto  ammette  un  analogo  limite,  generale, 
inferiore. 

37.  1  limiti  del  prodotto 

che  non  si  possano  determinare  secondo  la  proposizione  precedente,  si 
cercheranno,  naturalmente,  effettuando  la  moltiplicazione  ordinaria 
dei  due  fattori. 

38.  Quando  i  fattori  sono  più  di  due,  e  alcuni  maggiori  e  gli 
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altri  minori  di  1,  il  prodotto  non  ammette,  in  generale,  alcun  limite 
analogo  ai  precedenti,  né  superiore  né  inferiore. 

Si  può  tuttavia  trar  partito  dei  teoremi  precedenti,  cercando 
prima  i  limiti  del  prodotto  dei  fattori  d'una  specie,  e  poi  quelli  del 
prodotto  dei  fattori  dell'altra  specie,  e  moltiplicando  quindi  fra  loro  i 
limiti  omonimi. 

Teorema  relativo  alle  potenze  del  binomio  i  -f-  oc. 

39.  X.  xSte  la  vaìHabile  reale  x  cresce  da  —  i  /ino  a  oo,  la 
funzione  y,  che  è  determinata  dall' eqiuizione 

(l  +  x)-=l  +i.(nx,y), 

[25]  varia  sempre  in  un  medesimo  senso. 

da  1 fino  a  0,  se  Vesponente  n  è  positivo, 

da fino  a  f ,  se  Vesponente  n  è  negativo  ; 

e  diviene  uguale  «  "o-  (  i ),  quando  x  diviene  uguale  a  0. 

S'intende  che:  T  di  (1  -j-  x)"  si  deve  prendere  in  ogni  caso  so- 
lamente il  valore  reale  positivo;  2"*  il  valore  assegnato  alla  fun- 
zione y,  per  xznO,  è  il  limite  verso  cui  essa  tende,  qicando  x  si 
avvicina  indefinitamente  a  0;  3""  quando  i  valori  estremi  di  y 
divengono  ugvaliy  cioè  quando  Vesponente  n  è  uguale  a  i,e  quando 
il  uguale  a  —  i,  la  variazione  di  y  è  costantemente  nulla. 

Limiti  delle  potenze  dei  numeri  prossimi  ad  1 . 

40,  XI.  Per  avere  un  limite  inferiore^  1  od  un  limite  supe- 
riore, L  della  potenza  (1  =fc=d)^^^,  essendo  d  e  k  numeri  positivi, 
basta  mettere: 

nella  somma  1  -[-  '|'(kd,  y),  seiieV  hanno  lo  stesso  segno, 
nella  differenza  1  —  'l'(kd,  y),  se  à  ek  hanno  segni  contrari, 

[25]  i  valori  indicati  nella  tavola  seguente  [«^2]: 
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POTENZE 


(i+rff 
(1  -  d)-»-- 


(1  +  d) 


{ì-df 


—  k 


k>  1 


per  avere  l 


0 


per  avere  L 


h  <  l 


per  avere  l 


0 


0 


0 


1 

T 

1 

—  1 

—  1 


l 


2h 
0 

0 

1 


0 

\_ 
H 
j_ 

0 


A=l 


per  avere 
per  avere  L         led.  L 


0 


1 


—  1 


0 


Calcolo  approssimato  di  una  funzione  monomia  di  argomenti  prossimi  ad  1 

conosciuti  esattamente. 

41.  I  teoremi  precedenti  suggeriscono,  in  certi  casi,  un  proce- 
dimento semplice  per  effettuare  questo  calcolo,  senza  eseguire  nep- 
pure una  delle  operazioni,  che  costituiscono  la  funzione  data. 

42.  Supponiamo,  p.  es.,  che  questa  funzione,  ridotta  in  un  pro- 
dotto di  potenze  [1],  divenga 


27 


17 


K=(l-d.)«(l+rf,)    »(l  +  rfs)     • 

Combinando  fra  loro  convenientemente  i  limiti  dei  fattori,  deter- 
minati secondo  la  proposizione  XI  [40],  si  avranno  del  prodotto  V  ì 
limili  inferiore  e  superiore. 

La  proposizione  VII  [33]  dà,  del  limite  /,  il  limite  inferiore 

27  17 


e  del  lìmite  L  il  limite  superiore, 


r  =  1  -  -}-  {s,  - 1). 
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Pertanto  saranno  t  un  limite  inferiore,  ed  L'  un  limite  superiore 
della  funzione  data. 

E  prendendo  uno  di  questi  due  limiti  in  vece  della  funziono 
data,  si  farà  un  errore  minore  della  loro  differenza. 

Cosi  quando  fosse 

d^  —  0,00022       d^  —  0,00017       d^  =  0,00512, 

si  avrebbe 

0,0011836  <  S<  0,0011837, 
/'  >  1  —  0,0011837,       l'  >  0,9988103; 

t:  <ì  -  t:^-^o;oS3C  '    ^-'  <  1  -  0,0011836  +  0,0011830^ 

IJ  <  0,9988179, 
ed  in  conseguenza 

V  =  0,998817     a  meno  di     0,000001. 

(Co7ìlÌ7iuaJ. 


SOLUZIONI  DELLE  QUESTIONI 
299**,  311*,  312*  e  322* 


299".  Determinare  un  triangolo  isoscele,  dati  il  perimetro  2p  e  l'altezza 

h  relativa  a  ciascuno  dei  lati  eguali.    Qual  è  il  minimo  valore   del  rapporto 

2p 
— r—  e  quali  sono  gli  angoli  corrispondenti?  (G.  Bellacchi). 

Soluzione  del  prof.  Luigi  Bosi  del  R.  Istituto  tecnico  di  Teramo. 
Siano  y,  2x,  z  le  misure  dei  lati  eguali,  della  base  e  della  corrispendcnte 
altezza:  si  ha  il  sistema 

y    +  a?  =p 
y*  —  a?'  =  5« 

2x3  =  hy. 

La  seconda  equazione  si  può  scrivere 

{y  —  x)p  =  z^, 

e  da  questa  e  dalla  prima  si  ricava 

24 
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p^  —  «•  p*  +  -5* 


Sostituendo  nella  terza,  si  ha 


-'  +  ^^*  — l>*^  +  -V-=^ (P) 


e  questa,  ponendo 

h 


'       'i         6 


sì  trasforma  in 


H i2 *,  + 108 0-     •     •     •    (Y) 


Si  vede  con  la  regola  di  Cartesio  che  ciascuna   delle  equazioni  (p),  (y)  ha 
una  radice  reale  negativa  e  due  o  nessuna  radice  reale  positiva. 
Si  formi  ora  il  discriminante  della  (y):  esso  è 

e  ponendo 

h   —^ 

si  può  scriverlo  così 

Se 

X*_  11X«—  1  <  0, 

la  (y)  ha  una  sola  radice  reale  (quella  negativa),  e  cosi  pure  la  (P). 
Se 

X*  —  1 1  X*  —  l  >  0, 

la  (y)  e  la  (P)  hanno  tutte  le  radici  reali,  e  quindi  due  radici   reali   positive. 
Se  poi 

X*  —  11  X«  —  1  =  0, 

allora  ciascuna  delle  (y),  (p)  ha  tutte  le  radici  reali  e  di  più  ha  eguali  le  due 
radici  positive. 

La  (y)  e  la  (ff)  hanno  dunque  delle  radici  reali  e  positive,  se,  e  soltanto  se 

X*  — nx«—  1  ^0, 


cioè  se  X,  che  evidentemente  dev*essere  sempre  positivo,  sia  maggiore  o  almeno 

Perchè  ad  un    valore   reale  e    positivo  di  z  corrisponda    una  soluzione  del 
problema,  si  richiede  poi  (vedi  la   l"  delle  formole  (a))  che  quel  valore  di  z  sia 


eguale  „   „ 
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minore  dì  p»  Ora  il  primo  membro  della  (p)  si  può  scrivere 

ed  è  evidentemente  positivo  per  ogni  valore  reale  di  z  eguale  o  maggiore  di  p  : 
dunque,  quando  esistono  radici  reali  e  positive  della  (p),  esse  sono  minori  di/) 
e  però  ad  ognuna  di  esse  corrisponde  una  soluzione  del  problema. 
Dunque,  quando 


x<l/-^?^ 


il  problema  non  ha  soluzione. 
Quando 


,  >  i/^i±i  y-^ 


2 

il  problema  ha  due  soluzioni:  ricavati  i  due  valori  positivi  di  z^  dalla  (y)  (per 
la  quale  si  presenta  però  il  caso  irriducibile),  si  hanno  i  corrispondenti  valori 
di  z  dalla 

h 

e  quindi  dalle  (a)  quelli  di  a?  ed  t/. 
Quando  poi 


=/- 


5  j/5 

~ (8) 


il  problema  ha  una  soluzione  sola. 

Occupiamoci  ora  in  particolare  di  quest'ultimo  caso.  Intanto  dalla  ($)  risulta 

A^  =  2|?«(5  f^5—  11).     .......     (e) 

E  poiché  in  questo  caso  la  radice  positiva  della  (y)  è  una  radice  doppia, 
essa  apparterrà  anche  alla  derivata  prima 

i*x  12  —  0. 

e  quindi  sarà  data  dalla  formola 

1 


z,=-^y  \2p^^h^ 


nella  quale  ad  hr  si  dovrà  sostituire  il  valore  ricavato  dalla  (e):  si  ha  così 

*,«=^|/l0f^5— 10, 
e  quindi 

-  =  '.  —  -Q=^\y  IO ?/5— 10— y  10 ^5-22)=  j(^5  + 1). 
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Quadrando  e  riducendo  viene 

e  sostituendo  nelle  (a) 


X 


V      .o  ,/Tv  P 


=  -^(3-f/5),       i/  =  -^(f/5-l). 


Il  coseno  delKangolo  alla  base  del  triangolo  isoscele  è  poi  dato  da 

X  _    3  —  f/ò    _    y/ 5  —  1 
y  ~    j/b—  l    ~  2  ' 

ne  risulta  che  tale  angolo  è  circa 

51*»  .  49'  .  38". 

311*.  Eliminare  x  ed  y  dal  sistema 

a«y  (2rx  4- dy)«  =  c«x«  (1  +  ry«) (1) 

2a*y(2rx4-dy)  =  cx  (dx  +  cy  —  2a)      ....     (2) 
c^x^  +  8aV*  (2rx  4-  dy)  =  4a«cx  (rx*  4-  cy*  -f-  2dxy  —  2ay).     (3) 

(G.  Frattini). 

Soluzione  del  Sig.  Guido  Fubini,  alunno  del  R.  Liceo   <  Marco  Foscarini  » 
di  Venezia. 

Moltiplicando  (2)  per  ia^y  e  sottraendo  da  (3),  si  ha: 

c^x^  =  ia^cx  (rx^  4-  dxy). 

Dividendo  per   cx\   si  ha  : 

a7(c«  —  4a«r)  =  4a«(iy (4) 

Ponendo  nella  (1)  per  y  il  valore  dato  da  (4),  si  ha: 

aY  (2ra;  4-  --7a«^~  "")    =  ^*®*  (^  +  »*!/')• 
Dividendo  per  x^  e  sviluppando  risulta  : 

y«  (4r«a*  4-  (  ^^~^'^''  )'  4-  rc^  —  4a«r«  —  re*)  =  c«; 
donde 

y'  [ — )    =  e»       ossia       y  ( )  =  it  e    .     (5) 

Pongasi  nella  (2)  per   dy   e  per  dx  i  loro  valori  ricavati   da  (4),  e  si  avrà: 

2a»y  [2rx  4- ;^, x)  =  ex  [-^^--^^--  y -^  ey  -  2aj. 

Dividendo  per  x,  risulta  : 
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y  (4  a 


«r-f- 


;*  —  4  a'  r 
4a«d«c 


4a«d«c 


e*  —  4a'r  / 


e 
e 
2 


T*-3r4^  +  X-2'-«)  =  ^'"'    ....  (6) 


Dividendo  la  (6)  per  la  (5)  membro  a  membro,  si  ottiene 

/      4aM«c  e*  \        C-  — 4a«r 

I— r T— r h  -—  —  2ra-l  :  —  . 

Ve*  —  4a'r  2  /  4a 

ossia 


i^±  2a 


4a«ei«c 


e*  —  4a*r 


—  2ra'=:±: 


4a»d«c 


4a'r 


Se  si  considera  il  secno  +,  allora      „ v   , —  =  0  ossia  ade  =  0,  Se  si  con- 

4a«d«c 
sidera  il  seffno  — ,  allora  — 9 a—ì he'  —  4a*r  =  0    ossia 

4a«d«c  +  (c«  —  4a«r)«  =  0.       f) 

312*.  Eliminare  x  ed  y  da2  sistema 

(2arxy  4-ady«  — cx)«  =  c«x*n  +  ry«  — -^M  .     .     .     (I) 

(2arxy -f- ady*  —  ex)  2a  =  ex  (dx  +  cy  —  2a)     .     .     .     (2) 
c^x^  4-  8aV  (2arxy  4-  ady*  —  ex)  =  4a»cx  (ix«  +  cy«  -h  2dxy  —  2ay)   (3) 

(G.  Frattini). 

Soluzione  del  Sig.  Guido  Fubini,  alunno  del  R.  Liceo  «  Marco  Foscarini  » 
di  Venezia. 

Sottraendo  dalla  (3)  la  (2)  moltiplicata  per  4a'y,  si  ha: 

c^a^  =  4a*ca  (rx^  -h  day) 

e  dividendo  tutti  i  termini  per  co;-  risulta: 

00  (c^  —  4a*r;  =  4a*di/ 


(4) 


Dividendo  la  (1)  per  0?%  si  ha: 


(2ary  4-  ady  '  ^ c\  ^c'^(\  -h  ry* —\ 


.     .     (5) 


y 


Ponendo  nella  (5)  invece  della  frazione  —  il  suo  valore   dato  da  (4),    svila p- 


X 


pando  e  dividendo  per  y,  si  ha 

M ra ) 


2  are  — 


2a 


(6) 


(*)  In  questo  esercizio  e  nel  seguente  il  Sig.  Fubini  ha  supposto  evidentemente  che  a, 
d  e  Cy  sieno  differenti  da  zero.  (N.  D.  B.). 
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Dividendo,  la  (2)  per  Xy  si  ha: 


2a  (2ary -4- ady  * ci  =  c(rf»  4- ci/  —  2a)  .     .     .     (7) 

y 
Sostituendo  nella  (7)  alla  frazione  —  ed  al  termine  dx  i  valori  respettivi  dati 

dalla  (4),  sviluppando  e  riducendo,  si  ottiene: 

,(2aV_--^,^^^^)  =  0 (8) 

.    /                  c»             4a»d«c     \ 
quindi,  o  è   nullo  il   fattore  I2a'r ^j —-^ — | 

8a«d«c  4-  (c«  —  4a«r)»  =  0, 
oppure  è  nullo  y,  e  quindi  per  la  (6)  è  nullo 

2  are  — 


ossia 


c^ 


2a 
ossia  si  ha  :    e*  — -  4  a*  r  =  0. 

322*.  Se  i  Iati  di  un  triangolo  sono  in  progressione  aritmetica^  i  raggi  dei 
cerchi  ex^inscritti  saranno  in  progressione  armonica,         (F.  P.  Paterno). 

Dimostrazione  del  Sig.  Umberto  Bertocchini,  studente  nel  R.  Istituto  tecnico 
di  Livorno  (*). 

Per  ipotesi,  indicando  con  a,  &,  e  le  misure  dei  lati  del  triangolo  in  ordine  cre- 

a  ^  e 
scento  0  decrescente»  si  ha  :    a  —  ò  =:  6  —  e,  da  cui    — -  —  i^  b. 

E  noto  che  tre  numeri  sono  in  progressione  armonica  quando  i  loro  inversi 
sono  in  progressione  aritmetica.  Per  dimostrare  quindi  che,  neiripotcsi  ammessa, 
i  raggi  r^y  r^,  r^  dei  cerchi  ex-inscritti  sono  in  progressione  armonica,  basterà 
dimostrare  che  le  loro  invei'se  sono  in  progressione  aritmetica.  Ora,  indicando 
con  A  ^  P  Tarca  e  il  semiperimetro  del  triangolo,  abbiamo  : 


1 

+ 

1 

^ 

p  —  a 
A 

+ 

p  —  c 

A 

2p 

-(a 
A 

+ 

e)    . 

2 

2(p- 

■h) 

2p 

-(«  + 

")    . 

^ft  A  A 

quindi  sarà,  come  dovevamo  dimostrare, 

2  1 


'•fc  *•«  ^« 


(*)  Simile  dimostroziono  dal  Sig.  Gaetano  Lami,  studente  di  IV  corso  nello  stesso 
Istituto. 
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Viceversa,  se  r^,  r^,  r^,  sono  in  progressione  arOiooica,  le  inverse  saranno  in 
progressione  aritmetica.  Se  infatti 

A  A  A     ' 

si  deduce  che    2b  :=z  a  +  e:   quindi   i  Iati  del  triangolo  sono  in   progressione 
aritmetica. 

* 

Dimostrazione  del  Sig.  Francesco  Barhagallo^  studente  nel  R.  Istituto  tecnico 
di  Catania. 

Sieno  a,  a  +  e^,  a  +  2cU  i  lati  di  un  triangolo,  e  tali  che  formino  una 
progressione  aritmetica  di  ragione  d.    Dico  che 

5  5  S 

''^'^5  — a'       ""^  ^  T^  {cL  +  d)   '       ^3—    S'-(a-^2d)^ 

cioè  i  raggi  dei  cerchi  ex-inscritti,  saranno  in  progressione  armonica. 
Infatti  i  loro  inversi 

s  —  a  s  —  {^  +  d)    ^        s  —  (a  4-  2  rf) 

sono  in  progressione  aritmetica  di  ragione 

d 


S 


'^  XlZIV^gs-Vr 


RIVISTA  BIBLIOGRAFICA 


U.  SCARPIS  —  Teoria  dei  numeri,  —  Manuali  Hoepli.  Serie  scientifica  225. 

« 

E  un  lavoro  chiaro,  esatto,  conciso,  e  tanto  completo  quanto  lo  permette  la 
brevità  dello  spazio.  Si  compone  di  sette  capitoli.  Nel  primo  TA.  tratta  dei 
multipli  e  dei  divisori:  è  notevole  per  semplicità  il  metodo  col  quale  ricava  le 
proprietà  del  minimo  comune  multiplo;  ma  forse  era  m^lio  evitare  le  conside- 
razioni geometriche.  Si  diffonde  sulla  funzione  (p  di  Gauss,  ed  E  di  Legendre, 
e  chiude  con  una  proposizione  del  chiarissimo  prof.  Ceserò. 

Apre  il  Capitolo  II  coir  esporre  le  proprietà  generali  delle  congruenze.  Dati 
ì  teoremi  della  somma,  della  moltiplicazione  e  della  divisione,  viene  a  dimo- 
strare il  teorema  di  Format  generalizzato,  e  poi  quello  di  Wilson.  Risolve  la 
congruenza  di  1"  grado  ad  una  incognita,  e  il  sistema  di  due  congruenze  simul- 
tanee rispetto  a  moduli  primi  fra  loio. 


^  196  — 

Nel  IV  e  nel  V  Capitolo  "tratta  rispettivamente  delle  congruenze  binomie  e 
dei  residui  quadratici.  A  proposito  delle  prime,  si  vede  che  TA.  non  ha  dimen- 
ticato i  lavori  recenti,  come  un  teorema  del  Frattini,  pubblicato  in  questo  Pe- 
riodico (anno  VII,  fase.  111).  Ho  notato  chiarezza  e  precisione,  e  numerosi  ( sempi, 
scelti  opportunamente 

Qui  termina  la  parte  propriamente  aritmetica  del  lavoro.  Le  applicazioni, 
che  riguardano  le  equazioni  binomio  (Gap.  VI)  e  la  divisione  del  cerchio  in 
parti  eguali  (Gap.  VII),  sono  state  ben  scelte. 

La  parte  storica  è  piuttosto  difettosa.  Intorno  alla  nota  a  pag.  114  osservo 
che  il  Dott.  Zignago  non  è  riuscito  a  darci  una  dimostrazione  elementare  del 
teorema  di  Dirichlet;  perchè  nella  Proposizione  IV  del  suo  lavoro  (Annali  di 
matematica,  1893)  invoca,  (e  accenna  appena  come  si  dimostra)  la  proprietà  : 
Se  K  <i  a,  allora 

m     M  MD(b  -{-ay,  z)=    m        M    MD  (b-^  ay,  z) 

y=0     «=1  y=0       2=0 


oppure 


y=o— 1 

=     m    MD(b  -hay,  K); 


proprietà  che  non  è  elementare  e  non  è  ridotta  ad  altra  elementare. 

Ma  in  complesso  il  lavoro  dello  Scarpis  ò  eccellente  e  mi  auguro  che  in 
altro  volume  Tautore  tratti  quelle  parti  che  per  mancanza  di  spazio  ha  dovuto 
ommeltere. 

Genova,  6  dicembre  1896. 


Professor  AUGUSTO  CHIARI.  —  Elementi  di  geometria  ad  uso  d^Ue  scuole 
tecniche  e  normali^  con  una  raccolta  di  oltre  trecento  esercizi  e  problemi,  e 
un  sunto  di  storia  della  geometria,  —  Lapi,  Città  di  Castello,  1896.  — 
Prezzo  L.   1,60. 

La  prefazione  dell'autore,  con  qualche  mia  annotazione,  daranno  un*idea  del 
libro.  Riporto  dunque  la  prefazione  : 

«  Questo  volumetto,  destinato  agli  studenti  delle  scuole  tecniche  e  normali, 
ho  compilato  nella  massima  parte  in  conformità  dei  programmi  vigenti. 

In  alcuni  punti  ho  stimato  opportuno  sorpassare  questi  limiti,  perché,  fo 
molte  notizie  non  hanno  interesse  per  i  giovani  che  frequentano  queste  scuoio, 
altre  è  bene  non  reatino  sconosciute.  (*)  Cosi,  prima  d' intraprendere  la  riso- 
luzione di  quei  problemi  che  sì  trovano  d'ordinario  in  ogni  trattato  di  Geo- 
metria, ho  creduto  utile  accennare  ai  principali    metodi  di    risoluzione,  affinchè 


(*)  O  non  piuttosto  il  segno  fìi  oltrepassato  perchè  si  volle  faro  il  libro  su  duo  dif- 
ferenti programmi,  quello  per  le  scuole  tecniche  e  quello  per  le  normali  ?  Del  resto,  se  è 
bene  che  certe  notizie  non  siano  ignorate,  non  è  giusto  che  per  far  posto  ad  esso  si  met- 
tano allo  strettoio'  le  nozioni  fondamentali,  come  i  concetti  di  rapporto  e  proporzione  tra 
grandezze,   ai  quali  l'autore  a  pag.  77  non  dedica   più  di   una  dozzina  di  righe. 
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il  giovane  che  si  accinge  a  risolvere  simili  questioni,  non  proceda  a  caso,  rod 
abbia  una  norma  da  seguire.  Del  pari,  pensando  quanto  sia  deplorevole  che 
gli  studenti  delle  scuole  medie  ignorino  perfino  che  esiste  una  storia  della  Geo- 
metria, ho  stimato  utile  aggiungere  in  appendice  un  breve  sunto  di  storia  di 
questa  parte  delle  Matematiche,  il  quale  da  un  lato  servirà  air  introduzione 
neir  insegnamento  di  queir  elemento  storico,  anche  da  eminenti  scienziati  ita- 
liani raccomandato;  dalT altro  contribuirà  a  render  meno  arido  lo  studio  di  questa 
disciplina. 

Avendo  il  volumetto  carattere  elementare,  molte  verità  ho  ommesse;  di 
altre»  specialmente  nella  seconda  parte,  ho  dato  Tenunciato  soltanto,  lasciando 
alla  cura  deirinsegnante  di  dimostrare  quelle  che  dalla  sua  scolaresca  possono 
essere  intese,  (')  Del  concetto  di  limite,  che  anche  in  un  primo  studio  potrebbe 
aver  posto,  non  ho  tenuto  parola;  a  ciò  mi  ha  spinto  la  considerazione  che 
il  poco  tempo  assegnato  alle  lezioni  di  Geometria,  ne  renderebbe  disagevole 
Tesposizione. 

Neirimpiegare  i  più  comuni  simboli  della  Geometria,  ho  distinto  quello  di 
uguaglianza  da  quello  d*  equivalenza,  sembrandomi  giusto  indicare  con  segni 
diversi,  questi  due  differenti  concetti.  (**)  In  alcuni  pochi  teoremi  e  nella  rac- 
colta d*esercizi  e  problemi,  ho  trascurato  di  disegnar  le  figure,  le  quali,  con 
maggior  profìtto,  potranno  esser  fatte  dallo  studente. 

Con  tali  criteri  e  con  il  desiderio  vivissimo  di  poter  riuscire  in  qualche 
modo  utile  ai  giovani  che  s*iniziano  negli  studi  geometrici,  ho  compilato  que- 
sto tenue  lavoro.  (*'*) 


(*)  Disgraziatamente  le  cose  ohe  si  lasciano  alla  cura  dell'  insegnante  sono  d' ordi- 
nario le  più  ostiche  e  difficili! 

(**)  A  proposito  dell'  equivalenza,  l' autore  pone  a  base  la  definizione  di  Duhaiiìel,  e 
suhito  dopo  prosegue  :  «  Poiché  le  figure  equivalenti  hanno  la  stessa  estensione  di  super- 
flcie,  ecc.  > .  Ma  allora  a  che  serve  la  definizione  di  Duhamel  ?  Kon  era  meglio,  tanto  piti 
trattandosi  di  un  lihricoino  per  le  scuole  tecniche,  chiamare  equivalenti  due  figure  eguali 
in  superficie,  salvo  a  far  poi  menzione  della  decomposizione  in  parti  congruenti,  come  d*un 
criterio  per  verificare,  in  qualche  ctuOf  la  detta  eguaglianza? 

{***)  Ed  io  spero  che  lo  stesso  vivissimo  desiderio  indurrà  l'autore  a  migliorarlo,  non 
dirò  per  la  sostanza,  che  in  generale  è  buona,  ma  per  un  migliore  adattamento  al  fine. 

Gt.  Fbattiki. 


ANNUNZIO  BIBLIOOBAFICO 


Prof.  AURELIO  LUGLI.  —  Raccolta  di  temi  di  matematica  redatti  dalla  Giunta 
centrale  esaminatrice  per  la  licenza  d* Istituto  tecnico  nella  sezione  fisico^ 
matematica^  con  soluzioni  e  risposte,  —  Prezzo  L.  1,25. 

Di  questa  raccolta,  utilissima  a  professori  e  studenti,  non  rimangono  che 
un  centinaio  di  copie.  Sono  vendibili  in  Roma  presso  la  Signora  Pia  Lugli, 
vedova  del  compianto  professore.  Via  Agostino  Depretis,  n.  86. 
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ANNO  I.  iSOe-S'P.  NUM.  2. 


BolletlìDO  M'Associne  MÀTHESIS 

FRA  QtìA 

mSEGNÀNTI  DI  MATEMÀTICA  D£LLE  SCUOLE  MEDIE 


Sedie  dsll' Ab80Cia.zione  pxk  il  biebkio  1896-97-96 

-^    TORINO    #f- 

Preaso  il  Presidente  del  Comitato:  ProfaiBor  RODOLFO  BXTTAZZI,   Corso  S.  Martino,  1 


ADUNANZA  STRAORDINARIA  PARZIALE 

dei  Soci  di  MA.THE8IS 


Si  avverte  che  si  terrà  in  Torino  nelle  vacanze  carnevali  zie  del  1897  una 
riunione  di  Soci  di  MathesiSy  per  discutere  verbalmente  le  questioni  proposte 
nel  N.  1  del  Bollettino,  e  qualunque  altra,  adatta  alla  natura  della  Società, 
piaccia  ai  convenuti  di  trattare.  Un  invito  fa  diramato  in  via  d'esperimento 
ai  Soci  più  prossimi  a  Torino,  i  quali  aderirono  in  numero  soddisfacente; 
ma  l'invito  attuale  è  esteso  a  tutti  i  Soci  ed  a  qualunque  altro  Professore 
che  voglia  prender  parte  ai  lavori  di  MatJiesis. 

L'insegnante,  socio  o  non  socio,  che  aderisca  e  voglia  intervenire  a  questa 
riunione,  ne  mandi  avviso  al  Prof.  Rodolfo  Bbttazzi,  Corso  S»  Martino  1, 
Torino^  perchè  gli  si  possa  comunicare  a  suo  tempo  V  epoca  precisa  ed  il 
luogo  della  riunione. 

Sarebbe  desiderabile  che  di  siffatte  riunioni  se  ne  tenessero  anche  altre 
nei  vari  centri  d'Italia,  rendendo  cosi  possibile  a  tutti  i  Soci  di  Mathesis 
di  parteciparvi  o  qua  o  là.  Il  Bollettino  accoglierebbe  con  piacere  le  relazioni 
di  queste  riunioni,  e  le  decisioni  prese. 

È  lasciata  naturalmente  piena  libertà  ai  Soci  nella  convocazione  di  queste 
adunanze  ;  ma  è  desiderabile  che  chi  vuol  farsene  promotore  ne  informi  prima 
il  Comitato  Direttivo,  perchè  non  accadano  convocazioni  di  adunanze  con- 
temporanee in  città  troppo  vicine,  fatte  da  due  Soci  all'insaputa  uno  del- 
l'altro. 

Essendo  interesse  dì  tutti  il  far  noto  il  risultato  di  queste  adunanze,  si 
domanda  che  ne  sia  trasmesso  al  Comitato  il  verbale,  o  una  parziale  rela- 
zione su  quello  che  ha  rapporti  con  gli  scopi  di  Matìiesis. 
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Risposte  alle  questioni  comparse  nel  Bollettino  N.  1. 

Fin  qui  un  numero  eccessivamente  scarso  di  Soci  ha  inviato  risposte  alle 
questioni  inserite  nel  N.  1  del  Bollettino.  Si  pregano  caldamente  i  Soci  di 
volere  studiare  essi  gli  argomenti  in  quello  indicati  e  di  invitare  a  studiarli 
anche  i  non  soci,  mandando  poi  le  conclusioni  al  Comitato  che  deve  com- 
pilarne e  pubblicarne  le  relazioni  riassuntive. 

A  chi  manda  risposte  a  più  di  una  questione,  si  chiede  in  cortesia  che 
voglia  scriverle  su  altrettanti  fogli  staccati,  da  potersi  cosi  esaminare  se- 
paratamente. 


Ai  Soci. 

U  Comitato  sarebbe  lieto  se  i  Soci,  prendendo  a  cuore  l'incremento  della 
nostra  associazione,  gli  inviassero  essi  stessi  proposte  atte  a  dare  a  Mathesis 
vita  rigogliosa,  efficace  ed  utile  alla  scuola  e  alla  scienza.  H  dar  notizie 
di  altre  Società  del  genere  della  nostra,  il  suggerire  mezzi  di  esplicare  Fazione 
di  essa,  il  mandare  questioni  da  studiare  od  articoli  opportuni,  sono  altret- 
tanti modi  di  aiutare  l'opera  del  Comitato  e  di  contribuire  allo  scopo  per 
cui  Mathesis  esiste;  i  nostri  ottimi  colleghi  vogliano  usarne. 

In  particolare  il  Comitato  chiede  ai  Soci  che  contribuiscano  a  procurargli 
programmi  d'insegnamento  della  Matematica  in  scuole  secondarie  estere  ed 
a  segnalargli  articoli  o  libri  di  qualche  importanza  per  gli  studi  e  per  l'in- 
segnamento. 


Il  Periodico  di  matematica  del  Prof.  Lugli. 

Si  annunzia  ai  Soci  che  quest'ottimo  Periodico,  del  quale  Mathesis  imme. 
diatamente  dopo  la  morte  del  compianto  suo  Direttore,  si  era  assunta  la 
continuazione  pel  presente  anno  1896,  affine  di  impedire  che  finisse,  è  passato 
col  1^  gennaio  1897  in  proprietà  del  nuovo  Direttore  Prof  Giulio  Lazzeri, 
al  quale  Mathesis  lo  ha  regolarmente  ceduto. 

Secondo  gli  accordi  presi,  rimarranno  invariate  l'indole  del  giornale  e  le 
coudizioni  di  abbonamento  (L.  6  annue'  ;  ma  sarà  accordata  una  riduzione 
ai  Soci  di  Mathesis,  nei  seguenti  termini  : 

Il  prezzo  cumulativo  della  quota  annuale  di  Socio  di  Mathesis  per  im 
anno  sociale,  e  di  abbonamento  al  Periodico  per  l'anno  civile,  che  comincia 
al  1^  gennaio  di  detto  anno  sociale,  è  fissato  in  L.  10  (oltre,  per  il  primo 
anno,  la  tassa  d'ingresso  di  L.  4,  art.  X)  da  pagarsi  entro  il  Bl  gennaio,  al 
Segretario-Economo  dell'Associazione,  Prof  Francesco  Giudice,  Corso  Ugo 
Bassi  40,  Genova;  i  Soci  già  in  regola  col  pagamento  della  loro  quota  di 
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un  anno  sociale  hanno  Tabbonamento  ridotto  pagando  L.  4  alle  stesse  con- 
dizioni. 

Trascorso  il  31  gennaio,  gli  abbonamenti  non  si  riceveranno  che  a  prezzo 
normale  (L.  6)  e  presso  il  Direttore  del  Periodico  Prof.  Giulio  L azzeri, 
della  R.  Accademia  Navale,  Via  del  Porticciolo  2,  Livorno.  Per  Panno  in 
corso,  il  detto  termine  è  prorogato  eccezionalmente  fino  al  15  febbraio. 

Per  gli  arretrati  bisogna  invece  rivolgersi  al  Segretario-Economo  di  Ma- 
thesis. 


Nuovi  Soci. 

Babtoli  Paolo,  Liceo  pareggiato  di  Molfetta.  —  Buffa  Pibtro,  E.  Scuola 
tecnica  di  Potenza.  —  Comm.  Oaldarera  Francbsco,  Prof,  a  riposo  del 
B.  Istituto  tecnico,  ed  ordinario  di  meccanica  razionale  in  servizio  nella 
B.  Università  di  Palermo.  —  Cameletti  Luigi,  E.  Scuola  tecnica  di  Per- 
gola. —  Chelooti  Abiqaille,  e.  Scuola  normale  femminile  di  Livorno.  — 
Grassi  Francesco,  professore  nei  Collegi  militari.  —  Scarpis  Umberto, 
B.  Liceo  di  Verona.  —  Vacoari  Andrea,  B.  Liceo  di  Spoleto. 

I  Soci  i  cui  nomi  furono  ora  pubblicati  hanno  pagata  la  tassa  d^entrata 
di  L.  4  e  la  quota  per  Panno  1896-97  di  L.  6.  Questa  dichiarazione  fa  le 
veci  di  ricevuta. 


Biblioteca. 

Alla  biblioteca  di  Mathesis  pervennero  i  doni  seguenti  : 

U,  Scarpis.  -  Teoria  dei  numeri  :  Manuale  Hoepli  225  ,*  Milano  1897  :  L.  1,50. 

B.  Carrara.  -  La  coincidenza  dei  due  metodi  d'approssimazione  di  Newton 
e  Lagrange  nelle  radici  quadrate  irrazionali  dei  numeri  interi  :  Torino,  G.  B. 
Paravia  e  C,  1889.  -  Saggio  d'introduzione  alla  teoria  'delle  quantità  com- 
plesse geometricamente  rappresentate:  Cremona,  tip.  Pezzi  1898,  L.  2,50. 

Diego  FeUini.  -  I  poliedri  regolari  stellati:  Porli,  G.  B.  Groppi,  1895; 
L.  1,50  (Due  copie). 

Angusto  Chiari.  -  Elementi  di  Geometria  ad  uso  delle  scuole  tecniche  e 
normali:  Città  di  Castello,  S.  Lapi  tip.  edit.  1896,  L.  1,60. 

Rodolfo  Bettazzi  -  Sulla  rappresentazione  analitica  delle  funzioni  di  più 
variabili  ;  Pisa,  tip.  T.  Nistri  e  corap ,  1884.  •—  Dei  concetti  d'integrazione 
e  di  derivazione  delle  funzioni  di  più  variabili  ;  Giornale  di  Battaglini,  XX TI. 
—  Sull'impossibilità  di  certe  divisioni  e  sull'equivalenza  delle  equazioni  : 
Periodico  di  Lugli,  1886  —  I  postulati  e  gli  enti  geometrici  :  Periodico  di 
Lugli  1886.  —  Sul  concetto  di  numero  :  Periodico  di  Lugli  1887.  —  Sulla  de- 
rivata totale  delle  funzioni  di  due  variabili  reali,  e  sull'inversione  delle  de- 
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rivazioni  :  Giornale  di  Battaglini,  XXVI.  —  Sopra  una  oor rispondenza  fra  un 
gruppo  dì  punti  ed  un  continuo,  ambedue  lineari  :  Pisa,  1888.  —  Teoria  delle 
grandezze  :  Opera  premiata  dalla  R  Accademia  dei  Lincei  :  Pisa,  Spoerri  edit , 
1890  -  L  6.  —  Sui  sistemi  di  numerazione  per  i  numeri  reali  :  Periodico  di 
Lugli,  1891.  —  Sull'insegnamento  della  geometria  nei  Licei»*  Periodico  di 
Lugli,  1891.  —  Eiyista  bibliografica  (Elementi  di  geometria  di  Lazzeri  e  Bas- 
sani)  :  Periodico  di  Lugli,  1891.  —  SulPinfinitesimo  attuale  :  Rivista  di  Ma 
tematica,  1891.  —  Sull'infinitesimo  attuale  :  Rivista  di  Matematica,  1892.  — 
Sui  punti  di  discontinuità  delle  funzioni  di  variabile  reale:  Rendiconti  del 
Circolo  matematico  di  Palermo,  1892.  —  La  definizione  di  proporzione  ed  il 
V  libro  d'Euclide  :  Periodico  di  Luglio  1892.  —  Il  concetto  di  lunghezza  e  la 
retta  :  Annali  di  Matematica,  1892.  —  Sulla  definizione  della  retta  :  Periodico 
di  Lugli,  1892.  —  Teoria  dei  limiti  :  parte  VII  del  formulario  pubblicato  daUa 
Rivista  di  Matematica,  1894.  —  Sulla  catena  di  un  ente  in  un  gruppo  :  R.  Ac- 
cademia delle  Scienze  di  Torino,  1895-96.  —  Gruppi  finiti  ed  infiniti  di  enti  : 
R   Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  1895-96. 

F.  Giudice.  —  Sulla  determinazione  delle  radici  reali  delle  equazioni  a 
coefficienti  numerici  reali  ;  un  teorema  sulle  sostituzioni  ;  sulle  equazioni 
irreducibili  di  grado  primo  risolvibili  per  radicali  ;  sopra  la  determinazione 
di  funzioni  d'una  variabile,  definite  per  mezzo  d'un'equazione  con  due  va- 
riabili, ed  un'osservazione  relativa  alla  costante  che  compare  negli  sviluppi 
in  serie  delle  funzioni  circolari  :  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Pa- 
lermo, 1886-87.  —  Lemmi  per  la  misura  della  circonferenza  e  dell'area  del 
circolo  ;  alcune  formule  ottenibili  semplicemente,  che  possono  servire  al 
calcolo  approssimato  delle  funzioni  circolari  ;  sull'estrazione  di  radice  appros- 
simata dai  numeri  aritmetici  :  Periodico  di  Lugli,  1887-88.  —  Trigonometria 
rettilinea  ad  uso  delle  scuole  liceali,  Palermo,  libreria  Carlo  Clausen,  1888, 
L.  1,50.  —  Una  considerazione  relativa  alle  serie  a  termini  positivi  :  Co- 
stanti tra  le  quali  trovasi  quella  d'Eulero  :  A  proposito  della  questione  88 
proposta  dal  prof.  Cesàro:  Giornale  di  Battaglini,  1889.  —  Sopra  una  que- 
stione di  probabilità  :  Periodico  di  Lugli,  1890.  —  Sulle  serie  a  termini  po- 
sitivi :  Giornale  di  Battaglini,  1890. 

I  doni  alla  biblioteca  di  Mathesis  si  dirigono  al  Segretario  Prof.  Fran- 
cesco Giudice,  Corso  Ugo  Bassi,  40,  Genova. 


Per  divenire  soci  di  MATHESIS 
ed  abbonati  al  PERIODICO  DI  LUGLI,  diretto  dal  prof.  Lazzeri. 

I  professori  di  Matematica  appartenenti  al  personale  insegnante  e  di- 
rettivo delle  scuole  medie  governative  o  pareggiate,  divengono  senz'  altro 
soci  trasmettendo  la  tassa  d'entrata  di  L.  4  al  Segretario,  al  quale  devesi 
pure  trasmettere  la  quota  annua  di  L  6  :  quelli  dell'altre  scuole  secondarie, 
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che  desiderano  farsi  soci,  debbono  fame  domanda  scritta  al  Presidente  pro- 
fessor KoDOLFO  Bbttazzi,  Corso  S*  Martino  1,  Torino.  (V.  nel  Bollettino 
N.  1  gli  art.  Ili  e  X  dello  Statuto) 

Si  può  divenir  socio  di  Mo^Ae^w  pel  1896-97  (l*'  Luglio  96-30  Giugno  97) 
ed  abbonati  al  Periodico  di  Matematica  pel  1897  mandando  al  segretario  di 
Mathesis^  prima  del  31  Gennaio  97,  L.  14;  delle  quali  4  per  tassa  d'entrata  e 
10  per  quota  annua  di  Mathesis  ed  abbonamento  ridotto  al  Periodico.  (V.  in 
questo  Bollettino  «  Il  Periodico  del  Prof.  Lugli  »). 


Premio  al  socio  Pirondiixi. 

Su  proposta  dei  professori  BeUramif  Brioschi  e  Cerruti  (relatore)  la 
Beale  Accademia  dei  Lincei,  nell'adunanza  solenne  del  7  giugno  1896,  con- 
feriva al  Prof.  Geminiano  Pirondini,  socio  di  Mathesis^  un  intero  premio 
ministeriale  di  lire  1500,  pe'  seguenti  lavori  : 

1.  Akurie  formule  relative  alle  linee  tracciate  sopra  una  superficie  e  loro 
applicazioni  (st). 

2.  Teorema  geometnco  (ms). 

3.  Sur  la  conique  osculatrice  des  lignes  planes  (st). 

4.  Intorno  alle  indicatrici  sferiche  détte  linee  dello  spazio  (st). 

5.  Sur  une  famiUe  remarquable  de  courbes  (st). 

6.  Due  problemi  geometrici  (ms). 

7.  Simmetria  ortogonale  rispetto  a  una  superficie  di  rivoluzione  (st). 

8.  Quelques  propriétés  de  Vhyperbole  (st). 

9.  Sur  les  surfaces  régUes  (st). 

10.  Di  alcune  superficie  che  ammettono  un  sistema  di  linee  eguali  e  un 
secondo  sistema  di  linee  eguali  o  simili  (st). 

11.  Simmetria  ortogonale  rispetto  a  una  linea  qualunque  (ms). 

Le  nostre  congratulazioni  al  valente  collega. 


Visita  a  S.  E.  il  Ministro  della  pubblica  istruzione. 

Per  incarico  avuto  nell'adunanza  del  Gomitato  direttivo,  tenutasi  a  Fi- 
renze nell'agosto  passato  (v.  il  n.  1  del  Bollettino),  il  prof.  Frattini  presentò 
a  S.  E.  il  Ministro  deUa  pubblica  istruzione  lo  Statuto  e  gli  Atti  della  no- 
stra Associazione.  Il  Ministro  accolse  il  prof.  Frattini  con  grande  benevo- 
lenza, e  mostratosi  informato  dell'esistenza  e  degli  scopi  del P Associazione, 
plaudl  alla  nobile  iniziativa  de'  suoi  membri,  manifestando  vivo  il  desi- 
derio che  l'esempio  loro  fosse  universalmente  imitato  dagli  insegnanti  delle 
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scuole  medie.  In  tal  modo,  soggiunse  il  Ministro,  le  amministrazioni  o  le 
Commissioni  preposte  alla  cura  degli  ordinamenti  e  dei  programmi  delle 
scuole  medie  troverebbero  negP  insegnanti  delle  scuole  stesse  la  guida  più 
naturale  e  sicura  per  l'ufficio  loro. 

In  quanto  al  ripristinamento  della  prova  scritta  di  matematica  negli 
esami  di  licenza  liceale,  il  Ministro,  pur  riconoscendo  che  la  matematica 
nei  licei  è  ormai  ridotta  anch'essa  a  materia  decorativa^  non  diede  al  Fr at- 
tlni affidamento  certo  ;  ma  gli  promise  che  nello  studio  della  grave  que- 
stione avrebbe  tenuto  in  gran  conto  il  voto  di  Mathesis.  Aggiunse  che,  quan. 
tunque  propenso  a  una  nuova  riduzione  del  programma  di  matematica  pei 
licei,  e  soprattutto  all'abolizione  della  trigonometria,  riconosceva  tuttavia 
la  necessità  di  guarentire  lo  studio  delle  matematiche,  entro  la  cerchia  di 
quel  programma  che  si  stimerà  più  conveniente  e  proporzionato  al  fine. 
Terminò  congratulandosi  novamente  coli' Associazione  e  confermandole  l'alto 
suo  compiacimento. 


Gomunicazione   di   G.   Sforza. 

Contributo  aUa  questione  suXU  Equivalenza,  proposta  dal  Comitato  dtref 
Uvo  di  Mathesis. 

La  comunicazione  sulla  teoria  dell'equivalenza  fatta  recentemente  dal 
Prof.  Giudice  al  Comitato  direttivo  di  Mathesis  ha  richiamato  la  mia  at- 
tenzione sopra  un  pregevole  articolo  del  Prof.  Trattini,  inserito  nel  Perio- 
dico di  Matematica  del  compianto  Prof.  Lugli  (1895,  pag.  153)  e  intitolato  : 
Intorno  al  postulato  dell' equivalenza.  Ivi  il  Prof  Frattini,  precedendo  in  ciò 
il  Prof  Giudice,  dimostra  rigorosamente  che  il  postulato  di  De  Paolis  sul- 
l'equivalenza è  una  semplice  conseguenza  del  carattere  di  grandezze  finite 
che  hanno  le  superfìcie  e  i  volumi  ai  quali  si  applica. 

Ma,  ammesso  che  il  carattere  di  grandezza  infinita  sia  questo,  che  da  essa 
può  sottrarsi  successivamente  senza  termine  qualche  sua  parte  di  grandezza 
invariabile^  come  può  il  Prof  Frattini  dedurre  che  ogni  grandezza  infinita 
può  sempre  decomporsi  in  parti,  in  modo  die  trascurandone  una  si  possa  ri- 
comporre il  tutto  colle  altre  ;  o  in  altre  parole  che  ogni  gra^ndezza  infinita 
NON  sodisfa  al  postulato  di  De  Paolis  ?  Per  dimostrare  quanto  importante 
sarebbe  dar  di  ciò  una  rigorosa  dimostrazione,  io  proverò  che,  se  si  sapesse 
dimostrare  che  ogni  grandezza  infinita  non  sodisfa  al  postulato  di  De  Paolis, 
si  saprebbe  anche  dimosù^are  la  proposizione  espressa  dal  Postulato  di  Archi- 
mede rélaUvo  ai  segmenti. 

Giova  anzitutto  osservare  che  vi  è  perfetta  equivalenza  fra  le  due  pro- 
prietà di  un  segmento  rettilineo  di  essere  finito  e  di  sodisfare  al  postulato 
d'Archimede.  Infatti,  se  a  è  un  segmento  fìnito  e  b  una  sua  parte,  non  po- 
tendosi (per  definizione)  sottrarre  6  da  a  indefinitamente,  dopo  un  certo 
numero  m  di  sottrazioni  bisognerà  arrestarsi  ;  e  ciò  si  esprime  appunto  di- 
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cendo  che  m  +  1  volta  b  supera  a.  Se  invece  si  ammette  il  postulato  di 
Archimede,  ciò  vorrà  dire  che  un  certo  multiplo  di  b  supera  a,  cioè  che  b 
non  può  sottrarsi  da  a  se  non  un  numero  finito  di  volte.  Perciò  invece  di 
dire  che  una  certa  grandezza  è  finita,  potremo  anche  dire  che  essa  sodis& 
al  postulato  d'Archimede  generalizzato. 

Ciò  posto,  supponiamo  che  Tessere  una  grandezza  infinita  abbia  per  con- 
seguenza che  essa  non  sodisfa  al  postulato  di  De  Paolis  ;  ne  verrà  che  ogni 
grandezza  che  sodisfi  al  postulato  di  De  Paolis  sarà  necessariamente  finita 
(come  appunto  asserisce  il  Frattini);  in  particolare  il  segmento  rettilineo,  in 
quanto  è  una  grandezza  che  sodisia  al  postulato  di  De  Paolis,  è  finito,  cioè 
sodis&  al  postulato  di  Archimede.  Ma  pei  segmenti  la  proposizione  nota 
sotto  il  nome  di  postulato  di  De  Paolis  si  dimostra  (De  Paolis,  Elem.  di 
Geom.  pag.  42,  n.  56),  dunque  nell'ipotesi  fìitta,  si  potrebbe  dimostrare  la 
proprietà  nota  sotto  il  nome  di  Postulato  di  Archimede  (Post.  X  del  De- 
Paolis  pag.  290). 

Bimane  perciò  dubbio  se  soltanto  le  grandezze  finite  sodisfino  al  postu- 
lato di  De  Paolis,  e  non  è  indi£ferente,  come  è  parso  a  tutta  prima  al  Frat- 
tini, l'assmnere  a  fondamento  della  teoria  dell'equivalenza  piuttosto  il  po- 
stulato di  De  Paolis,  che  quello  d'Archimede  generalizzato  ;  in  quanto  che 
noi  siamo  certi  che  quest'ultimo  comprende  quello  di  De  Paolis,  mentre  non 
si  sa  ancora  se  quello  di  De  Paolis  implichi  quello  di  Archimede  generalizzato. 

L'utilità  di  assumere  a  fondamento  il  postulato  di  Archimede  generaliz- 
zato, piuttosto  che  quello  di  De  Paolis,  sembra  poi  confermata  dall'acuta  os- 
servazione del  prof.  Giudice,  che  richiede  tale  postulato  soltanto  pel  solido 
sferico  ;  in  sostanza  col  solo  postulato  :  e  la  sfera  è  un  solido  finito  »  si  so- 
stituiscono il  postulato  di  Archimede  sui  segmenti  e  quello  di  De  Paolis 
sull'equivalenza  delle  superficie  e  dei  solidi;  cioè  tre  postulati  sarebbero 
ricavati  da  uno  solo  ;  progresso  logico  notevolissimo. 

Baglio  Emilia,  li  31  Agosto  1896. 


Giovanni  Frattini  —  Responsabile. 


Roma,  1897  >-  Tip.  Elzeviriana. 


RISOLUZIONE  DELL'  EQUAZIONE 

A    DETERMINANTE    POSITIVO 

IN  NUMERI  INTERI 


In  questo  periodico  (anno  VI,  fase.  G**  -  anno  VII,  fase.   Fé 
sog.)  mi  oceupai  già  della  risoluzione  dell'equazione 

in  numeri  interi,  e  dimostrai  elementarmente  eome  le  infinite  solu- 
zioni dell'equazione  possano  tutte  dedursi  da  certe  soluzioni  fonda- 
menlaH  in  numero  finito,  cioè  da  quelle  soluzioni  nelle  qu£^lì  il 
valore  assoluto  della  y  è  inferiore  a  un  certo  limite,  ivi  determi- 
nato. Stabilii  anche  un  algoritmo,  (*)  differente  da  quello  della 
frazione  continua,  e  ad  esso  preferibile  per  più  rispetti,  mediante  il 
quale  possono  trovarsi  speditamente  le  soluzioni  fondamentali,  e  in 
generale  tutte  le  soluzioni  nelle  quali  il  valore  della  y  è  inferiore 
a  un  qualsivoglia  prestabilito  limite.  Il  problema  della  risoluzione 
dell'equazione  in  numeri  interi  veniva  cosi  completamente  risoluto. 
Nella  nota  e)  in  fondo  al  lavoro  accennai  poi  che  il  metodo  in 
esso  usato  poteva  applicarsi  alla  risoluzione  dell'equazione 

(A)  ax^  -f-  bxy  -j-  cy*  =  m 

a  determinante  positivo.  Alludevo  così  alla  seguente  regola,  dalla 
quale  dipende  il  modo  che,  a  mio  credere,  è  il  più  facile  e  spedito 
per  risolvere  la  precedente  equazione  in  numeri  interi  : 

Posto  :  b*  —  4  a  e  =  D,  e  della  (a,  p)   la  soluzione  minima 
positiva  e  {p,  q)  una  soluzione  qiuilsiasi  deWeqitazione 

X*  — Dy'  =  1, 

si  trovino  tutte  quelle  soluzioni  {^^y  y^  dell'equazione  (A)  nelle 
quali  il  modulo  o  valor^e  assoluto  di  y  è  inferiore  al  limite 


V 


(4  a*  qz  2  —  2)  niod.  a  m 


D 


(*)  f  8,  fino  a  20.  È  la  parte  più  importante  di  quel  mio  lavoro. 


—  2  — 

In  quanto  alV  ambiguità  sotto  il  segno  radicale,  si  scelga  il  se- 
gno superiore  o  inferiore,  secondochè  ara  è  positivo  o  negativo. 
Tutte  le  soluzioni  de W  equazione  saranno  date  dalle  forraole 

x  =  (p  — bq)x,  —  2cqy^ 
y  =  (p  +  bq)y, +-2aqx,.  0 

La  (liraostrazione  di  questa  regola  e  lo  scopo  della  presente 
nota.  Se  non  che,  invece  di  valermi  dei  risultati  del  citato  mio 
lavoro,  nella  parte  dimostrativa  del  quale  feci  uso  sistematicamente 
della  formola  risolutiva  dell'equazione  di  secondo  grado,  ripiglierò. 
la  questione  daccapo,  mostrando  come  la  detta  regola  possa  stabi- 
lirsi razionalmente,  vale  a  dire  senza  ricorso  alla  risoluzione  di 
equazioni.  Perchè  appunto  la  speranza  che  questo  modo  di  trattare 
la  questione  possa  gittar  qualche  luce  sulla  risoluzione  delle  equa- 
zioni indeterminate,  argomento  difficile,  reso  spesso  ancor  più  dif- 
ficile dall'intervento  di  equazioni  di  grado  superiore  al  secondo,  mi 
ha  consigliato  questa  breve  pubblicazione. 

1.  (consideriamo  primieramente  l'equazione 

(1)  oo^  —  Ay^  =  N 

nella  quale  ^  ed  iV  sono  numeri  interi  positivi.  Sia  (a?^,  y^  una 
qualsiasi  soluzione  intera  e  positiva  dell' ecjuazione,  e  (a,  (i)  la  so- 
luzione minima  intera  e  positiva  dell'equazione 

x^  —  Ay*=  1. 
Considerando  il  quoziente 

a  +  p  ^  A  * 

=  (cLX^  -A^y^)  +  (ay^  -  p^^)  yÀ  =  x^  +  y^  V'A, 

è  noto  che  (^g,  j/^)  è  una  nuova  soluzione  della  (l).  Ora  si  osservi 

che,  qualunque  sia  la  soluzione  (x^,  y^  dalla  quale  si  deriva  (a?j,  j/^), 

la  /»g,  cioè 

%x^  —  A^y^ 

ò  quantità  essenzialmente  positiva,  come  è  facile  verificare,   sosti- 


ci Sono  le  formolo  dello  sostituzioni  proprie^  o  a  determinante  1,  che  trasformano  la 
torma  ({uodratifìa  nx*  +  f>xy  -f  ry"^  in  so  me<legima  (Vedi  p.  es.  Diriciilkt,  Lezioni  auUa 
teoria  dei  nuitwri).  K  perciò  evidente  che,  mediante  esse,  da  una  soluzione  (xo,  yo)  b6  ne 
derivano  infinite  altre.  Ma  qual  è  \in  gruppo  finito  d4  soluzioni  alle  quali  conviene  appli- 
care le  dette  formole,  per  ottenere  tutte  le  soluzioni  della  (A)?  L'enunciata  regola  risponde 
appunto  a  questa  domanda. 


i 
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tueiido  ad  a  0  a?^  i  loro  valori  ricavati  dalle  identità 

Invece,  cqrae  è  altresì  facile  verificare,  y,,  cioè 

può  essere  positiva  o  negativa.  È  positiva,  .se  y^  >  [i  V N,  od  e 
negativa,  se  y^  <  ^  V N. 

Supponiamo  che  sia  y^  ">  [i  V N,  epperò 

a  +  pf/A  2  -r  J, 

dove  le  lettere  indicano  numeri  tutti  positivi;  e  consideriamo  il 
nuovo  quoziente 

o^  +  ^yA  -^3  +  2/3^^- 

Anche  qui,  se  y,  sarà  maggiore  di  p  J^N,  le  lettere  indicheranno 
numeri  tutti  positivi.  In  tal  caso  si  passerà  air  eguaglianza 

_?3 Jl^a.^J.  =  a;,  +  2/,  yi, 

e  cosi  via.  Dico  ora  che  la  serie  di  siffatte  uguaglianze  avrà  un 
limite,  che  cioè  si  giungerà  infine  a  un*  eguaglianza 

• 

nella  quale  y^  ^  sarà  minore  di  p  V N.  Perche,  so  ciò  non  fosse, 
moltiplicando  fra  loro  le  dette  uguaglianze,  e  sopprimendo  i  fattori 
comuni,  si  avrebbe,  per  n  grande  quanto  si  vuole, 

{«  +  P  V'aT  ~   •^^^      ^•*"* 

ovvero 

x^  4-  y,  ;/;Ì  =  (a  +  [i  V7if  (a;„^.  +  y^^  V'A). 

Ma  ciò  e  im|)ossibilo,  perchè,  essendo  le  quantità 

ambedue  maggiori  deirunità,  il  secondo  membro  crescei'ebbe  inde- 
finitamente, mentre  il  primo  ha  un  valore  finito  e  determinato. 
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Risulta  dalle  cose  dette  che  tutte  le  soluzioni  intere  o  positive    . 
della  (1)  possono,  mediante  la  formola 

derivarsi  dal  gruppo  di  quelle  soluzioni  {k,  h)  nelle  quali  h  (valore 
della  y)  ò  minore  di  (ì  f^N.  Basterà  far  variare  V  intero  n  da  zero 
all'infinito;  estendere  la  (2)  a  tutte  le  soluzioni  (A,  h),  il  numero 
delle  quali  è  evidentemente  finito,  e  per  ciascun  valore  di  n,  di  k 

e  di  h,  eguagliare  le  parti  razionali  e  i  coefficienti  di  ^A  nei  due 
membri. 

Corollario.  La  formola 

oo^yyÀ={x  +  i^  VAY 

somministra  tutte  le  soluzioni  intere  e  positive  dell'equazione 

x^  —  Ay^=\. 

Infatti,  poiché  (a,  P)  e  la  soluzione  minima  dell'equazione,  il  gruppo 
delle  soluzioni  nelle  quali  il  valore  ài  y  h  minore  del  limite  sopra 
stabilito,  si  riduce  all'unica  soluzione  (1,  0).  Applicando  la  (2)  si 
ha  pertanto 

a;  +  2/  ;/:4  =  (a  +  [i  VA)\ 

2.  Consideriamo  ora  l'equazione 

x^  —  Ay^  =—  N. 

In  questo  caso,  dicendo  (x^,  y^  una  soluzione  positiva  qualsivoglia, 
e  considerando  di  nuovo  l'eguaglianza 

a-h  p  ^  A 

è  facile  verificare  che,  mentre  y^  e  essenzialmente  positiva,  x^  e 
positiva  0  negativa,  secondochò  y    e  maggiore  o  minore  del  limite 


^i/t- 


Talché,  ragionando  come  nel  caso   precedente,  si  giunge   alla   for- 
mola risolutiva 


(3)    a. •  +  y  f/A  =  (a  +  p  }/Af  (k  +  h  }/ A), 


h< 


Y? 
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nella  quale  k  eà  h  indicano  i  valori  di  x  e  y  in  una  soluzione 
qualsiasi  appartenente  al  gruppo  finito  di  quelle  che  soddisfano  la 
condizione 


"<"1/t 


3.  Valendosi  dell' identità 


2 


a"  —  i)p*  =  1, 
si  riconosce  facilmente  che  le  due  limitazioni 


[i  yN 


e 


•J/t 


stabilite  pe'  due  casi  compendiati  nell'equazione 


possono  comprendersi  noir  unica  formola 


-1-1)" 


/iV(2a*—  1 

y     2a' 


qualora  si  facciano  corrispondere   i    segni    superiori  e  gl'inferiori 

delle  ambiguità. 

Si  avrà  cosi,    come   formola  per  le  soluzioni    intere  e  positive 

dell'  equazione 

x^  —  Ay^^==^  N 
la  seguente: 

a,  +  y  ;/!  =  (a  +  p  yir  k  4-  y„  |/A),     y„  <  J L'^ltjF^Jl 

ovvero,  detta  (p,  q)  una  soluzione  positiva  qualsivoglia   dell'  equa- 
zione 

x'  -  Ay'=\, 


x  +  fjyA  =  {p  +  q  J/A)  {x^  +  y„  j^/^), 


—  \  —  ì 

2  A         '~ 


4.    Abbiamo   finora   considerato   soltanto    le   soluzioni    positive 
dell'equazione' 

x^  —  Ay^  ==t=  N, 

Ma  se  si  riflette,  che   mutando   neir  ultima   formola  p  in   —  p   e 
q  in   —  q,  X  ed  y  cambiano  segno  ;    che  mutando  p  in   —  p  e 


—  0  — 


y^  in  —  y^  cambia  segno  la  sola  x  ;  o  finalmente,  che  mutando 
q  in  —  ?  6  2/0  ^^  —  ^0  cambia  segno  la  sola  y,  risulta  che:  qua- 
lora per  (x^j,  y^)  s'intenda  una  qualsivoglia  soluzione  appar- 
tenente al  gruppo  finito  di  quslle  che  soddisfano  la  condizione 


^  ^  a/  N(2a'=  1  —  1) 


tutte  le  soluzioni  intere  dell'  equazione 

x'  — Ay*==fc=N 

sono  date  dalla  formola 

X  +  y  f^X  =  (p  +  q  y~k)  (x,  +  y„  V~k\ 

nella  quale  p  e  q  sono  interi  che  soddisfano  Vequ4izione 

X*  _  Ay*  =  l. 
5.  Sia  ora  l'equazione 

(4)  ax^  -f-  bxy  +  cy*  =  m, 

a  determinante  positivo  D  =  b^  —  iac. 
Posto  V         o  I     z. 

X  =  2ax  -f-  by, 
si  scriva  l'equazione  sotto  la  forma 

(5)  X^  —  Dy^  =  4am. 

Ogni  soluzione  intera  {x,  y)  della  (4)  si  dedurrà  da  una  corrispon- 
dente soluzione  intera  (X,  y)  della  (5)  ;  ma  affinchè  una  soluzione 
(X,  y)  dia  origine  a  una  soluzione  {x,  y),  e  necessario  e  sufficiente 
che  sia  soddisfatta  la  coudizione 

(6)  x—by  =  0     (mod.  2a),' 
nel  qual  caso  il  quoziente 

X  —  hy 


2a 

somministrerà  x.  Ora,  detta  (p,  q)  una  soluzione  qualsiasi  dell'equa- 
zione x^  —  Dy^  =  1,  e  scelto  il  segno  superiore  dell*  ambiguità, 
se  il  modulo  o  valore  assoluto  di  a  m  e  positivo,  e  il  segno  infe- 
riore, se  il  detto  modulo  è  negativo,  la  formola  risolutiva  della  (5) 
è,  come  sopra  fu  dimostrato, 

X  +  y  yn  =  (p  ^  q  f/D)  {X^  +  y^  yn), 


^  D 
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dalla  quale  X  =  pX^  +  ^  9  !/o 

Perciò  la  (6)  diviene 

^o(P  —  ^Q)  +  Dqy,  -  bpy^  =  0  (inod.  2a) 
ovvero,  poiché  D  :^  b^  (raod.  2  a), 

(7)         (X.  -by;i{p-bq)  =  0  (mod.  2a). 

Ma  dall'identità 

p*  —  {b*  —  4ac)q*=  1 


•         • 


SI  ricava 

(p  +  ft^)  (p  —  &g)  ^=^  1     (mod.  2^), 

e  conseguentemente  che  p  +  bq  e  p  —  bq  sono  ambedue  primi 
con  2  a.  Perciò  la  (7)  diviene 

X,  —  6y,  =  0      (mod.  2  a). 

Questo  risultato  mostra  che  una  soluzione  (X,  y),  derivata  mediante 
la  formola 

X-\-yyi)  =  {p  +  qyD)  (X,  +  y,  f^ì)). 

dà  origine  a   una   corrispondente   soluzione  (a?,  y)  ogni  volta  che 
(Xy,  y^^)  dà  origine  a  una  corrispondente  soluzione  (a?^,  yj. 

Indichiamo  dunque  con  (X^y  y^)  quelle  soluzioni  della  (5)  per 
le  quali  è  soddisfatta  la  condizione 


^  ^  /  (4  a*  :t-  2  —  2)  mod.  a  m 

mod.  y„  <  y-^--^-^ 

È  chiaro  per  le  cose  dette  che  tutte  le  soluzioni  della  (4)  si  avranno 
dalle  formole 

2ax-{-by-\-yyD  =  pX^-\-  Dqy^ 

y=Pyo  +  Q^o' 

qualora  si   supponga  che   X^  sia  della   forma   2a.T^  -\-  Ji/„;   che 
cio^si  avrà 

2ax  +  Sy  =  p(2aa!,  +  by^) -\-  Dqy^ 

d'  onde  facilmente: 

x  =  {p  —  bq)x^  —  2cqy^ 

y  =  (p  -f  bq)  y^  -f  2aqa-^.  e.  b.  d. 


—  8  — 

OSSERVAZIONI. 

I.  Posto,  come  sopra,    Xzz:2aa?-f-6y,   per  trovare  le  solu- 
zioni fondamentali  {x^ ,  y^  cioè  quelle  soluzioni  deirequazione 

ax^  -j-  bxy  -f-  cy*  -=.  m, 

nelle  quali  il  modulo  o  valore  assoluto  di  y  è  minore  del  limite 


1/' 


(4  a*  iz:  2  —  2)  mod.  a 


m 


D 

basterà  trovare  quelle  soluzioni  (X^ ,  y^  dell'  equazione 

X^  —  Dy^  z=:  4am, 

nelle  quali  il  valore  assoluto  di  y  e  minore  dello  stesso  limite.  A 
ciò  serviranno  i  metodi  algoritmici  esposti  nel  già  citato  mio  lavoro. 
Dal  gruppo  delle  (X^,  yj  bisognerà  poi  escludere  quelle  che  non 
soddisfano  la  condizione 

X^-by^r^O     (mod.  2^), 

e  ricavare  x^  da  ciascuna  delle  altre  mediante  la  formola 

0   —  2  a 

Si  noti  che  per  trovare  le  {X^ ,  y^)  non  fa  bisogno  spingere  la 
ricerca  delle  y^  fino  al  limite  detto  sopra,  ma  soltanto  fino  al  limite 
molto  minore 


/ 


2  (a  —  1)  mod.  am 


1) 

Perchè,  dal  sistema  delle  y^  comprese  fraO  e  questo  secondo  limito, 
si  ottiene  quello  delle  y^  comprese  fra  questo  stesso  lìmite  e  il  primo 
(chiamiamole  yl)  mediante  la  formola 

nella  quale  X^  indica  il  valore  positivo  della  X  che  corrisponde  ad  y^. 
La  dimostrazione,  che  tralascio  per  brevità,  non  è  difficile  (v.  in  pro- 
posito l'appendice  del  citato  mio  lavoro). 

II.  Nei  presente  lavoro  si  è  supposta  la  risolubilità  dell'equazione 
Pelliana  in  numeri  interi.  Di  questo  celebre  teorema  di  Lagrange 
una  dimostrazione  elementare  e  indipendente  pur  anche  dalla  teorica 
delle  frazioni  continue,  si  trova  nelle  lezioni  sulla  teoria  de*  nu- 
meri di  DiRiCHLET.  Premettendo  quella  dinfostrazione,  si  avrà,  in 
poche  pagine  d'indole  elementare,  la  risoluzione  completa  dell'equa- 
zione ax^  -^  bxy  -\-  cy^  ■=.  m. 

G.  Frattini. 
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AI  LETTORI 


Nello  scorso  inverno  una  crudele  malattìa  rapiva  alla  scienza  e 
alla  famiglia  il  Prof.  Aurelio  Lugli.  Ma  l'opera  sua  prediletta,  il 
Periodico  di  matematiche,  che  per  le  sue  cure  continue  ed  intelligenti 
ha  acquistato  un  posto  importante  nelle  nostre  scuole,  non  doveva 
ne  poteva  morire.  Infatti  i  professori  di  matematiche  delle  scuole 
secondarie  italiane,  ascritti  all'associazione  Mathesis,  riconoscendo 
l'importanza  di  questa  pubblicazione,  la  sua  grande  utilità  per  lo 
sviluppo  della  cultura  matematica  nelle  scuole  secondarie,  vollero  che 
il  Periodico  fosse  continuato  durante  il  1896  per  cura  della  stessa 
società. 

Ora,  nell'assumerne  dalle  loro  mani  la  direzione,  sento  il  dovere 
di  rivolgere  un  omaggio  alla  memoria  del  mio  compianto  predecessore 
e  un  ringraziamento  ai  colleghi  che  mi  hanno  creduto  non  indegno 
di  continuare  l'opera  così  bene  iniziata.  A  tutti  i  lettori  poi,  ed  in 
particolar  modo  ai  Professori  delle  scuole  secondarie,  volgo  calda 
preghiera  di  conservare  al  Periodico  la  benevolenza  che  gli  hanno 
mostrata  fino  ad  ora. 

Se  i  colleghi  vorranno,  come  spero,  essermi  larghi  di  aiuto  morale 
e  materiale,  sia  onorandomi  della  loro  collaborazione,  sia  comunican- 
domi i  consigli  che  la  pratica  della  scuola  potrà  loro  suggerire  per 
il  miglioramento  del  giornale,  sia  interessandosi  alla  maggior  diffu- 
sione di  esso,  ho  fiducia  che  il  Periodico  conserverà  il  posto  che  si  è 
meritamente  acquistato,  e  diverrà  un  istrumento  indispensabile  per 
scolari  e  docenti. 

G.  Lazzeri. 


LE  CONFIGURAZIONI  PIANE 

DI  CAPORALI 


Nelle  Memorie  di  Geometria  di  Ettore  Caporali  si  trovano  due 
frammenti  suUa  teoria  delle  configurazioni.  Tale  teoria  è  stata  studiata 
in  seguito  sotto  altri  punti  di  vista  e  con  maggiore  profondità  da 
altri.  (*) 

Tuttavia  credo  non  inutile  rimettere  in  luce  su  questo  periodico 
il  concetto  fondamentale  che  deve  aver  guidato  l'illustre  geometra, 
troppo  presto  rapito  alla  scienza,  specialmente  considerando  che  la 
sua  teoria  si  può  svolgere  in  modo  elementare,  ammettendo  come  note 
soltanto  le  principali  proprietà  dei  coefficienti  binomiali  ed  il  teo- 
rema fondamentale  dell'omologia,  cioè:  ^  Se  due  triangoli  si  corrispon- 
dono in  modo  che  le  rette,  che  congiungono  i  vertici  corrispondenti, 
concorrano  in  un  punto  {centro  d'omologia),  le  coppie  di  lati  corri- 
spondenti s  incontrano  in  tre  punti  situati  in  linea  retta  {asse  di  omo- 
logia); e  viceversa  „.  I  due  triangoli  sì  dicono  allora  omologici. 

Mostrerò  poi  in  un'altra  nota  come  le  configurazioni  piane  di  Ca- 
porali si  possano  estendere  allo  spazio. 

I.  Se  in  un  piano  sono  dati  n  circoli  S|,S,,...S„,  i  cui  centri  tre 
a  tre  non  sono  in  linea  retta,  è  noto  che  due  di  essi  Si,  Sh  ammet- 
tono un  asse  radicale  rm,  e  tre  di  essi  Si,  Sh ,  Sk  un  centro  radicale 
PiiA,  per  il  quale  passano  le  tre  rette  rhk,  r^,  rih.  Si  ha  così  un  esempio 


(*)  Trattano  delle  eonfiguraasioni  i  lavori  seguenti  : 

5.  Kavtor.  Uebér  éine  Gaitung  von  Configurationén.  Sitzungsberiehte  der  Wiener  Akad.  Voi.  80. 

—  Udter  di0  Can/lguratìonen  (3,3)  ecc.  Ibid.  Voi.  84. 

Th.  Rbyb.  Dcu  Problem  dér  Configurationén.  Acta  Mathematica.  Voi.  1. 

6.  Juve.  Sull'equilibrio  dei  poligoni  articolati  in  eonneeeione  col  problema  delle  configurazioni.  An- 
sali di  Matematica.  Toma  12. 

Martutetti.  Sopra  alcune  Configuraaioni  piane.  Ibid.  Serie  II,  tomo  14. 

—  Sulle  Configurazioni  piane  |l^.  Ibid.  Serie  II,  tomo  15. 

—  Sopra  un  gruppo  di  Configurazioni  regolari  ecc.  Atti  dell' Acc.  Groenia.  Voi.  3",  Serie  IV. 
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di  un  sistema  formato  da  L]  punti  Pihk  e  da  L)  rette  rn,.  Per  ogni 

punto  passano  tre  rette;  quelle  che  si  ottengono  togliendo  uno  ad  uno 
gl'indici  che  rappresentano  il  punto  considerato;  ogni  retta  contiene 
n  — 2  punti;  quelli  che  si  ottengono  associando  ai  due  indici  della 
retta  considerata  uno  qualunque  dei  rimanenti. 

Un  altro  esempio  dello  stesso  genere  si  ha  dalla  figura  formata 

da  n  piani,  dalle  L)  rette  d'incontro  di  essi  presi  due  a  due  e  dagli 

Iq  )  punti  d'incontro  dei  piani  stessi  presi  tre  a  tre.  Proiettando  queste 
rette  e  questi  punti  da  un  punto  dello  spazio  sopra  un  piano,  si  otten- 
gono (q  )  punti  P  ®  lo  )  rette  r,  tali  che  per  ogni  punto  P  passano  tre 

rette  r  ed  ogni  retta  r  contiene  n  —  2  punti  P. 

Similmente,  se  consideriamo  n  sfere  S| ,  Sj ,  S» . . .  S»  tali  che  i  centri 
di  quattro  qualunque  di  esse  non  siano  in  un  piano,  è  noto  che  due 
di  esse  Si,  St,  determinano  un  piano  radicale  t^u,,  tre  Si,  Sh,  Sk  de- 
teiminano  un  asse  radicale  Vwa  ,  quattro  Si ,  Sh ,  Sk  ,  Si ,  determinano 
un  centro  radicale  Pihu.  Per  il  punto  Pihu  passano  quattro  rette  rnn , 
riu,  rihi,rihk;  per  la  retta  fihk  passano  tre  piani  TUhk,  tc»,  mh.  Proiet- 
tando i  punti  P  e  le  rette  r  da  un  punto  qualunque  dello  spazio  sopra 

un  piano  a,  si  ottiene  in  questo  un  sistema  di  LI  punti  e  di  L  frette  ; 

per  ogni  punto  passano  quattro  di  queste  rette;  ogni  retta  contiene  w  -H 
di  quei  punti. 

Questi  esempi  suggeriscono  naturalmente  l'idea  di  studiare  dei  sì- 
stemi  composti  di  (    I  punti  e  di  (    _  ^1  rette,  tali  che,  rappresen- 

t>ando  ciascun  punto  con  una  combinazione  di  v  fra  n  indici  1, 2, 8, . . .  v, 
e  ciascuna  retta  con  una  combinazione  di  v  —  \  fra  gl'indici  stessi, 
ogni  punto  appartenga  a  tutte  le  rette,  i  cui  simboli  si  ottengono  da 
quello  del  punto  stesso,  sopprimendo  uno  dei  suoi  indici,  e  per  con- 
seguenza ogni  retta  contenga  gli  w  —  v  -f  1  punti,  i  cui  simboli  si  ot- 
tengono da  quello  della  retta  stessa,  aggiungendo  uno  degl'  indici 
rimanenti. 

Chiamasi  configurazione  di  ordine  n  e  classe  v  un  tale  sistema  di 
punti  e  rette,  che  rappresenteremo  colla  scrittura  C„,t. 
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I  sistemi  sopra  citati  sono  Cd.,  e  Cu, 4. 

Per  brevità  adotteremo  in  seguito  la  seguente  notazione.  Essendo 
a,  a,  ...a„  indici  dati,  per  es.  1,2, 3...  «,  scritti  in  un  ordine  qual- 
siasi, rappresenteremo  con  Av  il  gruppo  d'indici  a,  a,  aj . . .  a.,  con 
Av  ttr  a, . . .  il  gruppo  d'indici  che  si  ottiene  aggiungendo  al  gruppo  a,  a, 
tts . . . -v  gl'indici «r,  a,  . . .  (r,  s  =  r  -h  1, t -f  2, . . .,n),  con  Ay  (— ar)  (—a.). . . 
il  gruppo  che  si  ottiene  dal  gruppo  Av  sopprimendo  gl'indici  ofr,  a. 
(r,  s  =  1, 2 . . .  i). 

Così  un  punto  di  una  Ci.,r  si  può  rappresentare  col  simbolo  A, ,  e 
le  rette  che  passano  per  esso  col  simbolo  (Av  ,  (—  aO);  una  retta  della 
Cn^y  si  può  rappresentare  col  simbolo  (Av-i);  i  punti  che  giacciono  su 
di  essa  col  simbolo  (Avviai,). 

2.  Si  potrebbero   anche  studiare  sistemi  di  1    J  rette  e    {    _  ^J 

punti,  tali  che  le  rette  fossero  rappresentate  dalle  combinazioni  v 
sl  V  di  n  indici,  ed  i  punti  dalle  combinazioni  ai?  —  lat?  —  1  degli 
stessi  indici,  e  che  verificano  la  condizione  che  ad  ogni  retta  (Av),  ap- 
partengano i  V  punti,  il  cui  simbolo  si  ottiene  da  Ar,  sopprimendo  uno 
dei  suoi  indici,  e  per  conseguenza  per  ogni  punto  (Ay-i)  passino  w  —  t?  + 1 
rette  (Ar-iar),  i  cui  simboli  si  ottengono  aggiungendo  ai  suoi  indici 
uno  qualunque  dei  rimanenti.  Indicheremo  con  rB,y  un  tale  sistema. 
Si  capisce  facilmente  però  che  le  proprietà  di  una  Tn,r  si  rica- 
vano facilmente  da  quelle  di  una  Cu.y  scambiando  la  parola  punto 
colla  parola  rettOf  le  parole  retta  che  passa  per  due  punti  colle  altre 
punto  d'incontro  delle  due  rette  ecc.,  applicando  cioè  il  principio  detto 
di  dualità. 

Inoltre,  essendo  (  l)  =  (    —  iJ  »  ^  chiaro  che  una  r„,v  non  è  altro  che 

.     (   n   \      I        n 
una  C„,o-v+i.  Infatti  il  numero  dei  suoi  punti  è  (    _  ^  1  =  I     _      ,  ^ 

e  il  numero  delle  sue  rette  è         ==  )  • 

\  vi      \n  —  vi 

Ci  limiteremo  perciò  allo  studio  delle  C„,v. 

3.  Dalla  definizione  stabilita  si  ricava: 

V.  Una  Cn,i  è  un  gruppo  di  n  punti  in  linea  retta. 

2^  Una  Cn,,  è  un  n-latero  completo.  Infatti,  le  sue  rette  essendo 
**i»  ^s>  •  •  •  ?'n»  i  suoi  punti  Pih  non  sono  altro  che  i  punti  d'incontro  di 
quelle  rette  prese  a  due  a  due. 

3*^.  Una  C„n    è  un  gruppo  di  n  rette  che  passano  per  un  punto. 
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3\  Una  Cnin-i  è  un  n-gono  completo.  Infatti,  se  per  brevità  con- 
veniamo di  sostituire  ad  una  combinazione  di  (n  —  1)  o  (n  —  2)  indici 
r  indice  o  i  due  indici  rimanenti,  i  suoi  punti  si  possono  rappresentare 
con  P| ,  Pg , . . .  Pn,  e  le  sue  rette  sono  le  congiungenti  di  questi  punti 
due  a  due. 

4.  Se  in  una  Cn^v  si  separano  gli  elementi  che  non  contengono  un 
determinato  indice  da  quelli  che  lo  contengono,  i  primi  formano  una 
Cn  -  1 ,  T  e  gli  altri  una  Cn  - 1 ,  v  - 1 . 

Ogni  retta  della  Cn,T  contiene  un  solo  punto  della  C„.i,v-i,  e  vice- 
versa  ogni  punto  di  questa  giace  sopra  una  sola  retta  di  Cn-i,^.  Diremo 
perciò  che  la  C„  -  i ,  t  è  circoscritta  alla  C»  - 1 ,  v  - 1  o  che  la  C»  - 1 ,  v  - 1 
è  inscì'itta  nella  Cu  .  i ,  y. 

Se  infatti  separiamo  per  es.  l'indice  n  dai  rimanenti  1, 2, 3 ...  n  —  1, 
che  scritti  in  un  ordine  qualunque  chiameremo  ai  a^. ..  an.i ,  i  punti 
e  rette  dalla  Cn,T,  che  si  possono  rappresentare  colle  combinazioni  a 
t^areat?  —  lat?  —  Idi  questi  n  —  \  indici,  formano  una  Cn-i,». 
Tutte  le  rette  rimanenti  hanno  simboli  della  forma  (A^  _  2  n),  ed  i  punti 
rimanenti  hanno  simboli  della  forma  (Àt-  1  '0*  ^  formano  una  C„.i,v-i, 

perchè  i  loro  numeri  sono  rispettivamente  I    _  o)  »  (    —  1)»  P®^'  ^S"^ 

punto  passano  t?  —  1  rette,  ogni  retta  contiene  (n  —  1)  —  (p  —  1)  -f  1  = 
n  —  r  +  1  punti.  Per  ogni  punto  (Ay .  1  n)  passa  poi  una  ed  una  sola 
retta  della  Cn  - 1 ,  t  già  considerata,  cioè  la  (Ay  -i).  Perciò  questa  si  può 
dire  circoscritta  alla  Ca  -  1 ,  y  - 1 . 

Inversamente: 

Quando  una  C„_iv,  è  circoscritta  ad  una  Cn-i,y_i  i  punti  e  le 
rette  delle  due  configurazioni  costituiscono  una  C„ , , . 

Infatti  il  numero  complessivo  dei  punti  delle  due  configurazioni  è 


e  :.V  (";')=(:). 


e  il  numero  complessivo  delle  rette  è 


{r-M:-H.-ù- 


Per  ogni  punto  della  Cn  - 1 ,  y  circoscritta  passano  v  rette  della  me- 
desima, e  per  ogni  punto  della  C»  - 1  ,y  - 1  passano  v  —  1  rette  della  me- 
desima ed  una  della  Cu  _  1 ,  y  circoscritta,  ossia  per  ogni  punto  dell'una 
0  dell'altra  configurazione  passano  v  rette.  Similmente  sopra  ogni 


j 


I 
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retta  della  C„  _  i ,  ^  circoscritta  giacciono  (n  —  1)  —  t?  +  1  =  n  ~  t?  punti 
della  medesima  ed  una  della  Ci .  i ,  v  - 1  iscritta,  e  sopra  ogni  retta 
della  Cn-i ,  v-i  giacciono  (n  —  1)  —  {v—  1)  +  1— n  —  v  +  1  punti  di 
essa;  così  ogni  retta  dell'una  o  dell'altra  configurazione  contiene 
H  —  r  -f  1  punti  delle  medesime. 

5-  Se  in  una  configurazione,  Cn.v  8i  considerano  k  indici  (k  <  v 
<  n  —  k)  separatatnenie  dagli  altri,  la  configurazione  si  può  considerare 
come  l'insieme 

di  1  =  1  ^  1  configurazione  Cn  -  k  i  v  -  k , 
M  (  9  1  configurazioni  Cn  -  k ,  y  -  k+i , 


iì) 


Cn - k  >  V  - 


k+2  , 


(t) 


^n  —  k  >  V  — 


k  +  h  , 


On  -  k  >  V  -  1   j 


1 


=    ^j  n  Co-k,v. 


Si  scelgano  k  indici  ad  arbitrio  fra  gli  n  che  determinano  la  Cn.v, 
e  scritti  in  un  ordine  qualsiasi,  chiamameli  °, ,  3, . . .  ^k  ;  gli  w  —  i  indici 
rimanenti  scritti  in  un  ordine  qualunque  siano  ai ,  a^ . . .  a»  -  k  .  Rap* 
presentiamo  inoltre  con  B,  il  gruppo  d'indici  p. ,  p, . . .  8r  e  con  A,  il 
gruppo  d'indici  a» ,  a, . . .  a.. 

Tutti  gli  elementi  della  C,i,v,  che  contengono  tutti  i  k  indici  ^, 
cioè  i  punti  (Bk  Av  _  k)  e  le  rette  (Bk  Av  -  k  - 1)  formano  una  configura- 
zione di  ordine  n  —  i  e  di  classe  t;  —  A:  che  chiameremo  C^  "^  ^ 

n  -  k,  V  —  k. 

Tutti  gli  elementi  che  contengono  k  —  1  indici  p  per  es.  ^i  Pg . . .  Pk-i , 
cioè  i  punti  (Bk-i  Av-k 4-1)  e  le  rette  (Bk  _  1  Av  _  k  ),  formano  una  con- 
figurazione di  ordine  n  —  i  e  di  classe  r  —  A  +  1,  che  chiameremo 

Cn-k,T-k  +  i'  Le  configurazioni  di  questo  tipo  sono  (  i  )»o  sono  circo- 
scritte alla  C„_fc  ,,_fc,  perchè  ogni  retta  (Bk_i  Av-k)  contiene  uno 
ed  un  solo  punto  (Bk  A^  _  k)  di  questa  configurazione. 

Tutti  gli  elementi  che  contengono  k  —  2  indici  p  ,  per  es.  ^^ ,  §2  •  •  •  • 
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^k-a;  cioè  i  punti  (Bk-2Av-k+2)  e  le  rette  (Bk-iAv-k  +  i)  formano 
una  configurazione  di  ordine  n  —  A:  e  di  classe  v  —  i  -f  2,  che  chia- 
meremo C„  _  1^ ,,  -k+2-  Le  configurazioni  di  questo  tipo  sono  (  o  )  »  ®  c^^" 

scuna  di  esse  è  circoscritta  a  due  C„_,^,,_k  +  i;  quelle  che  si  otten- 
gono aggiungendo  ai  suoi  indici  ^  uno  qualunque  dei  due  rimanenti. 
E  così  di  seguito. 

In  generale  tutti  gli  elementi  che  contengono  k  —  h  elementi,  per 
es.  fi,  p.^ . . .  pk  -  h  cioè  i  punti  (Bk  _  h  A^  -  k  +h)  e  le  rette  (Bk  _  h  Av  .  k+h  - 1  ) 
formano  una  configurazione  di  ordine  »  —  i  e  di  classe  v  —  k  -t  h 

che  chiameremo  C„_k~._,^^h-i- 

Le  configurazioni  di  questo  tipo  sono  (  ;  ) .  Ciascuna  di  esse  è  cir- 

coscritta  ad  h  C^_Vv-k+i.  i'  fl"®''®  ^^^  ^^  ottengono  aggiungendo  ai 
k  —  h  indici  p,  uno  qualunque  dei  rimanenti. 

Infine  tutti  gli  elementi  che  non  contengono  alcuno  degl'indici  p, 
cioè  i  punti  (Av  )  e  le  rette  (Av-i)  formano  una  Cn-kjv,  che  è  cir- 
coscritta alle  (jL__i  )  configurazioni  0^*^^^    _^. 

Si  osservi  che  il  numero  complessivo  dei  punti  della  Cn,v  deve  es- 
sere ( .  ) ,  e  quello  di  una  C„  _  k.  v  -  k  f  h  deve  essere  (  .  _  t.  ,  ;  )  ;  o  per- 
ciò risulta  l'identità 


i^\-.l^\l'^-^\      C^M     ^^-^    \      (k\(    n-k    \ 
[v)~[o)\v-  k)'^[ì)\v-k+l)'^\2)[v--  k  +  2J 

^{ì)(/--,ì.h Aì)rA- 

,  essendo    (J;)  =  (fc^J. 


+ 


ovvero 


(:)=(f)(::M.-,)UrM-a-2)U^.^)^- 

+  (jfc-/j(p-i  +  A)"*" (o)(    V     )• 


Questa  identità  si  dimostra  anche  in  algebra. 
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Nei  §§  seguenti  dimostreremo  che  sono  veri  i  teoremi  inversi  di 
quelli  enuneiati,  e  ne  dedurremo  un  mezzo  semplice  per  costruire  una 
Cufv  per  mezzo  di  configurazioni  di  ordine  e  classe  inferiori. 

6.  Se  due  configurazioni  Cn,^v+i  Cu*l+i  sono  circoscritte  ad  una  stessa 

Cn,l  »  ^sse  sono  inscritte  in  una  stessa  Cn,v+2.  Tutte  insieme  queste  quattro 
configurazioni  formano  una  Cn+2.»-|.2. 

Rappresentiamo  con  (A.  P(A  v  +  i^  (Av+i  F  i  punti,  con  (Av-iP\ 

(A^rY'HksY'^  le  rette  delle  configurazioni  Cl^''^  C„^;t  +  M  C^^I-h- 
I  due  triangoli,  che  hanno  per  lati 

(Av-iavr    ,    (Av-iav  +  iF    ,    (Av-iav^^F,.  . 
(Av.,avr    ,    (Av-iav  +  iF    ,    (Av-iav+^F, 

e  per  vertici 

(Av-iav-Hiav  +  aP    ,     (Av-iav  c.v  +  2r^    ,    (A,- -  i  a,.  av-{  iP, 
(Av_iav+i  av  +  2p^    ,    (Av-iav  a^^_.2P5    ,    (A  v  -  i  r^v  ar  +  ir\ 

sono  omologici,  perchè  per  ipotesi  i  lati  concorrono  nei  punti 

(Av-iavp^    ,    (Av-iav  +  iF^    ,    Av-iav  +  s^^^ 

della  retta  (Av-ip^'.  Perciò  le  rette  che  congiungono  i  vertici,  e  che 
chiameremo 

(A  V  -  1  a v-f-i  av  +  2)     ,     (A  V  - 1  ocv  a v-t-?.)     ,     (A  V  - 1  a  V  oCv  4-1)1 

devono  concorrere  in  un  punto,  che  chiameremo  (Av  +  a).  Nella  stessa 
guisa  si  dimostra  che  tutte  le  rette,  il  cui  simbolo  si  ottiene  da  (A  v  +  2) 
sopprimendo  un  indice,  passano  per  il  punto  (A  v  4.2).  Dunque  i  punti 
(Av  +  2)  e  le  rette  (Av  +  i)  formano  una  C„,  v  +  2  circoscritta  alle 

^u,  v4-2       y      ^n,  v+l 

Le  quattro  configurazioni  insieme  poi  formano  una  Cn  +  2,v  +  2.  Infatti 
il  numero  complessivo  di  vertici  è 


n  +  2\ 

-f2Ì' 


e  il  numero  complessivo  di  rette  è 

ed  è  facile  vedere  che  per  ognuno  di  quei  punti  passano  v  +  2  rette. 
Si  ottengano  facilmente  i  simboli  di  questa  C„.4-2.  v4-2  nella  forma 
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ordinaria,  dando  agli  indici  ajoc,  ...ocn  i  valori  1, 2, 3..n,  e  facendo 
seguire  le  combinazioni  che  rappresentano  gli  elementi  di  C^^f^  ,  dagli 
indici  w  -f  1,  e  ni- 2,  quelle  degli  elementi  di  C^^^^^^i  dall'indice  n+  1 
e  quelle  degli  elementi  di  C^„^,^v  +  i  dall'indice  n-f  2. 

7.  Se  tre  configurazioni  C^%*!^i,  C^%Vi»  ^n/r  +  i  ^^^^  circoscritte  ad 
una  &^f^.^\ le  ire  configurazioni  C^^\^.^,  C^n,^  +  2i  G^l]^^^,circoscrittea  due 
di  esscy  sono  inscritte  in  una  Cn.  y  +  3.  Queste  8  configurazioni  insieìue 
formano  una  Ct+s,  v  +  a. 

Indichiamo  i  punti  delle  varie  configurazioni  con 

(A .  r  -^  ^\  (A  V + ip  '\  (A  V + ^r  '\  (A  V  4-  ir^  ^  (A  V  4-  -2^',  {A.  ^  .r ,  (  A . + .r . 

e  le  loro  rette  con 

(Av-ir*^\  (Avp«,  (AvP^  (AvP^\  (Av+iF,  (Av+ìP\  (A.+iP. 
I  due  triangoli  che  hanno  per  lati 

(Ava.  +  iP     ,     (A.av  +  iP^     ,     (Ava^  +  iF^ 
(Avav  +  aF     ,     (A,av  +  2F     ,     {AyOL.+,r\ 

e  per  vertici 

(A,av  +  ip^^     ,     (AvOCv  +  iF^^     ,     (A.a.  +  iP*^ 
.(A.av  +  2p^^     ,     (Ava.  +  2F^^     ,     (A,  av  +  2)<^^\ 

sono  omologici,  perchè  le  rette  che  congiungono  i  vertici,  cioè 

(A,P^^     ,     (A.F^^    ,     (A.y^^\ 
concorrono  nel  punto  (Avp'^^\  Perciò  i  punti  d'incontro  dei  Iati 

(Av  +  2p     ,     (A.4-2F     .     (Av  +  «r 
sono  situati  sopra  una  retta,  che  chiameremo  (AV4.2).  Ciò  prova  che 

la  C„, v  +  a  circoscritta  a  due  delle  Co,^y^.2,C^^,^v  12,^1^1+2  ^  circoscritta 
anche  alla  terza. 

Le  8  configurazioni  insieme  fanno  una  Cn^-s,  v+s.  Infatti  il  numero 
complessivo  di  vertici  è 


C)<iù<:H:M.ìi:HKiM]{:.è 


+ 


+ 


/3W  n  \      (n  +  3\ 


In  simil  guisa  si  vede  che  il  numero  complessivo  delle  rette  è  [  ' 


n+3\ 
+  2/' 
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ed  è  facile  riconoscere  che  per  ogni  vertice  passano  («;+3)  rette,  e 
che  ogni  retta  contiene  («+3)  — (»+3)-f  1=m— f?4-l  vertici. 

8.  Se  k  configurazioni  Cn.v+i  sono  circoscritte  ad  una  Ca.v,  prese  due 

a  due  determinano  lo)  C„,v4.2,  nelle  quali  sono  inscritte;  queste  com- 
binate convenientemente  tre  a  tre  determinano  { cy]  Gn,y  +  ii  nelle  quali 

sono  inscritte....;  così  proseguendo  si  giunge  a  (i,_i)  C„,v+k-ii  che 

sono  inscritte  in  una  stessa  Gu^y^k» 

Tutte  queste  configurazioni  insieme  formano  una  C„+k,v4-k. 

Supponiamo  dimostrato  il  teorema  per  un  dato  valore  di  A;  —  1 , 
e  dimostriamo  che  esso  è  vero  anche  per  k. 

Indicheremo  la  data  configurazione  con  C„'^  *  ossia  con  C„ ,, 

(dove  p,  p, Pk  son  k  indici  scritti  in  un  ordine  qualsiasi)  con  C„^  v  +i 

(D|c  — 2)  \^k  —  2  ri"/ 

quelle  ad  essa  circoscrìtta,  con  C„,,^,2  quella  circoscritta  a  C„^v-m 

(r  =  i  —  1,  i)...,  in  generale  con  C„  t+u  quella  circoscritta  alle  C^.^+J^.i  ' 
(r  =  i  -  A  4. 1,  jfc  -  /i  +  2, . . . ,  k). 
I  triangoli  che  hanno  per  lati 

(Av+k-sar)^»        ,       (Av-+-k-8ar}^*       ,        (Av+k-3ar)^S 

(A^4k_8a.)^*     ,    (Av4-k-a  a,)^«    ,     (Av+k.3  a.)^' , 
e  per  vertici 

(A,+..8    a,)-*^^    ,  (Av+k-3    a,)^»^^    ,    (A,+k-3    a,f^% 
(A^  +  k_3a.)^'^''    ,    (Av  +  k-3a.)^^^'    ,    (Av  +  k-sa.)^^^^ 
sono  omologici,  perchè  le  rette  che  congiungono  i  vertici,  cioè 

(Av+k-3)^^^-^      ,        (Av+k-a)^'^^      ,        (A.4k-3)^^^% 

concorrono  nel  punto  (Av+k-s)'*^^  Perciò  i  punti  d'incontro  dei  lati, 
che  (supposto  a,  =  av+k-2,  a.  =  ay-k-i)  sono 

(Av+k-i)^»    ,     (Av^k-i)^^    ,    (Av+k-i)^S 

sono  situati  sopra  una  retta  che  chiameremo  (Av+k-i).  Ciò  prova  che  la 

Cn,v+k,  circoscritta  a  due  delle  C^''^_^^_j,  è  circoscritta  anche  alle  altre. 

Tutte  queste  configurazioni  prese  insieme  formano  un  Cn+k,v+k. 
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Infatti  il  numero  complessivo  di  vertici  è 

{v)  '  Ui)  (ì)  -"  UJ^-^-^ULi)  t-i)  -^  U\)  = 

\vik)\o)    U'ffcr 

In  simil  guisa,  ponendo  t?  —  1  al  posto  di  v,  si  vede  che  il  numero 

complessivo  delle  rette  è  f     ,   ;.  _  i  )  ecc. 

Si  ottengono  facilmente  i  simboli  dei  punti  e  retto  dì  questa  con- 
figurazione nella  forma  consueta,  dando  agi'  indici  a  i  valori  1, 2. . .  n, 
agli  indici  p  i  valori  n-hl,  n  +  2, . .  .n-f  A:.  E  facendo  seguire  il  gruppo 

d'indici  di  ogni  elemento  di  una  C„v+~h  da  quelli  del  gruppo  B^.i^ 
della  configurazione. 

9.  I  teoremi  esposti  permettono  di  costruire  una  C„,  v  per  mezzo 
di  altre  di  ordine  inferiore. 

Dal  teorema  del  §  precedente  risulta  infatti  che  una  C„,  v  è  deter- 
minata, quando  si  conosce  una  C„_k,  v-k  in  essa  contenuta  e  le  A  confi- 
gurazioni C„_k.  v-k+i  a  questa  circoscritte  e  contenute  nella  Cn,v  data. 
Se  si  prende  À-=t?— 1,  la  Cu_k,v-k  diventa  una  C„_v+i,i,  ossia  il  gioippo 
di  n  —  vj-l  vertici  situati  sopra  una  retta.  Le  A:Cu-k,v-k+i  diventano 
v-1  Cn-v+1,2  ossia  i  v  —  1  {n  —  v-hì)  -lateri  formati  dalle  rette,  che 
passano  per  quei  punti.  Se  ne  deduce: 

1^.  Uìia  Cu.  V  è  individuata  dalle (v-l).{n—v-hì)^l  rette,  che  passano 
per-  i  vertici  di  una  sua  retta. 

Si  noti  però  che,  affinchè  la  C.  v  sia  determinata  in  modo  unico, 
dove  esser  dato,  oltre  ai /?- 1? -f  1  punti  in  linea  retta  e  alle  (t? — 1) .  (71 —t? + 1) 
rette  condotte  per  questi  punti,  anche  il  modo  col  quale  devono  esser 
aggruppate  queste  rette  in  (t?— 1)  Co_v4i,2  appartenenti  alla  Cn.  v .  Se  ciò 
non  fosse  dato,  si  potrebbero  costruire  (n  —  v-r  1)^~*  configurazioni  Cn,  v. 

2".  Il  numero  di  condizioni  necestiarie  a  determinare  una  C„,  v  è 

n,v-{v'j-l){v-2) 

Infatti  per  determinare  la  retta  che  si  sceglie,  occorrono  due  con- 
dizioni, per  determinare  {n—v^ì)  punti  su  di  essa  occorrono  (?*— t?-fl) 
condizioni,  per  determinare  le  rette  che  passan  per  questi  punti  (?'  — 1 
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per  ogni  vertice),  occorrono  (r-l)(«— f?-f  1)  condizioni.  In  tutto  dunque 
il  numero  delle  condizioni  è 

2  +  («— t?  +  l)  +  (»-l)(w-i;-hl)=f(n-t7  +  l)  +  2-n.t?-t*(!?-l)  +  2= 

Per  es.  una  C„^  è  determinata  da  3n  — 4  condizioni. 

IO.  Se  due  C„,^_iC„^_i  sono  inscritte  in  una  Cn,y,  esse  sono  circo- 
scritte ad  una  C„',_j.  Tutte  insieme  queste  configurazioni  formano  una 

Indichiamo  con  (Av)  i  punti  con  (Av_i)  le  rette  di  una  C„,v;  con 
(Av-i)^'^ ,  (Av»2p^  i  punti  e  le  rette  di  una  G^2^_^  inscritta  in  essa,  con 

(A^.ip,  (A^-iP^  i  punti  e  le  rette  di  un'altra  Cl"v-i   pure   inscritta 
in  essa. 

I  triangoli  che  hanno  per  lati 

(A._3av--2F     ,      (A,.3av-iF     ,      (K-zOL.y\ 
(A,_3av-2p^     ,      (A_3av-iF  ",      {A,_3av.)^^), 
e  per  vertici 

(Av_3av-iav)^*'    .,      (A^_3av-2av)<')     ,      (Av-3av-2av-i)^'^ 
(Av-aav-iay)^-^     ,      (Av_3av-2avp)      ,      (Av_:,av-.2ay-l)^^^ 

sono  omologici,  perchè  le  rette,  che  congiuhgono  questi  vertici  sono 
(Av-sav-iOCv)      »      (Av_3  2Cv-2Xv)      ,      (Av_3av-2av->i) 

e  concorrono  nel  punto  (A^).  Perciò  le  coppie  di  lati  s'incontrano  in 
tre  punti,  che  chiameremo 

(A,.3av-2)(''^'      ,      (A,,3av-ip'-^J      ,      (A,_.,av)^^'^ 

e  che  sono  situati  sopra  una  retta,  che  chiameremo  (Av-s)^^  *^'. 

Tenendo  fisse  le  prime  due  coppie  di  lati  dei  triangoli  conside- 
rati, e  variando  la  terza  (ponendo  cioè  al  posto  di  av  successivamente 
ay+iav+s  ...a„)  si  trova  che  tutti  gli  n  —  r-l-3  punti  (Av_3ar)^'*''^ 
(?'=w  — tJ  4-1,  «-t;-t-2,n— V -fi,  n—t?,...n)  giacciono  sulla  retta  (Av_3)(^'^\ 

Se  ora  si  considera  la  coppia  di  rette  (Av_2)<^U^v-2)^^^  con  tutte 
quelle  che  si  ottengono  sopprimendo  un  indice  ah  e  sostituendo  suc- 
cessivamente tutti  i  rimanenti,  si  ottiene,  operando  nel  modo  sopra 

indicato,  una  retta  (Ay_2  {—  au))^*'^^  che  passa  per  (Av_2)(^'^^.  Così  per 
{Av_2)^^'*^  passano  (v  —  2)  rette. 

Dunque  i  punti  (Av_2)^^'*^  e  le  rette  (A^.ap'^^  formano  una  Cil',!^!^ 

inscritta  alla  C^^^^^.i  Cl^l_i.  Come  caso  particolare  si  ha: 
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Se  due  n4ateri  {C^%)  sono  inscritti  in  una  Cn.3,  i  lati  corrispondenti 
si  tagliano  in  n  punti  situati  in  linea  retta  (C„,i). 

Questa  retta,  insieme  coi  due  n-lateri  e  laC„,8  formano  una  Cn+2^. 

il.  Se  <r«C^!^v-i»  Cj,'l-n  C[^l-i  ^0^0  inscritte  in  una  Cn.r  le  Ci*'v!.2j 
^i!v-2«  C^,vli»  ^^  quali  sono  circoscritte  a  due  a  due,  sono  circoscritte 
ad  una  stessa  Cn,'v-s.  Tutte  insieme  queste  configurazioni  formano  una 

Indichiamo  con  (Av)  i  punti  della  C„,T,con  (A^-i)  le  sue  rette, 
con  (Av-iP^  (A^v-iT  (Av-iT  i  punti  delle  tre  configurazioni  Cl!\_,, 
C^l-ì,Cl%.,,  inscritte  nella  C.,.,  con  (A^.^^,  (Av-^^,  (A,.,p)  le 
loro  rette,  con  (A,_»)i»'»),  (A,.,y**'\  (A,.,)^^')  i  punti  e  con  (A,.,  )(«»), 
(A..3)^''^>,(Av.,^»J  le  rette  delle  Cl%'i,,  Ci%^i,,  Ci;;!.,  inscritte  in  due 
delle   C„,  v-u  C»,  T-i»  C„  v_i. 

Le  due  configurazioni  Ci^';!.,,  Ci^'/lj  inscritte  nella  Cf^\^2  sono  cir- 
coscritte ad  unaCi^'^l's.  Dico  che  a  questa  è  circoscritta  anche  la 
C^l'^l^.  Infatti  i  due  triangoli  che  hanno  per  lati 

(A..,aJco    ,    (Av.,  a^r  ,  (A^.,arr\ 

(Av.3a.rJ    ,    (Av.aa.r  ,  (Av-sa.r, 
e  per  vertici 

(Av.,  arF'J    ,    (Av-sar^''^^  ,  (Av.,  a,^«, 

(Av.,  a.P'«    ,    (Av-,a.r'»>  ,  (Av-3  a.^«, 

sono  omologici,  perchè  le  coppie  di  lati  s'incontrano  nei  punti 

(Av-,  a ,  a .  y^    ,    (Av_,  a  r  a .  T    ,     (Av.,  a ,  a . p^ , 

della  retta  (Ar-8  ar  a.);  e  perciò  le  rette  che  congiungono  i  vertici,  cioè 

(Av.,)(*'»)    ,    (Av-,)(»'»)    .    (Av.,)^'') 

concorrono  in  un  punto  (Av-,)^*'*''^ 

Che  lo  sei  configurazioni  insieme  formino  una  C„+,,v  risulta  da 
quanto  abbiamo  detto  nel  §  7. 

Come  caso  particolare  si  ha  : 

Se  tre  n-lateri  (C„,2)  sono  inscritti  in  una  Cn,,,  le  tre  rette,  che  con- 
tengono i  punti  d' incontro  dei  lati  corrispondenti  degli  n-lateri  presi  a 
due  a  due,  concorrono  in  un  punto. 

Se  ne  deduce: 

Se  k  n-lateri  C„,2  sono  inscritti  in  una  Cn.s,  '^  (  o  )  *'^^^^>  ^^'^  conten- 
gono i punti  d'incontro  degli  n-lateri  presi  due  a  due  formano  una  Ck,  s . 


) 
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« 

La  figura  formata  da  questa  Ck.s,  dagli  n4ateri  e  dalla  Cn.3  è  una 

Oa^k,  3  • 

12.  iSe  k  {i<t?)  C„;  V_i  sono  inscritte  in  una  Cn,v,  in  esse  sono  inscritte 
(  o  )  C„  ^y  ;  queste  alla  loro  volta  determinano  f  «  )  C^  i_2    inscritte  in  tre 

di  esse,  ecc Così  proseguendo  si  ottengono  (k— i)  C;  vJ^_^f''~*^<^A^^^w^ 

circoscritte  ad  una  C„|^;r^*  ^^  K 

Essendo  già  dimostrato  il  teorema  per  A;=3,  supponiamo  che  esso 
sia  dimostrato  per  un  dato  valore  di  A;,  e  facciamo  vedere  che  esso  è 
vero  anche  per  k-\-\ 

Poniamo  al  solito  Bs—^i^,...^»,  e  consideriamo  i  due  triangoli  che 
hanno  per  lati 

rA  ^\(Bk-2pk-l)  /A  „\(Bk-2Bk)  /A  „\(Bk-sPk+l 

e  per  vertici 

/A  ^  \(Bk-2PkPk+l)       (K  x(Bk-2pk-lPk+l)        /A  ^  \(Bk-8  8k-lPk) 

(Av-k-l  OLr)  >  i-O-v-k-l  «rj  ,  ^Av_k-i  %r)  , 

/A  ^  \(Bk-2pkPk-M)     (K  ^  \(Bk-a  Pk-i  Pk-l-i       /A  ^  \(Bk-2Bk-i  P  k). 

(iiy-k-i  a»;       •  »  v-^v-k-i  »ij  ,  ^-ft-T-k-i  otnj 

Essi  sono  omologici,  perchè  le  coppie  di  lati  s'incontrano  nei  punti 

/A  \\Bk— a^k  — l)       /A  \\Bk-.2rk)       /A  \(Bk— 2  Pk+1  ) 

(Ay_k-i  Oti-  a»)  ,  (Ay-k-i  Otp  OC»)  ,  lAy_k-i  OLt  CX.%) 

della  retta  (Ay_k-i  ar  oi) 

perciò  le  rette  che  congiungono  1  vertici,  cioè 

/A  \(Bk-2  3kPkflJ      /A  \(Bk-2  3k-lPk+l)       /A  \(Bk-aPk-iPk) 

\-^T-k-l  j  9  l-^v-k-l^  j  ^^Av-k-lJ  , 

concorrono  in  un  punto  (Av-k-i)  '''^*. 

Così  si  vede  che  tutte  le  rette  (Ay_k..i)^  k+u-Hr}}  passano  per  un 

vertice  della  C;  y^^.^  inscritta  a  due  C„,y^k. 

Tutte  queste  configurazioni  insieme  formano  un  Cn+k,  t  per  il  teo- 
rema del  §  8. 

Si  possono  avere  i  simboli  della  (S[^^  sotto  la  forma  ordinaria  fa- 
cendo seguire  il  simbolo  di  ciascun  punto  o  retta  dagl'indici  della 
configurazione  parziale  di  cui  fa  parte. 

13.  Una  Ca,  r+i  circoscritta  ad  una  C»,  y  è  individuata  da  n— v+1 
rettCy  condotte  per  altrettanti  punti  situati  sopra  una  retta  della  C„,  y . 


^Bk_2 
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Infatti  unji  C»,  v  ed  una  C„,  v+i  ad  essa  circoscritta  formano  insieme 
una  Cn4i,v4.i  (§  4),  per  determinare  la  quale  è  necessario  e  sufficiente  che 
sieno  dati  (w  +  l)-(i?  +  l)-fl=n— t?  +  l  punti  sopra  una  sua  retta  e  r 
rette,  per  ognuno  di  questi  vertici.  —  Ma  gli  n—v-j-1  punti  suddetti 
e  v  —  l  rette  per  ognuno  di  questi  determinano  la  C„, y,  perciò  le  li- 
manenti  (y#— t;+l)  rette  (una  per  vertice)  dovranno  servire  a  indivi- 
duare la  Cn,  v+l  . 

Una  Cn,  v-i  inscritta  in  una  C„,  v  è  individuata  da  v  suoi  punti  scelti 
sopra  altrettante  rette  della  C„,  v ,  concorrenti  in  un  punto  di  essa. 

Questo  teorema  si  può  dedurre  dal  precedente,  osservando  che  una 
C„,  V  non  è  altro  che  una  r„,n-v+i  (§  2). 

14.  Se  esiste  una  C„.v,  circoscritta  ad  una  C„.v_i  e  inscritta  in  una 
C„.v4.i,  esistono  altre  Cn.v  in  numero  semplicemente  infinito  circoscrìtte 
alla  C„,v-i  e  inscritte  alla  C„,v+i  date. 

Essendo 

(Ay..)  av-i)  ,  (Av_2av)  »  (A.y_2av4-i) 

tre  rette  della  C„,v,  che  formano  un  triangolo  che  ha  per  vertici 

(Av_2    CLy   OCv^l  j    f    (Av_2   Ottf_i    OCv-f  l  /     ,    (Av_2    OCv-l    ot  V  ) , 

queste  giacciono  sulle  rette,  rappresentate  dagli  stessi 'simboli,  della 
Ca.v+i,  che  concorrono  nel  punto  (Av+i)  mentre  i  lati  passano  per  i 
punti,  rappresentati  dai  medesimi  simboli  della  C„.v_i,  che  giacciono 
sulla  retta  (Av_2).  Ora,  se  si  prende  una  retta  ad  arbitrio  r,  che  passa 
per  uno  dei  punti  suddetti  della  Cn,v-i,  e  si  costruisce  un  triangolo  omo- 
logico a  quello  considerato,  che  abbia  per  lato  la  retta  scelta,  essendo 
(Av+i)  il  centro  e  (Av_2)  l'asse  d'omologia,  e  si  prosegue  poi  la  costru- 
zione per  tutti  i  possibili  triangoli  della  Cn.v  ,  ricordando  il  §  6,  si  vedo 
che  per  ogni  posizione  della  retta  r  esiste  una  ed  una  sola  Cn,v  cir- 
coscritta alla  Cn,v-i  e  inscritta  nella.  C„,v-i. 

In  altre  parole: 

Se  è  data  una  Cn.vo-i,  circoscritta  ad  una  Cn,v-i  e  inscritta  ad  una 
Cn,v+i,  e  si  fa  rotare  una  retta  della  C„,v  attorno  ad  un  punto  di  C„,v-i, 
inentre  due  suoi  punti,  appartenenti  alla  stessa  C„,v  scorrono  su  due 
rette  della  C„,v+i,  anche  le  altre  rette  di  C„,v  rotano  attorno  ai  tortici 
della  C„.v-i,  mentre  i  suoi  vertici  scorrono  sulle  rette  della  C„.v+i. 

G.  Lazzerf. 
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ESERCIZIO  DI  ARITMETICA 


I.  Problema.  (^)  —  Quali  sono  i  numeri  interi,  che  scritti  nel  sistema 
usuale  di  numerazione,  uguagliano  il  quadruplo  del  prodotto  delle  loro 
cifre^ 

Tralasciando  la  soluzione  in  cui  tutte  le.  cifre  sono  nulle,  osservo 
che  nessuna  delle  cifre  di  un  tal  numero  potrà  essere  zero,  per  cui  non 
potrà  essere  nemmeno  cinque,  perchò  in  questo  caso  tale'  numero  do- 
vrebbe essere  multiplo  di  venti  ed  avere  perciò  nulla  la  sua  cifra  delle 
unità. 

Se  indichiamo  con  an  +  n  ^n.- ..  a,,  a^^  le  n+  1  cifre  dell'intero  cer- 
cato, il  problema  proposto  è  quello  di  determinare  le  a,  («=:1,2...,  n-f  1) 
in  modo  che  con  0  <r  ^s  <!  10  ed  intero  sia 

(1)  10°.  an^-i  -f  lO^-^fl^n  -f  ....  -f  lOflj  +  «,  =  4a,  «,....«„_! «„«„  +  ! . 
Se  poniamo 

(2)  Ps  =  flja, ....a,,    0,  =  rt,H-iflf,'+.2-.-.fln» 

la  (1)  può  essere  scritta  sotto  la  forma 

(3)  lO^a^^i  +  10"-ia„  -^• +  10a„ -f  a,  =4P.g,éi„4.i 

Osserviamo  qui  che  in  Q,  entrano  n  —  s  fattori,  ciascuno  dei  quali 
è  compreso  fra  1  e  9  i  limiti  inclusi;  cosi  sarà 

ed  osserviamo  pure  che  il  nostro  numero  non  può  essere  che  maggiore 
di  10°  «n-f  ij  0  perciò  verrà 

10°«„  +  ,<36  X  10"---ip.flr,  +  ,, 

e  dividendo  per  36  X  10"- "-^  a„^.i,  risulta 

25 

yXlO'-^<P3> 

ossia 

(4)  P.>2  X  10-^  +  7  X  10-^  +  ....  +  7  X  10  +  7. 


(')  Questo  problema  è  stato  suggerito  da  quello  proposto  dal  Signor  Eugenio  Galassi:  Trovare 
il  pih  piccolo  numero  intero  che  sia  uguale  al  quadruplo  del  prodotto  delle  sue  cifre.  Da  questo  enun- 
ciato sembrerebbe  che  vi  potessero  essere  più  numeri  soddisfucenti  il  nostro  problema,  ciò  cLe,  come 
vedremo,  non  sì  verifica. 
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2.  È  facile  vedere  direttamente  che  non  vi  sono  numeri  con  una  o 
due  cifre  che  rendano  soddisfatto  il  problema. 

Se  dividiamo  per  4  i  due  membri  della  (3),  risulta  che  deve  essere 

^ un  numero  intero  :  con  questa  condizione  e  coll'altra,  che  risulta 

dalla  (4)  cioè  a^a,  Z>  27,  e  poiché  entrambi  a,  ed  a,  sono  compresi  fra 
1  e  9,  i  limiti  inclusi,  risulta  che  per  le  due  cifre  a^  a,  non  si  pos- 
sono avere  ohe  i  seguenti  sistemi 

^^         \  «4=6,  a,=*9;  «,=8,  a,=8. 

Quali  sono  i  numeri  di  tre  cifre  che  soddisfanno  il  problema  proposto? 
Indicando  con  oo  la  cifra  delle  centinaia,  intero  compreso  fra  1  e  9  (1 
e  9  inclusi)  esaminiamo,  se  e  per  quali  dei  sistemi  (5)  ò  soddisfatta  la 

10'  X  -f  lOa,  4-  a^  =  itti  a^x. 

Fatto  questo,  vedremo  che  essa  non  è  soddisfatta  che  pel  sistemai,  =4,  a,  «8, 
con  che  si  ha  a; =3  e  perciò  384  è  il  solo  numero  di  tre  cifre  che  sod- 
disfaccia questo  problema, 

3.  Se  vi  sono  interi  con  più  di  tre  cifre  che  soddisfacciano  il  pro- 
blema, osserviamo  che  nei  (5),  vi  sono  una  o  più  cifre  pari;  cosi  Aitt^a^^^.a^j^i 
sarà  multiplo  di  8,  e  dividendo  per  8  i  due  membri  della  (1),  risulta 

25  lOfl,  -f  a, 

(6)  Y^8  +  8 ^  intero, 

e  perciò  nel  caso  di  a^  =3  8,  a,  =  4,  a,  dovrà  essere  pari  e  compreso  fra 
1  e  9;  il  che  contraddice  alla  condizione  «^  a,  a,  2>  277,  quindi  non  vi 
possono  essere  numeri  di  più  di  tre  cifre  quando  si  abbia  a,  =8,  a, ^4. 

Se  «1=4,  a,=8  per  la  (6)  si  vede  che  a^  deve  essere  dispari,  l'unico 
valore  ammissibile  di  a,  che  soddisfaccia  questa  condizione  e  la  a^a^a^'>211 
è  «8=9,  resta  quindi  a  provare  il  sistema  «,=4,  «,  =  8,  «3=9. 

Con  «j  =  6,  «g  =  7  risulta  che  «,  è  impari,  e  dovendo  essere  «j«,«5>-277, 
si  scorge  che  gli  unici  valori  ammissibili  per  «,  sono  «,==7  e  «8=9,  e 
quindi  si  avranno  da  provare  i  sistemi  «i=6,  «,  =  7,  «,  =  7;  «i=-6,  «,=7, 

«8  =  9- 

In  modo  analogo  si  deduce   che  con  «,  =  8,  «,  =  6  non  può  essere 

che  «8=7  od  «8=9  ;  con  «j=6,  «,=9  non  può  essere  che  «3=6  od  «g=8  ; 

e  con  «,  =  8,  «,=8  non  può  essere  ohe  «,  =  6  od  «3  =  8. 

Da  questa  discussione  risulta,  che  pei  numeri  con  più  di  tre  cifre, 

che  possono  soddisfare  il  problema,  i  soli  sistemi  delle  ultime  tre  cifre, 

sono  dati  dal  quadro  seguente: 

a,r=4,  «3^8,  «8=9;  «,=6,  «,=7,  «.=7;  «,=6,  «,  =  7,  «3  =  9; 

(7)  {  «,  =  8,  «3=6,  «3=7;  «^=8,  «3=6,  «3=9;  «1  =  6,  «,=9,  «,=6; 
«,=6,  «3=9,  «3=8;  «j=8,  «3  =  8,  «8=6;  «j  =  8,  «3=8,  «3=8. 
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Per  an  namero  di  quattro  cifre  a^  dovrebbe  soddisfare  sotto  le  solite 
condizioni  reqaazione 

1000  a^  f  100  rt,  -h  10  a,  +  «,  =  4  a^  a,  a,  a,  ; 

equazione  non  soddisfatta  da  valori  interi  di  a^,  compresi  nei  soliti  limiti 
in  corrispondenza  dei  nove  sistemi  (7)  per  a^  a,,  a,. 

4.  Vi  sono  numeri  con  più  di  quattro  cifre  che  soddisfacciano  il 
problema  ? 

Con  «1=4,  a,=8,  a^=9  e  a,  =6,  ^i,=7,  a,=7,  non  esiste  un  a4<10, 
pel  quale  sia  a^a^a^a^'>2^  7  7 ]  quindi  a  questi  due  sistemi  non  pos- 
sano corrispondere  numeri  con  più  di  quattro  cifre,  soddisfacenti  il  pro- 
blema. 

Quanto  al  sistema  «1=6,  «, -=7,^13=9,  onde  sia  «j  a,  a^a^  >  27  7  7, 
dovremo  avere  o  a^^S  o  a^=9. 

Nei  casi  restanti»  poiché  4  a^  a,  «,  ò  multiplo  di  16,  dividendo  i  due 
membri  della  (1)  per  16  risulta 

jQ^                           a.      lOOflj.  +  lOa, -I- a,       .   . 
<8)  -±  -f 2 — j^— ? 1  =  intero  ; 

per  cui  con  ai=:8,  a,=6,  «3  =  7  si  scorge  che  a^,  oltre  alle  solite  limi- 
tazioni, dovrebbe  essere  pari,  e  soddisfare  la  «^  a,  a,  «^  >  2  7  7  7  ;  e  ciò 
è  in  contraddizione  colle  condizioni  precedenti. 

Con  «1=8,  «,=6,  a,=9  dalla  (8)  si  deduce  che  a^  deve  essere  impari, 
per  cui  essa  non  potrà  avere  che  i  due  valori  7  e  9. 

In  modo  analogo  si  soorge  che  per  «,=6,  «,=9,  a, =6  deve  essere 
«^=9;  e  per  a, =6,  «,=9,  «3=8  deve  essere  «^=8;  per  «,=8,  «,=8,  «3—6 
aarà  o  a^=6  o  «4=8;  per  «^=^8,  «,=«8,  «3=8,  dovrà  essere  «^=7  o  «4=9. 

Onde  riassumendo  i  soli  sistemi  di  quattro  cifre,  coi  quali  possono 
terminare  i  numeri  con  più  di  quattro  cifre,  che  soddisfacciano  il  problema 
sono  compresi  nel  quadro  seguente 


(9) 


f  «4=6,  «3=7,  «3=9,  «4=8;  «,==6,  «,=7,  «3=9,  «^=9  ; 
«4=8,  «3=6,  «3=9,  «4=7;  «,=8,  «,=6,  «3=9,  «4=9; 
«,^6,  «3=9,  «3=6,  «4=9;  «,=6,  «3=9,  «3=8,  «4=8; 
«j  =  8,  «3=8,  «8=6,  «4=6;  «1=8,  «3=8,  «3=6,  «4=8; 
aj=8,  «3=8,  «8=8,  «4=7;  «,=8,  «,=8,  «3=8,  «4=9. 


Nel  modo  consueto  si  vede  ohe  non  vi  possono  essere  interi  di  cinque 
cifre  che  rendano  soddisfatto  il  problema. 

5.  Vi  sono  numeri  di  più  di  cinque  cifre,  che  lo  rendano  soddisfatto? 

Con  «,=6,  «3=7,  «8=9,  «4=8,  ovvero  «4=8,  «3=6,  «3=«9,  «4=7,  0 
«,  =6,  «3=9,  «3  =  6,  «4=9,  o  «1=8,  «3=8,  «0=6,  «4=6,  ovvero  «^  =8,  «3  -  8, 
«3=6,  «4=8  non  esistono  interi  «6<10  pei  quali  sia  soddisfatta  la  con- 
dizione «1  «3  «3  «4  «6  >  2  7  7  7  7  ;  quindi  nessun  numero  che  termini  con 
quei  sistemi  di  quattro  cifre  può  soddisfare  il  problema. 
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Con  «1=6,  «2=7,  aj=9,  «4=9  è  soltanto  l'intero  «5=9  <  10,  che  sod- 
disfaccia la  «,  «,  «g  «4  «g  >  2  7  7  7  7. 

Per  tutti  i  restanti  sistemi  di  valori  il  prodotto  4  a^  «,  «,  «^  «^  è 
multiplo  di  32;  e  dividendo  per  32  i  due  membri  della  (I)  risulta. 

,-^v  a.    ,   1000«.  4-  100«,  +  10«, -f  «,        .   . 

(10)  -^  + 1 ^ 2 1  =  intero  ; 

e  quindi  con  «,=8,  «,=6,  «8=9,  «^=9  dovrà  l'intero  «^ -<  10  essere 
impari;  e  perché  sia  «j  «,  «^  «^  «^  >  2  7  7  7  7  dovrà  essere  «^=9. 

Per  la (10)  con  «,=6,  «,=9,  «8=8,  «4=8,  l'intero  «^deve  essere  pari; 
ma  non  vi  è  intero  pari  «5<10,  pel  quale  sia  «,  «,  «8«4«5  >-2  7  7  7  7, 
dunque  etc. 

Con  «1=8,  «,=8,  «8=8,  «4=7,  per  la  (10)  l'«j<10  deve  essere  im- 
pari, e  per  la  «j  «,  «,  «4  «5  >  2  7  7  7  7  non  si  potrà  avere  che  «5=9, 

Con  «,=8,  «,=8,  «8=8,  «4=9  per  la  (10)  l'a8<10  dovrà  essere  pari, 
e  perchà  sia  «j  «,  «,  «4  «5  !>  2  7  7  7  7,  non  si  potrà  avere  che  «5=8. 

Onde  riassumendo,  se  vi  sono  interi,  con  più  di  cinque  cifre,  tali  che 
siano  ugnali  al  quadruplo  del  prodotto  delle  loro  cifre,  dovranno  termi- 
nare con  uno  di  questi  sistemi 

(11)  /«i=^»«i=7»«.=9,  «4=9,  «6=9;  «1=8,  «,=6,  «8=9,  «4=9,  «,=9 
(«1=8,  «8  =  8,  «8  =  8,  «4  =  7,  «5=9;  «1  =  8,  «8  =  8,  «,  =  8,  «4=9,  «5=8 

Gol  metodo  solito  si  fa  vedere  che  non  vi  sono  numeri  con  sei  cifre 
che  soddisfacciano  il  problema. 

6.  Vi  sono  numeri  con  più  di  sei  cifre  che  lo  rendano  soddisfatto? 

Con  «1=6,  «8=7,  «8=9,  «4=9,  «5=9  non  esiste  un  intero  «8<10,  pel 
quale  sia  «j  «,  «8  «4  «5  «e  >  2  7  7  7  7  7,  dunque  ecc. 

Pei  sistemi  restanti  4  «1  «,  «8  ««  «5  ò  divisibile  per  64,  e  quindi  diviso 
il  primo  membro  della  (1)  per  64  resta     - 

(12)  ^  +  10'a,+  10»^.  +  10'«.-tlO«>  +  a.   ^  -^^^^ . 

^  o4 

per  cui  con  «1=8,  «,=6,  «,=9,  «4=9,  «5=9,  deve  r«^<10  essere  pari, 
e  quindi  il  solo  valore  ammissibile  di  «^ ,  pel  quale  si  abbia 

«1  «8  «8  «4  «5  «0  >  2  7  7  7  7  7,  é  «5=8 

Con  «1=8,  «^=8,  «8=8,  «4=7,  «5=9  per  la(10)«o<10  dovrà  essere 
impari  e  per  la  condizione  «,  «,  «8  «4  «5  «g  >  2  7  7  7  7  7  dovrà  essere  «,=9. 
Con  «1=8,  «8=8,  «8=8,  «4=9,  «5=8  allo   stesso   modo  si  vede   che 
dovrà  essere  «5=9. 

Riepilogando  risulta  che,  se  vi  sono  interi  con  più  di  sei  cifre  ohe 
soddisfacciano  il  problema,  la  loro  ultime  sei  saranno 

aj=8,  «8=6,  «8=9,  «4=9,  «5=9,  «5=8 
«1=8,  «8=8,  «8=8,  «4=7,  «5=9,  «0=9 
«1=8,  «8=8,  «8=8,  «4=9,  «5=8,  «0=9 


PERIODICO   DI  MATEMATICA.  21 

Nel  modo  consueto  si  vede  poi  che  non  vi  sono  numeri  di  sette  cifre 
che  soddisfacciano  il  problema. 

7.  Ve  ne  sono  di  quelli  con  più  di  sette  che  lo  rendano  soddisfatto? 

Per  il  primo  e  pel  secondo  sistema  non  esista  un  a,,  tale  che  sia 
CLfi^a^a^a^a^a^  >  1111111  dunque  ecc. 

Col  terzo  sistema  non  vi  è  che  ^^  =  9,  che  essendo  intero  e  <  10  sod- 
disfaccia la  a^a^a^a^a^affi^'>2111111  :  e  quindi  è  impossibile  che  un  nu- 
mero soddisfaccia  il  problema,  se  le  sue  ultime  sette  cifre  non  sono 
«1  =  8,  aj=8,  «3=8,  «4=9,  «6=8,  ««=9,  «^=9. 

Si  scorge  col  metodo  consueto  che  non  vi  possono  essere  numeri  di 
otto  cifre  che  lo  soddisfacciano,  come  pare  non  esistendo  un  «g<;10  pel 
quale  sia  a^a,f.^a^a^afi^a^'>-11111111^  non  potranno  esistere  numeri  con 
più  di  otto  cifre  che  lo  rendano  soddisfatto  ;  perciò  384  è  la  sola  solu- 
zione dal  problema. 

C.  M.  Piuma. 


IIONE  DELLE  DlSPf  AZIONI  DI  SECONDO  GRADO 

e  delle  disequazioni  biquadratiche  (')  a  coeffleienti  reali 


I. 
Limiti  delle  soluzioni  reali.  (') 

I.  Una  disequazione  a  coefficienti  reali 

è  soddisfatta  da  tutti  i  valori  reali  della  x  che   non  soddisfano   nò   la 
disequazione 

f{x)  >  0, 
nò  l'equazione 


{})  Intendiamo  per  disequazioni  biquadratiche  le  disequazioni  di  quarto  grado,  che  mancano  delle 
potenze  dispari  della  variabile. 

(*)  Abbiamo  creduto  opportuno  tener  disgiunta  la  ricerca  dei  limiti  delle  soluzioni  reali  da  quella 
dei  limiti  delle  soluzioni  complesse  ed  immaginarie,  bastando  per  la  prima  le  nozioni  di  algebra  ele- 
ni cut  n  re. 
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è  qniadi  superflua  ogni  rioerca  relativa  ai  limiti  dei  valori  reali,  che 
soddisfano  una  delle  anzidette  disequazioni,  quando  tale  ricerca  sia  stata 
esaurita  per  l'altra. 

Supporremo,  in  ciò  che  segue,  che  il  coefficiente  della  massima  po- 
tenza della  variabile  sia,  in  ogni  disequazione,  uguale  all'unità  positiva. 

2.  Disequazioni  di  secondo  grado,  (^)  —  Sia  la  disequazione 

a?*  +  pa;  +  3^  >  0, 
e  siano  a?|  ed  x^  le  radici  deirequazione 

a?*  +  px  4-^  =  0. 

Supponendo  dapprima  che   le  suddette  radici  siano  reali,  e  che,  in 

tale  ipotesi,  sia  a?,  >>  or,,  dalla  disequazione  precedente,   posta  sotto  la 

forma 

{x  —  x^)  {x  —  x^  >  0, 

si  deduce  dover  essere 

a?  >  0?, ,     oppure    x  <  a?,. 

Nel  caso  particolare  che  x^  ed  x^  siano  reali  ed  uguali,  la  disequa- 
zione è  manifestamente  soddisfatta  da  qualunque  valore  reale  si  attri- 
buisca alla  07,  air  infuori  del  valore  x  =  x^  =  x^. 

Quando  le  radici  dell'equazione  non  siano  reali,  il  primo  membro 
della  disequazione,  posta  sotto  la  forma 


HI)'+(?-t)>«' 


è  costituito  dalla  somma  di  due  quantità  positive,  la  prima  per  sua  na- 
tura, la  seconda  per  ipotesi  ;  quindi  la  disequazione  è  soddisfatta  per 
qualunque  valore  reale  della  x. 

3.  Disequazioni  biquadratiche,  —  Sia  la  disequazione 

07*  +  pò?'  +  9  >  0, 

e  siano  o?,,  a?,,  —  o?,,  —  o?,  le  radici  dell'equazione 

X*  +  px*  4-^  =  0. 

Supponendo  in  primo  luogo  che  tali  radici  siano  reali,  la  disequazione 
in  esame  si  potrà  porre  sotto  la  forma 

{X  —  X^)  {X  —  OJ,)  {X  f  X^)  {x  +  07,)  >  0, 

ed  affinchè  questa  disequazione  sia  soddisfatta,  dovranno  darsi  alla  x 
tali  valori  da  rendere  i  fattori  del  primo  membro  o  tutti  quattro  "^positivi, 
0  tutti  quattro  negativi,  o  due  positivi  e  due  negativi.  Quindi,  se  suppo- 


0)  A  reudero  completa  la  teoria  che  veniamo  esponendo,  riportiamo  in  questo  paragrafo  la  con- 
sueta risoluzione  in  numeri  reali  di  tali  disequazioni. 
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niamo  ohe  O/,  ed  a?,  siano  le  radici  positive,  e  che  inoltre  sia  j?,  >  a?,, 
dovrà  essere 

a:>a?j,     oppure    a;<  — a?, ,     oppure     —  a?j<ip<a7,. 

Vale  a  dire  che  la  x  può  assumere  qualunque  valore,  che  non  sìa  né 
uguale  ad  una  delle  radici  dell'equazione,  né  compreso  fra  le  radici  po- 
sitive o  fra  le  radici  negative. 

Nel  caso  particolare  in  cui  sia  a?,  -•=  a?,,  sono  da  escludersi  soltanto 
i  valori  X  ■=  ifc  a?,. 

Supponiamo  in  secondo  luogo  che  due  sole  radici  a?|  e  —  Xy  siano 
reali,  e  che  x^  sia  la  positiva  ;  allora  la  disequazione  si  potrà  porre  sotto 
la  forma 

(a?  —  Xy)  {x  4-  07,)  H  >  0, 

ove  H  rappresenta  un  fattore  di  secondo  grado  in  a?,  tale  che  le  radici 
dell'equazione  H  =  0  non  sono  reali.  In  base  a  quanto  precedentemente 
si  disse,  il  fattore  H  è  positivo  per  qualunque  valore  reale  della  x,  ed 
affinchè  la  disequazione  sia  soddisfatta,  dovrà  essere 

X  y>  Xyj     oppure     a?  <:  —  o?,. 

Supponiamo  da  ultimo  che  nessuna  delle  radici  dell'equazione  sia 
reale  ;  ciò  può  avvenire  o  perchè,  p*  <Z  4^,  o  perchè,  essendo  p^  >■  4q, 
si  ha  /)  I>  0  e  ^  >•  0.  Nel  primo  caso,  ponendo  la  disequazione  sotto  la 
forma 


(••+i)'+(«-i)>». 


è  chiaro  che  il  primo  membro,  risultando  dalla  somma  di  due  quantità 
positive,  la  prima  per  sua  natura  e  la  seconda  per  ipotesi,  è  positivo  ; 
nel  secondo  caso  il  primo  membro  x*  +  px^  +  q,  essendo  p  Q  q  quantità 
positive  per  ipotesi,  è  con  maggior  evidenza  pur  sempre  positivo.  Adun- 
que nell'un  caso  e  nell'altro  la  disequazione  è  soddisfatta  da  qualunque 
valore  reale  si  attribuisca  alla  x. 


IL 
Limiti  delle  soluzioni  complesse  ed  immaginarie. 

4.  Converremo  che  per  soluzioni  complesse  di  una  disequazione /'(a?)>0 
0  f\J^)<^^  si  debbano  intendere  quei  valori  complessi  che  rendano  f{x) 
numero  reale  e  rispettivamente  positivo  o  negativo. 

Non  vale  nella  ricerca  dei  limiti  delle  soluzioni  complesse  ed  im- 
maginarie quanto  si  disse  al  primo  paragrafo,  potendo  un  dato  numero 
complesso  od  immaginario  rendere  complessa  la  f{x)j  e  quindi  non  sod- 
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disfare  alouna  delle  relazioni 

5.  Osserveremo  pure  in  generale  che  una  disequazione  a  coefficienti 
reali 

Ax)  >  0, 

al  pari  di  una  equazione,  se  è  soddisfatta  da  un  numero  complesso 

lo  è  pure  dal  suo  coniugato 

.f,  =  a  —  S'. 

Infatti,  se  il  valore  x^  soddisfa  l'anzidetta  disequazione,  è  quanto  dire 
che  esso  soddisfa  una  determinata  equazione 

in  cui  h  rappresenta  una  quantità  reale,  positiva  e  indipendente  dalla  x] 
ma  tale  equazione  ammette  pure  la  radice  coniugata  a;,,  e  quindi  or,  ò 
pure  soluzione  della  disequazione  suddetta. 

6.  Disequazioni  di  secondo  grado.  —  Affinchè  un  numero  complesso 
a+^t'  soddisfi  la  disequazione 


dovrà  aversi 


ossia 


e  quindi 


x'^  +  px  +  q>0, 

(a  +  pO*+P(a-f  PO-f  1>0, 
a»  +  2  a^i  -  3'  +  p%  +  p^i  -h  ^  >  0, 

/  2  aiì  4  ;3p  =  0 
ia'-p*  +pa-f  q>0. 


Dalia  equazione  del  sistema,  dividendone  tutti  i  termini  per  p,  che  non 
può  essere  nulla  per  ipotesi,  si  ricava 

^  2  ' 

e  la  disequazione  del  sistema,  sostituendo  ad  a  tale  valore,  diviene 

dunque  la  disequazione 

0?*  +  par  -f  <7  >  0 

è  soddisfatta  da  tutti  i  numeri  complessi  a  +  ^i,  che  si  ottengono  dando 
ad  a  il  valore  —  —,  e  a  p  uno  qualunque  dei  valori  reali  che  soddisfano 
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la  disequazione 

4 

E  opportano  notare  che  la  disequazione  in  esame  potrà  quindi  essere 
soddisfatta  da  un  numero  immaginario,  solo  quando  sia  7}  =  0  ;  ed  allora 
il  coefficiente  reale  ^  della  i  dovrà  soddisfare  la  disequazione 

P*  -  ^  <  0. 

7.  Analogamente  la  disequazione 

a?'  +  2507  +  5  <C  0 
è  soddisfatta  da  tutti  i  numeri  complessi  a  +  ^i  che  si  ottengono  dando 
ad  a  il  valore  —  ^  e  a  ^  uno  qualunque  dei  valori  reali,  che  soddisfano 
la  disequazione 

Noteremo  pure  che  la  disequazione  in  esame  potrà  quindi  essere  sod- 
disfatta da  un  numero  immaginario,  solo  quando  sia  p  =>  0;  ed  allora  il 
coefficiente  reale  ^  della  i  dovrà  soddisfare  la  disequazione 

8.  Disequazioni  biquadratiche.  —  Quando  un'equazione  biquadratica 
ammette  due  sole  i*adioi  reali,  le  altre  due,  dovendo  essere  ad  un  tempo 
coniugate  nonchò  uguali  e  di  segno  contrario,  non  saranno  complesse  ma 
immaginarie;  quando  non  ammette  alcuna  radice  reale,  per  la  suesposta 
ragione,  le  radici  saranno  0  tutte  immaginarie,  0  tutte  complesse  e  pre- 
cisamente della  forma 

a  +  P«,     —  a  —  p/,     a  —  p»,^   —  a  +  pi. 

Ne  consegue,  tenuto  presente  quanto  superiormente  si  disse,  che,  se 
una  equazione  od  una  disequazione  biquadratica  ammette  per  soluzione 
uno  qualunque  dei  quattro  numeri  precedenti,  li  ammette  tutti  quattro. 

9.  Prendiamo  ora  in  esame  la  disequazione 

X*  -f-  /)a?'  +  5'  !>  0. 

Sostituendo  ad  x  il  numero  a  4-  3<,  si  ha 

(a  -f  PO*  +  i)  (a  +  PO*  +  5^  >  0, 
ossia 

a*  +  4a*pi  -  6a*0^  -  ^a&H  +  p^  +  px'  +  2p7,^i  -  ;)p*  -f^  >  0  ; 
quindi  dovrà  essere 

/  4x'p  -  4ap»  +  2paP  =  0 

\  OL*  -  6a'p*  +  p*  +  pa»  -  7)P*  +  ^  >  0. 

Dividendo  tutti  i  termini  delTequazione  del  sistema  per  2  e  per  p,  che 
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non  può  essere  nulla  per  ipotesi,  e  ponendovi  a  a  fattor  comune,  essa 
diviene 

a  (2a*  -  2p'  +  p)  -  0, 

ed  il  sistema  precedente  si  può  quindi  scindere  nei  due  sistemi 

Se  poi  nella  disequazione  di  oiasonn  sistema  si  sostituisce  ad  a  il  valore 
dato  dalla  corrispondente  equazione,  i  due  sistemi  divengono 

Emerge  dal  primo  sistema  che  la  disequazione 

0?*  +  px*  +  q  ^-0 

ammette  per  soluzioni  immaginarie  tutti  i  numeri  ^t  ohe  si  ottengono, 
dando  a  ^  uno  qualunque  dei  valóri  reali,  che  soddis&no  la  disequazione 

dal  secondo  sistema  che  la  disequazione  in  esame  ammette  per  soluzioni 
complesse  tutti  ì  numeri  a  +  ^ù  che  si  ottengono  dando  a  ^  uno  qua- 
lunque dei  valori  reali  che  soddisfano  la  disequazione 

(4pi  «  pY  -  4(7  <  0, 

purché  si  abbia  P*  ]>-«-,  e  dando  ad  a  l'uno  o  l'altro  dei  due  valori  che 
corrispondentemente  si  ricavano  dall'equazione 

IO.  Analogamente  la  disequazione 

X*  -f  pv*  +  ^  <:  0 

è  soddisfatta  da  tutti  i  numeri  immaginari  ^i,  in  cui  ^  sia  soluzione  reale 
della  disequazione 

Ed  è  soddisfatta  inoltre  da  tatti  i  numeri  complessi  a  +  ^i,  in  cui  ^  sia 
soluzione  reale  della  disequazione 

(4p«  -  py  -  4q  >  0, 

e  tale  da  avere  ^^  I>  -p-  ;  corrispondentemente  si  hanno  per  a  i  due  valori 
dati  dall'equazione 


a'  =  r-|- 


D.  Fbllini. 
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mimi  DELLE  OUESTIONI  318*,  319 


31S**  In  un  triangolo  sferico,  secondo  che  seti'  ^  a  è  uguale  maggiore  o  minore 

di  sen'  -^  b  *  sen'  7-  e,  anche  a  sarà  rispettivamente  uguale  maggiore  0  minore  di 

?  "h  Y  ;  ^  inversamente. 

L.  B081. 

Soluzione  di  Francesco  Barbagallo  alanno  del  R.  Jet.  Tecnico  di  Catania. 

Sapendo  che  (Fodhunter  trig.  sferica  art.  49) 

.    1  C0S0C08(0  — a)  ,    1    ,  C08OC08(0  — p) 

sen*  —  a  =«  —  ■. ,  sen'  -r  *  = ^ -, 

2  sen  ^  sen  y  z  sen  a  sen  y 

,  1  cosoco8(a  —  y) 

sen*  -7  e  =« r—  , 

'^  sen  a  sen  p 

se  sen'  "o  «  -^  sen'  77  6  +  sen*  —  e, 

si  ha  

cos9cos(a  —  a)  ^::r  cosa  CCS  (a—  P)       cosocos(a  —  J)  _ 

sen  p  sen  y      I>      sen  a  sen  y  sen  oc  sen  p     ' 

e  siccome  cos  a  è  negativo,  dividendo  per  cos  a,  riducendp  allo  stesso  denomina- 
tore e  moltiplicando  per  sen  a  sen  p  sen  y,  si  ha 

cos  (a —  a)  sen  a  >  cos(o  —  P)senp  4-cos(a— Y)8enY, 
cioè 
coso  sen 2a  -|-  2senosen"a  >  cos  0  sen  •2P-|-2sen  0  sen'  p+cos  a  sen  2y+2  sen  0  sen'Y, 

coso(sen2a— senSp— sen2Y)  ^  2seno  (sen*  p+ sen'Y— sen* a), 

,  ,  ,         ^  sen  o  (cos  2  a  —  cos  2  p  —  oo82  y  +  1), 

(sen  0  cos  2  p  —  cos  a  sen  2  P)  —  (sen  0  cos  2  a  —  cos  a  sen  2  a)  >  sen  o  — 

—  (sen  a  cos  2  y  —  cos  0  sen  2  y), 

sen  (a  —  2  P)  —  sen  (o  —  2  «)  ^  sen  o  —  sen  (o  —  2  y), 

cos  (o  —  a  —  p)  sen  (a  —  P)  ^  cos  (a  —  y)  sen  Yi 


cos 


/a  +  P— Y\    ,    ,.^    /a4-p— Y\ 

( T^ 1  sen  (a  —  p;  ^  cos  ^ ^ ]   s®"  T  *» 
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a  4-  fi Y 

ovvero,  poiché ^^ è  minore  di  90^  epperò  il  suo  coseno  è  positivo,  si  ha: 

sen  (a  —  P)  ^  sen  y , 

cioè 

sen  (a— p)  —  sen  y  >  0 , 

donde 

2  cos ^ sen <--  0  : 

2  2  >     ' 

a  -4_  Y R 

e  siccome ^ <C  90®,  epperò  il  suo  coseno  è  positivo  e  diverso  da  zero,  deve 

essere  

sen <o 

V      I      P  _  tv 

d'onde,  esssendo         l, <  90® ,  si  ha 


cioè 


Y-hP-a<0, 


Y  +  P  <  a. 


C.  V.  D. 


Similmente,  se  a  ^  P+  T»  cioè  P-f  T"-**^  ^»  s«»"^  Pure 


d'onde 


cioè 


„.(iL±pi)  <„, 


2  cos sen <  0  ; 


sen  (a  — p)  >  sen  Yi 
sen  a  cos  P  —  cos  a  sen  P  ^  sen  y  ; 


e  sapendo  che 


cos  a  —  cos  b  cos  e  «   cos  b  —  cos  a  cos  e 

c(.s  a  = ; ,  cos  P  = 


e 

dove 
si  ha 

donde 


sen  b  sen  o  sen  a  sen  e 

M       ^      M  M 

senapa sen  p= ,  sen  y  = 7  * 

sen  b  sen  e  sen  a  sen  e        sen  a  sen  o 

M  =  V 1  —  cos*  a  —  cos*  b  —  cos*  e  -{-2  cos  a  cos  b  cos  e , 

M  (cos  b  —  cos  a  cos  e)       M  (cos  a  —  cos  b  cos  e)   ^    M 
sen  a  sen  6  sen*  e       sen  a  sen  6  sen*  e       •<  sen  a  sen  b 


(cos  &  —  cos  a)  (i  +  cos  e)  ^  sen*  e, 
cos  6  —  cos  a  ^  1  —  cos  e, 
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1  1  ^^  1 

Ben  -  (a  4-  è)  een  -r;-  (a  —  b)  >   Ben'  ^  e. 

Ben'  T7  a  —  sen'  ir  o  -^  sen'  --  e, 

2  ii      <  XJ 

J       =  I  1 

Ben*  —  a  ^  Ben*  77  &  +  sen*  —  e 

C.  V.  D. 

i 
319**  In  un  Wiangólo  sferico^  secondo  che  cob*  —  a  h  uguale  maggiore  0  minore 

1  1  * 

di  coB*-^  p  4-  cob"~  y;  a  4-  180"  sarà  rispettivamente  uguale,  minore  0  maggiore 

di  h  '\-  e;  e  inversamente, 

L.  Bosi. 

Soluzione  di  FranceBCo  Barbagallo  alunno  del  R.  Ist.  Tecnico  di  Catania. 

Sapendo  ehe  (Todhunter  trìg.  efer.  art.  45) 

,1         8en«Ben(«  — a)         ,1.     8en«Ben(4  — ò)         ,1         Ben  s  Ben  (9 — e) 

COB'  77  a» — -i i     COB'—  P  =s ^ ,  C0B*7r  T  "■ 7 —  , 

2  sen  0  Ben  e  2  Ben  a  Ben  e  2  sen  a  Ben  b 

Be  cos"  77  a  ^  eoa*  77  P  +  cob*  —  y  »  si  ha 

Ben  5  sen  (s  —  ^)  5>  s«n  «  Ben  {s  —  ò)      Ben  s  sen  («  —  r) 
sen  b  Ben  e       <^       Ben  a  Ben  e  een  a  Ben  6 

sen  («  —  a)  sen  a  ^  sen  {s  —  b)  sen  b  +  seu  («  —  e)  sen  <r, 


Ben  5  sen  2a  —  2  cos  s  sen*  a  ^  sen  «  sen  2b  —  2  cos  s  sen*  6  +  sen  «  sen  2€  — 

< 

—  2  cos  «  Ben*  r, 

Ben  *  (sen  2a  —  sen  2b  —  sen  2c)  ^  2  cos  «  (sen*a  —  sen*  h  —  sen*  e), 

,        ,         ^  cos  «  (cos  26  4-  cos  '-^c  —  cos  2a  —  1), 

(cos  s  cos  2a  +  sen  s  sen  2«)  —  (cos  s  cos  2b  +  sen  »  sen  2b)  ^  (cos  «  cos  2c  4- 

4-  sen  s  sen  2c)  —  cos  s, 


cioè 


cos  («  —  2a)  —  cos  (5  —  2b)  ^  cos  («  —  2c)  —  cos  «, 

sen  {s  —  a  —  b)  sen  (a  —  6)  ^  sen  {s  —  e)  sen  e, 

1  ^^^   1 

sen  —  (e  —  a  —  b)  sen  (a  —  6)  ^sen  77  («  4-  6  —  e)  sen  <r, 

sen  (6  —  o)  -^  sen  e, 

< 


sen  (6  —  a)  —  sen  e  ^  0, 
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2  C08  —  (è  +  e  —  a)  sen  ~  (a  -f  r  —  ò)  <  0, 

1  "" 

e  siccome  0  <i  —  (a  +  c  —  i)<;  90*,  epperò  il  suo  seno  è  positivo  e  diverso  da 

zero,  deve  essere 

1  ^^^ 

cos  —  (6  -f  e  —  a)  ^  0, 

cioè 

cos  -■  (2tc  +  o  —  6  —  r)  >  0, 
^  <C 

1 
per  cui,  esseodo  -^  (2ir  +  «  —  &  —  e)  <C'.,  deve  essere 

cioè 

Il  4-  (i  <  6  4-  e, 
> 

C.  V.  D. 

Similmente,  seic  +  a^ft  +  c»  cioè  g^  +  cr  —  6  —  c^tc, 

<  < 


sarà 


e  quindi 


da  cui 


e  sapendo  che 


1  ^^^ 

cos  —  (2n  +  a  —  6  —  e)  <  0, 

2  ^  '> 

1  1  ^^ 

2  cos  —  (6  4-  e  —  «)  Ben  «j-  (a  -f  r  —  ft)  >  0  ; 

sen  e  ^  Ben  (b  —  a), 

sen  e  ^  sen  6  cos  a  —  cos  b  sen  a  ; 
< 


cos  a  4-  cos  P  cos  y  ,        cos  p  4  cos  a  cos  y 

cos  a  s« r =- ,  cos  b  = , 

sen  p  sen  y  sen  a  sen  y 

:^N  ^  2N  ^N 

sen  a  «*•     r ,  sen  b  •= ,  sen  e  «^ r- 1 

sen  p  sen  y  sen  ^  s^n  y  sen  a  sen  p 


dove 


N  =  V  —  cos  a  cos  (o  —  a)  cos  (o  ~  p)  cos  (o  —  y), 
si  ha 

2N    ^  2N  (cos  a  4-  cos  P  cos  y)   2N  (cos  p  4-  cos  a  cos  y)  . 
sen  oc.  sen  p  <^   sen  a  sen  p  sen"  y       sen  a  sen  p  sen'  y 

da  cui 

sen"  Y  ^  (cos  a  —  cos  p)  (1  —  cos  y), 


1  4-  cos  Y  -^  cos  a  —  cos  p , 
cos*  -  Y  >  sen  ~  (a  4-  P)  sen  ~  (P  —  a), 
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cos«  ^  r  ^  sen*-  p  —  sen*  -  a, 

.1       ^         .*  .  *    o 


C08*  T7  T  +  cos'  77  P  -^  cos*  —  a. 


C.  V.  D. 


►♦♦- 


QUISTIONI  PEiOPOSTE  <*) 


327.  Qualunque  numero,  tranne  2  e  5  ed  i  loro  multipli,  è  un  divi- 
sore d'un  numero  formato  da  cifre  tutte  uguali  a  9. 

328.  Ogni  frazione  irriducibile  che  ha  per  denominatore  8,*^  ridotta 
in  decimale,  genera  una  frazione  decimale  periodica  che  ha  per  pe- 
riodo un  numero  di  3""*  cifre. 

329.  Se  una  frazione  irriducibile,  che  ha  per  denominatore  il  nu- 
mero primo  p  diverso  da  3,  ridotta  in  decimali  genera  una  frazione 
periodica,  il  cui  perìodo  contiene  p'  cifre,  ogni  altra  frazione  ordi- 
naria iiriducibile  che  ha  per  denominatore  p^,  ridotta  in  decimali 
produrrà  una  frazione  periodica  il  cui  periodo  conterrà  p\  p°"^  cifre. 

330.  Se  una  frazione  irriducibile  ha  per  denominatore  un  prodotto  di 

più  fattori  primi  p,  q^r, di  vei;gi  da  2  e  da  5,  e  le  frazioni  —,  —,  — , . . . 

ridotte  in  decimali  producono  periodi  di  p,  q\  r\ cifre  rispettiva- 
mente, la  data  frazione  ridotta  in  decimali  produrrà  un  periodo  di 
m  cifre,  essendo  m  il  minimo  multiplo  comune  di  p\  q\  r,  — 

331.  Ser-è  una  frazione  irriducibile  in  cui  6=3™./>^.  g^ .  r^  — ,  e 

p,  9,  r, ...  sono  numeri  primi  differenti  da  2  e  da  5,  indicando  con 
p',g',r',...  rispettivamente  i  numeri  delle  cifre  dei  periodi  delle  frazioni 

111  n 

decimali  equivalenti  ad  —,—,—,...,  la  frazione  7-  ridotta  in  decimali 
produrrà  un  periodo  di  k  cifre,  essendo  k  il  minimo  multiplo  comune 


dei  numeri  3""%  p',  p"  \  q\  q"*  \  r ,  r^  \ 


BONOLIS. 


(*)  Le  quiationi  contrassegnate  con  un  asterisco  sono  proposte  agli  studenti  delle  scuole  se- 
condarie; le  altre  a  tutti  gli  studiosi  indistintamente. 
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N  332'*'.  Dati  cinque  punti  in  un  piano  o  nello  spazio,  tali  che  tre  di 
essi  non  sieno  in  linea  retta,  si  possono  formare  con  essi  10  triangoli. 
I  dieci  segmenti,  che  congiungono  il  baricentro  di  ciascuno  di  questi 
triangoli  col  punto  medio  del  segmento  individuato  dagli  altri  due, 
passano  tutti  per  un  punto. 

333'*'.  Con  sei  punti  dati  nello  spazio,  in  modo  che  quattro  di  essi 
non  sieno  in  un  piano,  si  possono  formare  quindici  terne  di  segmenti 
aventi  per  estremi  i  sei  punti  dati.  I  quindici  piani  individuati  dai  punti 
di  mezzo  delle  quindici  terne  di  segmenti  passano  per  un  punto.  Per 
questo  punto  passano  anche  le  rette  che  congiungono  i  baricentri  di 
ciascuna  coppia  di  triangoli  che  si  possono  formare  coi  sei  punti  dati. 

334'*'.  Con  sette  punti  dati  nello  spazio,  in  modo  che  quattro  non 
sieno  in  un  piano,  si  possono  formare  35  tetraedri.  Le  rette  che  congiun- 
gono il  baricentro  di  uno  di  questi  tetraedri  col  baricentro  del  triangolo 
deteiminato  dagli  altri  tre  punti  dati,  passano  tutte  per  uno  stesso 
punto. 

335*.  Con  8  punti  dati  nello  spazio,  in  modo  che  quattro  di  essi  non 
sieno  in  un  plano,  si  possono  formare  35  coppie  di  tetraedri.  Le  rette 
che  congiungono  i  baricentri  di  ciascuna  coppia  di  tetraedri  passano 
per  un  punto.  (') 

Lazzeri. 


336.  Di  un  quadrilatero  piano  qualunque  ABCD  si  conoscono  gli 
angoli  interni  A  e  D,  il  lato  AB  =  a,  e  il  rapporto  BC:AD  =  A;;  e  inoltre 
si  sa  che  AB  =  CD.  Si  considerino  su  AD  e  su  CB  rispettivamente 
due  punti  mobili  U  e  V,  tali  che  sia  sempre  DU:CV  =  A-.  Determinare 
il  valore  minimo  del  segmento  UV. 

G.  Pesci. 


337*.  Dati  due  corpi  di  forma  sferica  e  di  peso  P,  P',  determinare  la 
relazione  fra  p  e  p  (pesi  specifici),  perchè,  essendo  P  =  wP',  il  corpo 
di  peso  P'  cadendo  nell'aria  acquisti  una  velocità  costante  maggiore 
di  quella  che  acquisterebbe  il  corpo  di  peso  P',  ammettendo  che  la 
resistenza  dell'aria  sia  proporzionale  al  quadrato  della  velocità. 

F.  Barbagallo. 


0)  N.  B.  Le  quistioni  332*,  333*.  334*.  335*  devono  essere  risolute  ìndipondentemeiite  dalla  teoria 
delle  proporzioni  o  dell'equivalenza  e  da  considerazioni  di  mecca:) ica. 


Giulio  Lazzkbi  —  Direttore  responsàbile. 
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SOFM  CERTI  DETERHIANTI 

i  cui  elementi  sono  funzioni  trigonometriche 


(Estratto  di  una  lettera  del  Prof.  Qt.  Loria  al  Direttore). 


Ella  ricorda  certamente  la  seguente  identità 

cos  a  sen  a  1 
cos  p  sen  p  1 
cos  y    sen  y    1 


=  4  sen  ^^-jr —  sen  -^— —  sen  — ^ 

a  il  u 


che  (a  tacer  d'altri)  è  riferita  dal  Mansion  nel  suo  ben  noto  libretto 
sopra  i  determinanti.  Forse  Le  sarà  pur  nota  l'altra  relazione 

sen  a  cos  a  sen  2% 
sen  ^  cos  ^  sen  2^ 
sen  Y    cos  y    sen  2y 

=  4  sen  — o~"  sen  — ^ —  sen  — ^     [sen(P  4-  y)  +  sen(y +a)+  sen  (a  +  ^)], 

che  è  dimostrata  nel  Voi.  VI  (p.  88)  di  Mathésis.  Ora,  alcune  ricerche 
geometriche  che  mi  occupano  da  vario  tempo,  mi  condussero  a  stabi- 
lire le  seguenti  relazioni  analoghe  a  quelle  surriferite: 

cos  a  tg  a  1 
cos  p  tg  p  1 
cos  y    tg  y    1 

a  —  3 


o       S-y       y-a 
2  sen  — o"^  sen     ^    sen 

cosa  cosp  cosy 

cos2a  sena  1 
cos  2^  sen^  1 
cos2y  seny  1 


[cos(p+y)  +  cos(y+a)+cos(a-l-p)— 1]; 


-./.        3— Y       Y~a       a-3       8-hy       y+a       a4-3 
=  16  sen -TT- sen^-?^— sen —TT- cos —?r-*-cos —?^— cos -TT- 


3  — Y   Y-a 
=  4  sen  ^  sen  -^-p^ —  sen 


cos  a  sen  2a  1 

cos  3  sen  2^  1 

cos  y  sen  2y  1 

a -3 


2 


[cosa+  cos3  +  cosy  — cos(a  +  3  +  y)]» 
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la  dimostrazione  delle  quali  può  fornire  un  ottimo  esercizio  ai  giovani 
lettori  del  Periodico  da  Lei  diretto.  Tutte  queste  relazioni,  eccettuata 
la  seconda,  danno  il  valore  di  determinanti  del  seguente  tipo: 


(A) 


sen  fWiai ,  sen  m^a, , ,  sen  Wk  a^ ,  cos  Wk+i  a^ , ,  cos  ?w„  a, 

senmia,,,  sonw^a», ,  senmka^,  cosWkfia,, ,  cos  win  a. 


senwian,  senmaan, ,  senw/k  an,  cosmk+iocn  , ,  coswna, 

ove  m^m^ w„  sono  numeri  interi,  uno  dei  quali  (a  partire  da  Wk+i) 

può  essere  nullo.  Il  calcolo  di  tale  determinante  presenta  qualche  dif- 
ficoltà, e  può  essere  necessario  in  molte  circostanze.  Quando  fosse 
eseguito,  si  potrebbero  assegnare  i  valori  degli  analoghi  determinanti 
del  tipo  seguente: 

sen™iai , sen™k  ai       ,  cos'^k  "^*  a, , ,  cos"»  a» 

sen™ia, , ,  sen^^k  a^      ,  cos"k  +  ^  a, , ,  cos™ix  a» 


(B) 


sen™i  a„  , . . . ,  sen™k  a„        ,  cos"»  +^  a» , ,  cos°n  a„ 


Ma  è  ancor  dubbio  se  invece  non  convenga  ridurre  il  calcolo  dei 
determinanti  dal  tipo  (À)  a  quello  dei  determinanti  del  tipo  .(B).  Co- 
munque, Ella  vede  che  siamo  qui  dinnanzi  ad  una  miniera  di  questioni 
piene  d'interesse  per  l'analista  e  pel  geometra,  e  sulle  quali  bramerei 
che  Ella  fissasse  l'attenzione  dei  nostri  colleghi,  affinchè,  se  non  altro, 
arricchissero  di  qualche  nuovo  numero  il  catalogo  dei  casi  speciali  in 
cui  esse  sono  risolte.  Che  tali  quistioni  formino  un  campo  tuttora  ine- 
splorato, sembra  risultare  dall'esame  dell'eccellente  Manuale  del  Pascal 
su  la  teoria  e  le  applicazioni  dei  determinanti,  recentemente  pubblicato 

dall'Hoepli. 


SULLA  DEFINIZIONE  DI  INFINITO 


Il  prof.  Bettazzi,  nel  suo  pregevole  lavoro  Fondamenti  per  una  teoria 
generale  dei  gruppi  inserito  nel  voi.  XI  del  Periodico,  a  pag.  82,  mi  fa 
l'onore  di  citare  i  miei  Elementi  di  aritmetica  e  algebra,  combattendo 
la  definizione  di  sistema  infinito  in  essi  contenuta  e  cosi  concepita: 
u  Un  sistema  si  dirà  infinito  se,  dopo  aver  pensato  più  cose  del  sistema, 
sia  sempre  possibile  pensarne  altre  ancora  >f.  Sembrandomi  le  sue  cen- 
sure ingiustificate,  credo  mio  dovere  e  mio  diritto  il  rispondergli. 

Egli  dice  prima  che  il  prof.  Burali-Forti  mette  in  mostra  alcune  im- 
perfezioni del  mio  libro  che  rendono  illusoria  quella  definizione.  L'ob- 
biezione del  prof.  Burali-Forti  consiste  nel  dire  ohe  io  chiamo  infinito 
ciò  che  è  infinito  e  finito  ciò  che  è  finito;  e  per  provare  come  ciò  non 
sia  vero,  basta  l'esempio  del  gruppo  dei  punti  contenuti  in  un  segmento, 
il  quale  può  dirsi  finito  perchè  ha  fine  da  una  banda  e  dall'altra,  mentre 
per  la  mia  definizione  è  infinito. 
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Il  prof.  Bettazzi  aggiunge  poi  che  la  mia  definizione  è  assurda,  ove 
non  si  completi  la  frase  dicendo  <«  dopo  aver  pensato  più  cose  del  sistema 
costituenti  un  gruppo  finito  ♦».  Ora  questo  complemento,  ohe,  come  egli 
dice,  darebbe  origine  a  un  circolo  vizioso,  ò  affatto  superfluo,  poiché  la 
definizione  stabilisce  come  condizione  sufficiente,  non  necessaria,  affinchè 
il  gruppo  sia  finito,  il  fatto  che  le  cose  sieno  pensate.  E  invero  io  non 
avevo  precedentemente  amn^essa  la  possibilità  dì  pensare  tutte  le  cose  di 
un  sistema^  e  mi  era  perciò  lecito  parlare  di  sistemi,  i  cui  individui  non 
si  potessero  tutti  pensare,  come  ho  fatto  ;  mi  par  dunque  strano  che  egli 
dica  u  potendosi  per  più  cose  (pensate)  prendere  tutte  quelle  del  gruppo, 
oltre  le  quali  non  ve  ne  sono  altre  '«,  una  volta  che  io,  per  il  gruppo 
in  quistione,  avevo  legittimamente  stabilito  il  contrario. 

D'altronde  l'esistenza  di  gruppi  infiniti  secondo  la  mia  definizione  si 
può  dimoiare  collo  stesso  esempio  di  Bolzano  e  Dedekind,  riportato  dal 
Prof.  BettsSfczi  a  pag.  87  del  citato  lavoro  ;  poiché  dopo  aver  pensato  più  enti, 
sieno  essi  materiali,  o  pensieri  essi  stessi,  rimangono  sempre  a  pensare 
le  loro  immagini  nella  nostra  mente. 

G.  BiASi. 


-»  •  «- 


m  POSTULATO  DILL'EQUITALENZA 


1.  La  breve  nota  del  mio  egregio  collega  ed  amico  Giudice,  pubbli- 
cata nel  1^  fascicolo  del  Bollettino  deW associazione  Mathesis,  sembra 
che  risolva  l'importante  quistione  di  dimostrare  il  postulato  dell'equi- 
valenza per  una  via  assai  più  facile  e  sollecita  di  quelle  proposte  in 
precedenza,  ammesso  però  che  si  possa  accettare  senza  discussione 
la  definizione  ch'egli  da  di  grandezze  finite  ed  infinite. 

Su  questa  definizione,  e  sulle  considerazioni  relative  ad  essa  fatte 
dall'altro  mio  amico  e  collega  Sforza  (Bollettino  di  Mathesis  n.  2)  mi 
permetto  di  fare  alcune  modeste  osservazioni,  allo  scopo  d'invogliare 
i  professorì  delle  scuole  secondarie  ad  applicarsi  allo  studio  di  questo 
argomento  interessantissimo,  per  risolverlo  di  comune  accordo  in 
modo  definitivo  e  completamente  soddisfacente. 

2.  Il  Prof.  Giudice  stabilisoe  la  definizione  di  finito  e  infinito  nel 
modo  seguente;  "  Diremo  che  una  grandezza  i  finita,  se  non  è  possibile 
togliere  una  prima  parte,  indi  una  seconda  che  sia  eguale  alla  prima, 
poi  una  terza  che  sia  eguale  alla  prima,  e  così  via  indefinitamente:  se 
invece  sia  possibile  allora  diremo  che  la  grandezza  è  infinita  „. 

Premessa  questa  definizione  il  Prof.  Giudice  dimostra  la  propo- 
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sizione  comunemente  ammessa  come  postulato  per  la  teoria  dell'equiva- 
lenza, cioè  "  se  una  grandezza  A  è  scomposta  in  partii  non  è  possibile 
trascurando  alcune  di  queste  parti  ricomporre  le  altre  in  modo  da  rico- 
stituire la  grandezza  A  stessa  „.  La  dimostrazione  si  può  riassumere 
così.  Supponiamo  che,  trascurando  una  parte  B  di  A  si  possa  colle 
altre  ricostituire  la  grandezza  À.  Allora,  trascurando  una  seconda 
volta  la  grandezza  B,  si  potrà  di  nuovo  costituire  la  grandezza  A,  e 
così  via  indefinitamente,  di  guisa  che  A  dovrebbe  essere  infinita.  Sulla 
dimostrazione  mi  sembra  che  non  ci  sia  nulla  da  obiettare,  e  da  essa 
apparisce  che  il  postulato  sull'equivalenza  discende  da  quello  di 
Archimede;  ma  la  definizione,  sulla  quale  essa  è  basata,  mi  sembra 
un  po'  troppo  indeterminata  e  non  interamente  esatta,  se  non  si 
stabilisce  senza  ambiguità  che  specie  di  parte  si  deve  togliere  suc- 
cessivamente da  una  grandezza  data,  per  stabilire  se  essa  è  finita  o 
no.  £  infatti  per  es.  una  striscia  è  secondo  la  definizione  di  Giudice 
una  grandezza  infinita,  poiché  si  può  da  essa  togliere  successivamente 
e  infinitamente  una  sua  parte  che  sia  un  rettangolo,  ma  è  finita,  se  si 
considera  che  da  essa  si  può  togliere  soltanto  un  numero  finito  di 
volte  successivamente  un'altra  striscia.  Nello  stesso  modo  l'angolo  è 
finito  se  si  confronta  con  altri  angoli;  infinito  se  si  confronta  con 
striscio  0  poligoni. 

Da  questi  esempi  chiaramente  apparisce  che,  come  non  è  possibile 
definire  la  grandezza,  ma  si  possono  definire  le  classi  di  grandezze, 
così  non  si  può  parlare  di  grandezza  finita  o  infinita  individualmente, 
ma  soltanto  di  classi  di  grandezze  finite,  o  infinite,  chiamando  classi  di 
grandezze  finite  (o  di  1*  specie  secondo  il  Bettazzi)  (*)  le  classi  che  sod- 
disfano al  postulato  di  Archimede,  tali  cioè  che  date  due  grandezze  della 
classe  esiste  sempre  una  multipla  della  minore  che  supera  la  maggiore. 

Così,  pur  riconoscendo  che  l'acuta  osservazione  di  Giudice  è  del 
massimo  interesse,  e  che  contiene  probabilmente  il  germe  della  dimo- 
strazione semplicissima,  che  si  dovrà  accettare  come  definitiva,  pure 
ritengo  che  per  ora  non  si  possa  ritenere  la  quistione  come  esaurita, 
finche  non  sia  ben  precisata  la  definitone  di  finito  e  infinito. 

3.  Passiamo  alla  nota  di  Sforza  che  si  può  riassumere  così. 

Premessa  l'osservazione  che  la  definizione  di  finito  data  dal  Giu- 
dice coincide  col  postulato  di  Archimede,  egli  fa  il  seguente  sillogismo. 


(*)  Bettazzi,  TmHo  deU«  grandezmé,  §  50.  Pisa  1890. 
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Ogni  grandezza  che  soddisfa  al  postulato  di  De  Paolis  relativo  al* 
l'equivalenza  è  finita. 

Il  segmento  soddisfa  al  postulato  di  De  Paolis  (V.  De  Paolis,  Elem. 
di  geom.  pag.  42  n.  56). 

-^Dunque  il  segmento  soddisfa  al, postulato  di  Archimede,  che  almeno 
per  i  segmenti  diventa  un  teorema. 

La  forma  del  sillogismo  è  perfetta.  Vediamo  la  sostanza. 

Non  so  se  il  mio  collega  ha  osservato  che  la  dimostrazione  della 
premessa  minore  (il  segmento  soddisfa  al  postulato  di  De  Paolis)  è  ba- 
sata sui  postulato  della  possibilità  d'invertire  un  segmento.  Dunque 
l'unica  conseguenza  logica  che  si  può  dedurre  dal  detto  sillogismo,  è 
che  il  postulato  di  Archimede  per  il  segmento  è  conseguenza  di  quello 
di  De  Paolis  e  di  quello  della  possibilità  di  far  coincidere  un  seg- 
mento con  se  stesso  rovesciandolo.  Siccome  però  il  sig.  Gerard  ha 
dimostrato  che  l'inversibilità  di  un  segmento  discende  dal  postulato  di 
Archimede,  (*)  vi  è  in  tutto  questo  un  circolo  vizioso.  Piuttosto  da  tutto 
quello  che  è  stato  scritto  parrebbe  si  dovesse  concludere  che  tre 
postulati,  quello  della  inversibilità  di  un  segmento,  quello  dell'equiva- 
lenza, quello  di  Archimede  debbano  essere  raggruppati  in  un  solo,  che 
valga  a  caratterizzare  le  classi  di  grandezze  finite. 

Non  so  come  ciò  si  debba  o  si  possa  fare,  ma  mi  pare  che  la  cosa 
non  sia  impossibile,  e  varrebbe  la  pena  che  molti  se  ne  occupassero. 

4.  Credo  opportuno  di  aprire  qui  una  parentesi. 

Ho  adoperato  sopra  la  locuzione  postulato  di  De  Paolis  per  ripor- 
tare fedelmente  le  parole  del  Prof.  Sforza;  ma  per  amor  di  giustizia 
devo  osservare  che,  se  si  dovesse  dare  un  nome  alla  proposizione 

ormai  tanto  discussa,  questo  dovrebbe  essere  il  nome  di  De  ZoUy  il 

» 

quale  l'enunciò  per  il  primo  fino  dal  1881  e  coi  suoi  pregevoli  opu- 
scoli suir eguaglianza  dei  poligoni  e  dei  poliedri  mise  le  fondamenta  di 
questa  importante  parte  della  geometria  elementare.  Infatti  a  pag.  12 
della  prefazione  ai  Principi  sulF eguaglianza  dei  poligoni  stampati 
nel  1881  (mentre  la  geometria  del  De  Paolis  fu  stampata  nel  1884)  e 
osservato  che  per  trattare  la  teoria  dell'equivalenza  è  necessario  che 
si  ammetta  esplicitamente  quale  assioma  o  si  dimostri,  come  noi  pbocu- 
BAMMO  di  fare,  la  proposizione:  se  un  poligono  è  diviso  in  parti  in  un 


(•)  GÉBABD,  Sur  Véquivaìencé  de  déux  portiùn»  de  droites.  —  Periodico  di  mat.^  Voi.  XI,  pag.  2B. 
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modo  qualunque,  non  è  possibile,  trciscurando  alcune  di  esse  parti,  di- 
sporre le  rimanenti  in  modo  da  coprire  interamente  il  poligono. 

La  dimostrazione  lascia  a  desiderare,  e  sembra  che  lo  stesso  autore 
ne  dubitasse,  poiché  dice  che  egli  ha  procurato  di  dimostrare  la  citata 
proposizione  e  non  che  Tha  dimostrata;  ma  ciò  non  toglie  che  egli 
per  primo  riconoscesse  che  quella  proposizione  era  il  cardine  della 
teoria  dell'equivalenza. 

5.  À  proposito  della  definizione  di  classi  di  grandezze  finite  ricor- 
derò che  il  Bettazzi  nella  sua  pregevole  teoria  delle  grandezze  chiama 
classi  di  2*  specie  assoluta  quelle  classi  di  grandezze,  che  si  possono 
scomporre  in  sottoclassi  ordinarie  di  1*  specie  (separato  da  salti),  in 
modo  che  qualsiasi  multiplo  di  una  grandezza  di  una  sottoclasse  è 
minore  di  qualsiasi  grandezza  della  sottoclasse  successiva.  Ebbene  le 
parti  di  piano  offrono  un  esempio  interessantissimo  di  queste  gran- 
dezze. I  poligoni,  le  striscio,  gli  angoli  costituiscono  tre  sottoclassi  di 
grandezze  di  1*  specie  o  finite,  considerate  separatamente;  ma  prese 
insieme  formano  una  classe  di  2*  specie  assoluta;  e,  chiamando  finiti  i 
poligoni,  possiamo  dire  che  le  striscio  formano  una  classe  di  grandezze 
infinite  di  1^  ordine,  e  gli  angoli  formano  una  classe  di  grandezze  in- 
finite di  2^  ordine. 

In  simil  guisa  le  parti  di  spazio  si  possono  suddividere  in  quattro 
sottoclassi,  poliedri,  prismi  indefiniti,  strati,  diedri  e  angoloidi;  ogni 
sottoclasse  è  finita  o  di  1*  specie;  ma  tutte  insieme  formano'una  classe 
di  2^  specie  assoluta;  e  se  chiamiamo  finiti  i  poliedri,  potremo  dire  che 
i  prismi  indefiniti  costituiscono  una  classe  di  grandezze  infinite  di 
1"  ordine;  gli  strati  una  classe  di  grandezze  infinite  2^  ordine,  e  i 
poliedri  e  gli  angoloidi  una  classe  di  grandezze  infinite  di  3°  ordine. 

Osservo  intanto  che,  se  non  esplicitamente,  almeno  implicitamente, 
in  tutti  i  corsi  di  geometria  si  dice  che  le  grandezze  finite  si  possa  tra- 
scurare in  confronto  delie  infinite,  e  queste  in  confronto  degl'infiniti  di 
ordine  superiore.  Infatti,  quando  si  considerano  due  rette  parallele,  e 
si  dice  che  gli  angoli  corrispondenti  sono  eguali,  si  dice  in  sostanza  che 
una  striscia  è  trascurabile  in  confronto  di  un  angolo.  Anzi  in  un  vecchio 
libro,  il  trattato  di  geometria  del  Luvini,  è  esposta  una  pretesa  dimo- 
strazione del  postulato  delle  parallele  fatta  dal  sig.  Bertrand  basata  su 
questi  principi.  Il  ragionamento  certamente  non  regge,  ed  è  ormai  noto 
che  il  postulato  delle  parallele  è  indimostrabile;  ma  non  si  può  asserire 
che  esso  non  si  possa  trasformare,  e  far  dipendere  da  un  altro. 
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Ora,  se  si  potesse  stabilire  elementarmente  il  concetto  degl'infiniti 
dei  vari  ordini,  e  il  postulato  che  le  grandezze  finite  o  infinite  sono 
trascurabili  in  confronto  degl'infiniti  degli  ordini  superiori,  come  in 
calcolo  infinitesimale  si  stabilisce  che  gl'infinitesimi  degli  ordini  su- 
periori sono  trascurabili  in  confronto  delle  grandezze  finite  o  infinite- 
sime di  ordine  inferiore,  molte  dimostrazioni  di  teoremi  fondamentali 
della  geometria  diverrebbero  di  una  semplicità  sorprendente,  e  lo 
stesso  postulato  delle  parallele  verrebbe  a  collegarsi  con  questi  con- 
cetti. Ecco  degli  esempi. 

a)  Teorema.  —  La  somma  degli  angoli  estemi  di  un  poligono  con- 
vesso è  uguale  a  due  angoli  piatti. 

Infatti  la  somma  degli  angoli  esterni  di  un  poligono  convesso  forma 
tutto  il  piano  (ossia  due  angoli  piatti)  meno  il  poligono  ABCDE,  che, 
essendo  finito,  è  trascurabile  in  confronto  di  un  infinito  di  2^  ordine. 

Corollario.  —  La  somma  degli  angoli  interni  di  un  poligono  di  n 
lati  è  n  —  2  piatti,  e  in  particolare  quella  degli  angoli  di  un  triangolo 
è  eguale  ad  un  angolo  piatto, 

b)  Premessa  la  dimostrazione  del  teorema.  '^  Se  due  rette  tagliate 
da  una  terza  fanno  gli  angoli  corrispondenti  uguali,  esse  non  s'incon- 
trano „y  si  può  stabilire  la  definizione  di  striscia  e  semistriscia,  ed  osser- 
vare che  l'angolo  è  infinito  rispetto  alla  striscia.  Si  deduce  allora  il 

Teorema.  —  Se  due  rette  parallele  sono  tagliate  da  una  terza,  gli  an- 
goli  coniugati  intemi  sono  supplementari. 

Infatti  la  loro  somma  è  un  angolo  piatto  più  una  semistriscia  tra- 
scurabile. 

Corollario.  —  Per  un  punto  non  si  può  condurre  che  una  parallela 
ad  una  retta  data. 

Altrimenti  un  angolo  dovrebbe  essere  uguale  ad  un  altro  angolo 
che  è  una  sua  parte. 

e)  Teorema.  —  La  somma  dei  diedri  esterni  di  tm  angoloide  con- 
vesso è  minore  di  due  diedri  piatti. 

Infatti  essa  è  uguale  a  tutto  lo  spazio  (ossia  a  due  diedri  piatti) 
diminuito  della  somma  dell'angoloide  e  del  suo  opposto  al  vertice,  la 
quale  è  dello  stesso  ordine  d'infinito  dell'intero  spazio.  Perciò  la 
somma  suddetta  dei  diedri  esterni  di  un  angoloide  è  minore  di  due 
diedri  piatti. 

Corollario.  —  La  somma  dei  diedri  interni  di  un  angoloide  con- 
vesso di  n  faxicie  è  compresa  fra  n  e  n  —  2  diedri  piatti. 
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Infatti,  indicando  con  E  la  somma  dei  diedri  esterni,  con  I  quella 

dei  diedri  interni,  con  p  un  diedro  piatto,  si  ha 

I  +  E  =  wi>, 
ed  essendo 

E  <2p, 
segue 

np  >I>(w  — 2)p. 

6.  Questi  esempi,  ed  altri  che  si  potrebbero  trovare,  saranno  suffi- 
cienti a  dimostrare  l'importanza  della  questione,  e  spero  che  invo- 
glieranno  altri  più  abili  di  me  ad  occuparsene.  Questione  che  per 
concludere  si  può  riassumere  in  questi  termini. 

Se^  e  in  guai  $nodo,  si  possa  negli  elementi  di  geometria  stabilire  con 
assoluta  esattezza  per  mezzo  di  un  postulato  il  concetto  di  classi  di  gran- 
dezze finite  e  infinite  dei  vari  ordirti,  e  far  dipendere  da  esso  i  quattro 
postulati  delle  parallele,  della  equivalenza,  di  Archimede,  della  inversibi- 
lità  del  segmento,  delVangolo,  ecc. 

Tengo  però  a  ripetere  che  io  propongo  la  quistione,  ma  non  pre- 
tendo minimamente  di  risolverla.  Anzi  osservo  che  mentre  è  indiscu- 
tibile l'utilità  dì  fondere  più  postulati  in  uno,  di  semplificare  certe 
dimostrazioni,  mettendo  in  certa  guisa  in  evidenza  la  causa  prima  di 
certe  verità,  non  è  egualmente  certa  l'opportunità  di  introdurre  fin  dal 
principio  il  concetto  d'infinito,  che  è  abbastanza  difficile  e  delicato, 
dato  anche  che  si  riesca  a  farlo  con  tutto  il  rigore  desiderabile. 

G.  Lazzeri. 


APPENDICE 

ÀI  FONDAMENTI  PER  UNA  TEORIA  BENERALE  DEI  QRDPPI 

DI  RODOLFO  BETTAZZI 


(v.-  Periodico,  fase.  3,  4,  5  e  6  dell'anno  1896) 


1.  Durante  la  stampa  degli  ultimi  capitoli  del  mio  lavoro  è  comparsa  negli 
Atti  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino  (Anno  1896-97)  una  Nota  del 
Prof.  Burali-Forti,  col  titolo  *  Le  classi  finite  ,,  nella  quale  egli  dimostra  un 
teorema  da  cui  si  può  trarre  profitto  per  togliere  un  dubbio  che  io  avevo  accen- 
nato sussistere  circa  la  validità  di  una  proprietà  esposta  dal  Dedekind. 

Nei  •  Fondamenti  „  io  ho  dimostrato  (§  96  Cor.  2")  che  è  infinito  (cioè,  se- 
condo le  mie  denominazioni,  non  finito,  ossia  che  non  si  può  rendere  semplicemente 
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ordinato  e  limitato)  ogni  gruppo  sviluppabile  (cioè  equivalente  ad  una  sua  parte 
propria);  ma  ho  accennato  (§  96  oss.  1*  e  Nota)  che  la  inversa  non  è  provata 
vera,  non  essendo  priva  di  obiezioni  la  dimostrazione  datane  dal  Dedekind.  Ricor- 
dando che  il  Dedekind  dice  infinito  un  gruppo  equivalente  ad  una  sua  parte  propria 
(gruppo  sviluppabile  secondo  il  mio  linguaggio)  e  finito  un  gruppo  che  non  è  infinito, 
dal  mio  lavoro  si  deduce  che: 

a)  i  gruppi  che  sono  finiti  secondo  la  mia  definizione  sono  tali  anche  secondo 
quella  del  Dedekind  (§  59  Cor.  I"); 

b)  i  gruppi  che  sono  infiniti  nel  senso  del  Dedekind  (sviluppabili)  sono  tali 
anche  nel  senso  usato  da  me  (§  96  Cor.  2°); 

proposizioni  equivalenti  fra  loro,  delle  quali  restavano  dubbie  le  inverse. 
Le  ricerche  del   Prof.  Burali-Forti  portano  a  concludere  che   queste  inverse 
sussistono. 

2.  Il  Prof.  Burali-Forti  parte  dalla  definizione  dei  gruppi  finiti  ed  infiniti  data 
dal  Dedekind  (v.  Burali-Forti,  Nota  citata,  §  2.  Prop.  1,  2).  Per  ogni  gruppo  finito  G 
definisce  poi  un  'gruppo  F,  che  dice  gruppo  (classe)  normale  formato  cogli  enti 
di  G,  colle  seguenti  leggi:  (ivi  §  3  Prop.  1)  —  Vi  suoi  elementi  sono  gruppi 
non  nulli  di  enti  di  G.  —  2"  se  un  elemento  di  F  è  di  potenza  minore  od  uguale 
ad  un  altro  pure  di  F,  il  primo  è  parte  del  secondo  (in  particolare  due  elementi 
equivalenti  sono  identici,  o,  sotto  altra  forma,  tutti  gli  elementi  distinti  di  F  hanno 
disugual  potenza)  —  3"  in  F  vi  è  un  elemento  che  consta  di  un  solo  ente  di  G 
(dirò  tale  elemento  l'elemento  unitario  di  F)  —  4^  per  ogni  elemento  Gp  di  F  che 
sia  diverso  dall'intero  gruppo  G,  esiste  in  G  un  altro  elemento  Gp-f  contenente  un 
ente  di  più,  che  sia  distinto  da  tutti  gli  enti  già  contennti  in  Gp  (elemento  seguente 
a  Gp:  io  dirò  inoltre  Gp  precedente  a  Gp4.) 

Per  un  simile  gruppo  egli  dimostra,  fra  le  altre,  queste  proprietà: 

V  che  esso  è  finito  (ivi  §  3  Prop.  9). 

2^  che  in  esso  ogni  elemento,  che  non  sia  quello  unitario,  ha  il  precedente 
(Prop.  10). 

3**  che  di  esso  fa  parte  G  (Prop.  11). 

4"*  che  in  esso  si  verifica  il  principio  d'induzione  (Prop.  12). 

5^  che  da  ogni  gruppo  finito  (s'intende  secondo  Dedekind)  si  può  dedurre 
almeno  un  gruppo  normale  formato  coi  suoi  enti  (Prop.  13). 

3.  £  facile  allora  il  vedere  che  ogni  gruppo  finito  (secondo  Dedekind)  può 
rendersi  semplicemente  ordinato  e  limiUto. 

Infatti  dal  gruppo  finito  G  si  deduca  un  gruppo  normale  F,  che  esiste  sempre, 
secondo  la  Prop.  13  del  Prof.  Burali-Forti  ora  citata:  poi  si  consideri  il  gruppo  G» 
costituito  dagli  enti  di  G,  ciascuno  dei  quali  è  o  Pente  che  costituisce  Telemento 
unitario  di  F,  o  Tonte  che  si  ottiene  facendo  la  differenza  fra  ciascun  elemento 
di  F  ed  il  suo  precedente. 

Tale  gruppo  coincide  con  G.  Ed  invero: 

I.  Ogni  ente  di  G  comparisce  in  Go.  Perchè  se  a  è  un  ente  di  G,  esso  appartiene 
a  tutti  gli  elementi  di  F,  quindi  anche  a  quello  unitario,  e  perciò  al  gruppo  G». 
Se  a  non  appartiene  a  tutti,  ma  manca  in  qualcuno  (in  tutti  no,  appartenendo 
almeno  a  G  che  è  elemento  di  F)  non  può  mancare  nel  seguente  di  ogni  elemento 
di  F  in  cui  manca,  perchè  dovrebbe,  per  il  principio  di  induzione  di  F,  mancare 
in  tutti;  e  quindi  se  oc  mancherà  in  un  elemento  Gp  e  non  nel  seguente  Gp4.,  verrà 
ad  appartenere  a  G^,,  perchè  a  sarà  la  differenza  fra  Gp^-  e  Gp. 

li.  Ogni  ente  di  G  comparisce  in  Go  una  volta  sola.  Perchè  infatti  se  a  com- 
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« 

parisce  una  volta  come  differenza  fra  Gp+  e  Gp  ed  un'altra  come  differenza  fra  Gq 
e  Gq,  dove  Gp  è  distinto  da  Gq,  allora  essendo  p.  es.  Gp  di  potenza  minore  a  Gq. 
sarebbe  Gp4.  di  potenza  minore  od  uguale  a  Gq,  e  quindi  per  la  definizione  del 
gruppo  normale  sarebbe  Gp^-  parte,  propria  o  no,  di  Gq,  ed  in  Gq  comparirebbe  a,  e 
non  potrebbe  a  essere  la  differenza  fra  Gq-|-  e  Gq  per  il  modo  con  cui  si  prende  il 
seguente  di  Gq. 

Se  in  tale  gruppo  Go  si  prende  come  ente  o  (§  31)  di  un  ente  a  cbe  provenga 
dalla  differenza  fra  Gp-f.  e  Gp  quello  che  proviene  dalla  differenza  dei  due  elementi 
seguenti  a  questi,  e  come  ente  originario  quello  costituente  l'elemento  unitario 
di  r,  il  gruppo  risulta  chiaramente  bene  ordinato,  ed  è  anche  limitato  avendo  per 
ente  finale  la  differenza  fra  Telemento  G  ed  il  suo  precedente.  Inoltre  esso  è  catena 
dal  suo  ente  originario,  giacché  sodisfa  chiaramente  al  principio  d'induzione  a  cui 
sodisfa  r.  Ciò  è  quanto  si  voleva  dimostrare. 

4.  Si  vede  da  quanto  precede  che  un  gruppo  che  è  finito  secondo  Dedekind  è 
finito  anche  nel  senso  usato  da  me.  Perciò  è  vera  la  inversa  della  a)  e  quindi 
anche  quella  della  b).  * 

I  concetti  di  gruppo  finito  e  di  infinito  dati  nei  miei  *  Fondamenti  ,  non  si 
differenziano  dunque  per  la  sostanza  da  quelli  del  Dedekind,  come  prima  della  dimo- 
strazione della  Prop.  IS  del  Prof.  Burali-Forti  era  legittimo  il  dubitare  (v.  Intro- 
duzione e  §  96  dei  miei  *  Fondamenti  ,  ed  anche  il  §  10  della  mia  Nota  *  Gruppi 
finiti  ed  infiniti  di  enti  ,). 

La  denominazione  di  gruppo  sviluppabile  potrà  quindi  d'ora  in  là  essere  sop- 
pressa, equivalendole  l'altra  di  gruppo  infinito;  salvo  a  mantenerla  provvisoriamente 
nello  svolgere  la  teoria,  fin  quando  si  vegga  opportuno  di  usare  il  relativo  con- 
cetto anche  senza  aver  dato  la  definizione  di  gruppi  finiti  ed  infiniti. 

5.  La  coincidenza  delle  due  definizioni  di  gruppo  finito  le  dimostra  opportune 
entrambe,  perchè  ciascuna  dà  (o  come  punto  di  partenza  o  come  teorema)  le  due 
diverse  proprietà,  ugualmente  importanti,  delle  quali,  da  qualunque  punto  di  vista 
si  consideri,  interessa  sia  dotato  un  gruppo  che  voglia  dirsi  finito. 

Quale  delle  due  definizioni  sia  da  preferirsi,  non  spetta  a  ne  qui  il  decidere. 
Il  Prof.  Burali-Forti  obietta  alla  mia  definizione  che  iioa  è  necessario  il  ricorrere 
al  concetto  di  ordine  per  definire  il  gruppo  finito,  non  avendone  egli  fatto  uso. 
Questa  osservazione  è  scientificamente  giusta;  ma  giacché  per  mettere  in  rilievo 
le  proprietà  più  notevoli  del  gruppo  finito  egli  ricorre  ai  gruppi  normali  dai  quali 
quasi  spontaneamente  scaturisce  la  proprietà  dell'ordinabilità  che  così  trovasi  in- 
clusa anche  nel  suo  modo  di  considerare  il  gruppo  finito,  io  credo  che,  didattica- 
mente, sia  più  conreaiente  il  ricorrere  esplicitamente  al  concetto  di  ordine,  che  può 
gettare  assai  luce  sulla  definizione  di  gruppo  finito.  Resta  inoltre  il  fatto  che, 
seguendo  il  Dedekind,  occorre  definire  prima  il  gruppo  infinito  e  poi  il  gruppo 
finito,  o  dare  questo  con  una  proprietà  negativa  (impossibilità  che  una  sua  parte 
propria  sia  equivalente  all'intero  gruppo),  mentre  colla  mia  definizione  si  dà  prima 
direttamente  l'idea  di  gruppo  finito;  il  che  a  mio  credere,  specialmente  nell'in- 
segnamento, offre  un  notevole  vantaggio. 

Torino,  Gennaio  1897. 
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SOL  NOMERÒ  DELLE  CIFRE  DFX  PERIODO 

NELLE  FRAZIONI  DECIMALI  PERIODICHE  (*) 


I.  E  noto  che  la  frazione  propria  irriducibile  -r ,  il  cui  denomina- 
tore b  è  primo  con  2  e  con  5,  convertita  in  decimale  dà  luogo  a  una 
frazione  petnodica  semplice;  da  questa  si  ritorna  alla  generatrice  -r  per 

mezzo  della  frazione  avente  per  numeratore  il  periodo  P  e  per  denomi- 
natore 10"»—  1,  essendo  n  il  numero  delle  cifre  del  periodo,  compresi  gli 
zeri  che  possono  precedere  le  cifre  significative  di  P;  si  ha  cioè 

P 

b  -  io«»  -  r 

e  quindi,  poiché  -t  è  irriducibile,  dovrà  essere  10°  —  1  divisibile  per  b, 

ossia 

(1)  10"  ^1     (mod  b), 

dove  n  è  il  minimo  esponente,  diverso  da  zero,  che  soddisfa  alla  (1). 
Come  si  vede  il  valore  di  n  è  affatto  indipendente  da  a,  opperò  potrebbe 
toglierai  la  restrizione  ammessa  a<Zb;  e  cosi  pure  rispetto  a  6,  che  ab- 
biamo supposto  primo  con  2  e  con  5,  non  s'è  nulla  tolto  alla  generalità 
della  quistione,  perchè  il  valore  di  n  dipenderà  sempre  e  soltanto  dai  fat- 
tori di  b  differenti  dal  2  e  dal  5;  questi  ultimi  fattori,  come  si  sa,  in- 
fluiscono solamente  BnW antiperiodo. 

In  quel  che  segue  chiameremo  per  brevità,  n  e  6  numeri  corrispondenti: 
2.(**)  Proprietà  fondamentale  del  numero  n.  —  Dalla  teoria  delle  con- 
gruenze si  ha  che  la  (1)  è  sempre  verificata  (teorema  di  Format  genera- 
lizzato) dal  numero  ^  (b),  indicando  con  questa  funzione  il  numero  dei 
nupneri  inferiori  a  6  e  primi  con  esso  ;  come  pure  sappiamo  che  il  valore 
di  n  deve  esser  dato  da  un  divisore  di  ^  (6),  non  escluso  qp  (6)  stesso. 
Questa  proprietà,  sebbene  non  determini  il  valore  di  n,  tuttavia  lo  li- 
mita ai  soli  divisori  di  ^  {b). 


(*)  Questo  lavoro  cbo  contiene  la  lisoluzione  delle  quistioni  327,  328,  329,  330,  331  proposte  dal 
Prof.  Bonolis  nel  1"  fascicolo  del  corrente  anno  fu  inviato  dall'autore  al  Prof.  Frattini  fino  dallo 
scorso  Nov.,  ma  Vattualo  direzione  non  ne  ebbe  notizia  altro  che  dopo  la  pubblicazione  del  1"  fase; 
i  professori  Bonolis  e  Bettini  dunque  sono  giunti  agli  stessi  risultati,  ignorando  ciascuno  il  lavoro 
deiraltro.  (Nota  di  6.  Lazzebi). 

(**)  Le  proprietà  accennate  in  questo  e  nel  seguente  §  si  possono  leggere,  esposte  con  metodo 
anche  più  elementare,  nella  nota  "  sulle  frazioni  decimali  periodiche  ^  del  compianto  Prof.  Lugli,  in- 
serita nel  Voi.  II.  faHC.  6**  del  presente  Periodico. 
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Se  Ò  è  primo  si  ha 

cp  W  =  ^  -  1. 
mentre  invece  quando  siano  a,  ^ .  .  .  i  fattori  primi  disuguali  di  b,  si  ha 

^(*)  =  6(i-i)(i_i)...     <6-i,. 

risulta  pertanto  che  il  massimo  valore  di  n,  cioè  6—1,  può  aversi  so- 
lamente nel  caso  che  b  sia  primo. 

3.  //  valore  di  u  si  può  determinare  per  mezzo  dei  numeri  n,,  n, . . . 
che  corrispondono  ai  fattori  primi  disuguali  di  b.  —  Supponiamo  in  primo 
luogo  6  =  a.p.Y«'*«»  con  a,  p,  y  •  •  •  •  fattori  primi  tutti  diflferenti  tra 
loro,  e  si  siano  trovati  i  minimi  esponenti  che  soddisfano  alle  congruenze 

IQni  =  1  (mod  a) 

10°«  =  1  (mod  p) 

10°»  =  1  (mod  y) 


Poiché  a,  p,  Y  *  -  -  '  ^^°^  primi  fra  loro,  il  minimo  comune  multiplo  di  n^ 
^2  7  ^s)  •  •  •  •  sftì*^  il  valore  di  n  che  corrisponde  a  d,  non  potendosi  con  un 
numero  più  piccolo  verificare  contemporaneamente  la  congruenza  10°  ^  1 
(mod  b)  e  tutte  le  antecedenti. 

Pel  caso  di  più  fattori  uguali  limitiamoci  a  porre 

con  A  !>  2,  e  dimostriamo  che  se  n,  corrisponde  ad  a,  Uia^"*  dovrà  cor- 
rispondere a  b,  purché  non  sia 

lO^i  =  1  (mod  a*). 

Infatti  per  quel  che  s'  è  detto,  dovendosi  avere 

lO^i  =  1  (mod  a) 

e  10»^  ^  1  (mod  b)  e,  a  fortiori,  (mod  a) 

sarà  necessariamente  n  =  n,K;  e  perchè  10°i  —  1  è  divisibile  perire  non 
per  a*,  si  avrà 

(2)  10°i  =r  1  4-  a(Z, 

dove  q  è  primo  con  a.  Elevando  la  (2)  alla  potenza  K,  e  sviluppando 
colla  formola  del  binomio,  si  ha 

10°  -  1  =  oLKq  +  i^i^— ^aV  + ; 

questa  eguaglianza,  divisa  successivamente  per  a*,  a*-  •  •  *,  ci  porta  facil- 
mente a  concludere  che  deve  essere  K  multiplo  di  a*^"*  ;  e  perchè  è  suf- 
ficiente elevare  la  (2)  alla  potenza  a^~*,  affinchè  si  abbia  10°  :^  1  (mod  6), 
sarà  K  =  a^"'  e  quindi  n  =  n^  a**"* . 

Se  poi  insieme  alla  10°i  zz  1  (mod  a),  si  ha  pure 

10°i  ?EI  1  (mod  a**) 


PERIODICO   DI  MATEMATICA.  45 

con  2^s^hj  si  avrà  subito  con  ragionamento  analogo  al  precedente 
n=n^  a**~" .  Del  resto  il  caso  ora  considerato  ò  assai  raro,  come  osserva  il  Lu- 
cas(Théorie  desNombres  p.  423),  perchè,  per  numeri  primi  inferiori  a  1000, 
solamente  il  8  e  il  487  verificano  contemporaneamente  le  congruenze 

IQoi  =  1  (mod  a)  e  (raod  a*). 

Biassnmendo,  risulta  che  «  se  b  =  od^  ,^^  . , ., ,  il  corrispondente  valore 
di  n  sarà  sempre  dato  dal  minimo  multiplo  comune  dei  vari  prodotti 

n^  a^-» ,  n,  ^'^ . . . . ,   che  separaìamente  si  ricavano  da  a^  ,  S'' »  ; 

epperò  in  seguito  supporremo  sempre  che  b  sia  uguale  a  un  numero  primo  p 
differente  dal  2  e  dal  5. 

4.  Teorema.  —  Il  valore  di  n,  che  corrisponde  a  un  numero  primo  p, 
è  dato  dal  quoto  rfi  p  —  1  per  il  massimo  comun  divisore  rfe  p  —  1  e  del- 
l'indice di  iO  rispetto  al  modulo  p. 

I  numeri  r,  pei  quali  ;}  —  1  è  il  primo  valore  dell'esponente,  per  cui 
si  abbia  r**  ^  1  (mod  p)  si  chiamano  radici  primitive  di  p,  e  hanno  la 
proprietà  di  dare  un  sistema  àkp  —  1  resti  incongrui  per  tutti  i  valori 
da  1  2k  p  —  1  dell'esponente;  esiste  pertanto  un  numero  x  (indice  di  10 
rispetto  alla  base  r),  per  il  quale  si  ha 

(3)  r»  =  10  (mod  p). 

Elevando  alla  potenza  n,  si  ha 

r"  =  10°  =  I  (mod  p)  ; 

e  dovendo  essere  xn  =  multiplo  di  p  —  1,  il  valore  di  n  sarà  dato  dal 

p— 1 

quoto »  dove  m  è  il  m.  o.  d.  di  p  —  1  e  a;.    Cosi   il  problema  che 

ci  eravamo  proposti  è  completamente  risoluto  servendoci  ó^una  tavola  delle 
radici  primitive  e  degli  indici  dei  numeri  primi  ;  in  essa  ritroveremo  su- 
bito se  il  10  è  o  no  radice  primitiva  di  p;   nel  primo  caso 

w  =p  —  1; 

nel  secondo  caso,  calcolato  il  m.  e.  d.  mdip  —  1  e  dell'  indice  di  10^  si  ha 

n  = . 

m 

Osservazione.  —  Indipendentemente  dalle  tavole  ora  nominate,  poco 
diffuse  e  sempre  abbastanza  ristrette,  in  moltissimi  casi  si  possono 
stabilire  dei  criteri  per  avere  il  valore  di  «  o  almeno  là  forma  di  questo 
numero,  come  vedremo  in  seguito.  Del  resto  per  numeri  p  che  non  si 
trovino  in  dette  tavole,  si  può  ottenere  agevolmente  il  corrispondente  va- 
lore di  n,  operando  per  congruenze  e  tenendo  conto  della  proprietà  fon- 
damentale, per  la  quale  sappiamo  che  in  questo  caso  n  deve  essere  un 
divisore  di  p  —  1. 

5.  Teorema.  —  Per  numeri  primi  della  forma  * 

8K  ±  3  e  terminati  per  1  ovvero  per  9 
8K±1  »  »3  »  7 

il  corrispondente  valore  di  n  è  sempre  pari. 
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Ripigliamo  la  relazioDe  (3) 

r*  =  10  (mod  p), 

e  supponiamo 

10  *  =-1  (mod  p), 

ammettiamo   cioè   che   il  10  sia  noti  residuo  quadratico  di  p,  ciò  che  il 

Legendre   esprimeva  simbolicamente  coU'eguaglianza   ( — 1  =  —  1.  Ele- 

»—  1 
vando  la  (3)  alla  potenza  — ^ — ,  si  ha 

r     «    ^  —  1  (mod  p), 

e  questa  congruenza  non  potrebbe  sussìstere,  se  fosse  co  divisibile  per  2, 
perchè  in  tale  ipotesi  il  2**  membro  deve  essere  1  ;  pertanto  essendo  a: 
dispari,  x.n  multiplo  di  p  —  1,  e  quindi  pari,  sarà  n  numero  pari,  ed 
anzi  avrà  per  fattore  la  massima  potenza  di  2  contenuta  in  />  —  1  ;  da 
ciò  concludiamo:  n  è  sempre  pari  in  ÈUtti  t  casi  in  cui  il  iO  è  non 
residuo  quadratico  di  p. 

E  facile  ora  determinare  la  forma  di  tutti  i  numeri  p  di  cui  il  10  è 
non  residuo y  servendoci  delle  proprietà  del  simbolo  di  Legendre.  Nel  nostro 
caso  abbiamo 

\PÌ  "  Ip/  U/       ""    *    . 
Kicordiamo  inoltre  che 

j — j  =1       se  p  è  della  forma  8K  ±  1, 

1       »  »  8K  ±  3  ; 

di  più  per  la  legge  di  reciprocità 

ove  a  è  il  resto  della  divisione  di  p  per  5,  ove  cioè  a  è  la  cifra  delle 
unità  di  p,  diminuita,  se  occorre,  di  5.  Quando  il  valore  di  a  è  1  ovvero  4, 
ossia  quando  p  termina  per  1  ovvero  per  9 

(4)-(l)  =  >; 

se  poi  a  è  2  ovvero  5,  cioè  quando  p  termina  per  7  ovvero  per  3,  si  ha 

tanto  che 

1        quando  p  termina  per  1  ovvero  per  9 


(D- 


(7)= 
(7)=- 


1         »       »  »  3  »  7. 
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Combinando  tra  loro  i  resultati  ottenuti,  relativi  a  (— i  e  a/  —  )  ,  conclu- 

'  \PÌ     •  [pi 

diamo  che  si  avrà  I — 1  =  —  1,  ossia  che  il  valore  di  n  sarà  pari,  quando 

il  numero  p  soddisfa  all'una  o  all'altra  delle  condizioni  poste  nel  teo- 
rema. 

Osservazione,  -—  E  importante  per  la  pratica  riconoscere  a  priori 
quando  n  è  pari,  perchè  in  tal  caso  trovato  il   1®  semiperiodo  decimale 

corrispondente  alla  frazione  -r-  ,  l'altro  semi  periodo  è  formato  colle  cifre 

complementari,  rispetto  a  9,  delie  antecedenti.  (Vedi  Mem.  citata.) 

6.  Classi  di  numeri  p  pei  quali  w*  Aa  n  =  p  —  1.  —  Tra  i  numeri 
considerati  nel  teorema  antecedente,  e  tra  essi  soltanto,  vi  saranno  cer- 
tamente quelli  per  cui  n  =  p  —  1,  tali  cioè  che  hanno  per  radice  primi- 
tiva il  10,  e  che  quindi  danno  luogo  al  massimo  valore  di  n  possibile.  Se 
ne  possono  trovare  alcune  classi  molto  semplicemente: 

1*  Ai  numeri  primi  di  Gauss  maggiori  di  5,  dati  dalla  formula 
p  =3  2*"  4-  1,  dove  h  è  una  potenza  di  2  deve  corrispondere  n  =  p  —  1, 
perché,  come  sopra  s'è  detto,  n  deve  essere  divisìbile  per  la  massima 
potenza  di  2  contenuta  ìnp  —  1;  questi  numeri  p  finora  conosciuti  sono: 
17,  257,  65587. 

2*.  Se  jp  è  della  forma  voluta,  ed  è  uguale  a  2pj  +  1,  con  p,  primo, 
si  avrà  sempre 

w  =  2p,  =  p  —  1 

tranne  il  caso  di  p  «=  11,  unico  numero  ohe  verifichi  la  congruenza 
10*  =  1  (mod  p). 

Si  trovano  in  queste  condizioni  i  numeri 

59,  167,  179,  268,  383 863,  etc. 

3^  Qualunque  sia  il  numero  primo  p,,  purché  terminato  per  7,  se 
si  ha 

p  «  4pj  4-  1, 

si  avrà  pure  in  ogni  caso  n  =  p  —  1,  perchè  nessun  numero  p  di  questa 
forma  verifica  la  congruenza 

10*  =  1.    (mod  p)  ; 
Esempi:  Da 

p,  =  7,  37,  67,  97 

si  ottime 

p  =  29,  149,  269,  389 

Nessun  altro  numero  pj  che  termini  con  cifra  differente  da  7  può  dare 
di  tali  numeri  p,  perchè  4pj  +  1  risulterebbe  della  forma  8K  —  3  e  ter- 
minato per  3  ovvero  per  7. 

4".  In  generale  i  numeri  primi  terminati  per  3  ovvero  per  7  e  della 
forma  2'*Pj  +  Ij  con  A  ">  2  e  p^  primo,  avranno  per  radice  primitiva  il  10, 
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ad  eccezione  di  quei  pochi  ohe  potessero  verificare  la  congruenza 

lO^'^^l  (mod  p) 

e  fossero  della  forma  voluta. 

Cosi  per  es.  238,  857  etc.  e  tutti  gli  altri  della  forma  2*p^  4  1  hanno 
sempre  per  radice  primitiva  il  10,  ad  eccezione  del  137,  unico  per  cui 
si  abbia 

10*  =1     (mod  p). 

Lo  stesso  dicasi  dei  numeri  della  forma  2*p^  +  1,  nessuno  dei  quali,  ec- 
cettuato il  17,  verifica  la  congruenza 

10^°=  1     (mod  p). 

Per  es.  113,  593,  977,  1553,  etc. 

Osservazione.  —  Siccome  i  numeri  p  delle  classi  ora  considerate  non 
possono  terminare  che  per  una  delle  cifre  3,  7,  9,  s' intende  come  siano 
poco  frequenti  i  numeri  terminati  per  1,  e  che  hanno  il  10  per  radice  pri- 
mitiva; i  primi  che  si  trovano  sono  61,   131,   181,  461. 

7.  Condizione  necessaria  e^ suificiente  perchè  n  sia  dispari.  —  Le  con- 
dizioni sufficienti  stabilite  nel  §  5,  affinchè  n  sia  pari,  non  sono  tuttavia 
necessarie,  tanto  che  n  può  esser  pari  anche  in  altri  casi.  Prendiamo 
perciò  a  considerare  i  numeri  primi  p,  che  hanno  il  10  per  residuo  qua- 
dratico ;  quanto  alla  loro  forma,  per  quel  che  s'  è  detto  al  §  5,  dovrà  essere 

p  =  8  K  ±  l  e  terminato  por  1  ovvero  per  9 
^^  p  =  8K±3  »  »3  »  7, 

e  noi  sappiamo  solamente  che  per  essi  deve  aversi 

p-i 
10  "^  =  1     (mod  p). 

In  tale  ipotesi,  quando  p  =  2ef  -f  1,  con  d  dispari,  anche  n  è  certamente 
dispari,  e  per  di  più  se  c^  è  primo  si  ha  addirittura  n  =  d;  per  es.  da 

p  =  107,  227,  3119 abbiamo  senz'altro  n  =  5:J,   113,   1559 ;  ma 

quando  p  =  2**  e?  +  1  con  A  >- 1,  può  benissimo  il  valore  di  n  esser  pari 
come  avviene  pei  numeri  : 

r  13,  197,  293 della  forma    4d  +  1 

p  =  |  89,  281,  2521 »  8d  +  l 

[  241,  1009 »  16rf  -f  1  etc. 

E  difatti  per  avere  n  dispari  non  basta  che  sia  il  10  residuo  quidratico 
di  p,  ma,  come  sappiamo,  deve  essere  almeno  residuo  d'ordine  2**  ,  dove 
2^  ò  la  massima  potenza  di  2  contenuta  in  j9  —  1;  si  riconosce  poi,  che 
quest'ultima  condizione  è  anche  sufficiente,  ma  quando  non  è  soddisfatta 
ancora  per  numeri  della  forma  (4)  si  ha  che  n  è  pari.  Spetta  alla  teoria 
generale  dei  residui  determinare  con  metodi  facilmente  applicabili  le  con- 
dizioni per  le  quali  il  10  è  un  residuo  d'ordine  2^  dei  numeri  p  =  2**  rf  +  1; 
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risolnta  qaesta  qnistione  ben  s'intende  il  vantaggio  ohe  se  ne  può  trarre^ 
quando  si  pensi  che  i  pochi  resultati,  che  siamo  venuti  accennando,  sono 
stati  ricavati  dal  considerare  il  10  come  residuo  o  non  residiu)  quadratico, 
8.  Tavola  dei  valori  di  n  corrispondenti  ai  numeri  primi  sino  a  277: 


p 

n 

P 

n 

P 

n 

3 

1 

79 

13 

179 

178 

7 

6 

83 

41 

181 

180 

11 

2 

89 

44 

191 

95 

13 

6 

97 

96 

193 

192 

17 

16 

101 

4 

197 

98 

19 

18 

103 

U 

199 

99 

23 

32 

107 

53 

211 

30 

29 

28 

109 

108 

223 

222 

31 

15 

113 

112 

227 

113 

37 

3 

127 

42 

229 

228 

41 

5 

131 

130 

233 

232 

43 

• 

21 

137 

8 

239 

P7 

i 

47 

46 

139 

46 

241 

30 

53 

13 

149 

148 

251 

50 

59 

58 

151 

75 

257 

256 

61 

60 

157 

78 

263 

262 

67 

33 

163 

81  . 

269 

268 

71 

35 

167 

.   166 

271 

5 

73 

8 

173 

43 

277 

69 

L'opportunità  di  avere  una  tavola  abbastanza  estesa  dei  valori  di  n 
sarà  sufficientemente  spiegata  dalle  seguenti 

Applicazioni  :   V  Vogliasi  trovare  il  numero  n  corrispondente  a 

6  =  113778  =  2.  8».  7^43; 

prescindiamo  dal  fattore  2  di  6  e  sotto  gli  altri  scriviamo  i  valori  n^0L^~* 
con-ispondenti  (V.  §  3),  con  Tavvertenza  che  10  :^  1  (mod  3*) 

3»         7'        43 
^  3         6.721; 

ora  esondo  42  il  m.  m.  e.  di  questi  ultimi  numeri  sarà  n  ==  42. 

2'.  Serviamoci  dei  valori  di  n  per  scomporre  in  fattori  primi  le  espres- 
sioni della  forma  10**  ±  1  ;  per  es.  10^®  —  1  :  scriviamo  in  una  riga  tutti 
i  divisori  del.  16,  e  sotto  di  essi  i  numeri  p  corrispondenti  quali  si  tro- 
vano nella  tavola  superiore 

12         4  8  16 

3^      11      101     73.187     17. 

Il  prodotto  di  questi  fattori,  eccettuato  il  17,  dà  10*  —  1,  opperò  gli  altri 
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divisori  richiesti,  tra  cui  il  17,  si  avranno  da  10^  +  1  e  saranno  tutti  della 
forma  16k  +  1;  fatto  quest'ultimo  calcolo,  finalmente  otteniamo: 

10««  -  1  =  3* .  Il  .  17  .  73  .  101  .  137  .  5882353. 

Il  caso  ora  presentatosi,  in  cui  i  divisori  di  10*  -f  1  sono  tutti  della 
forma  16k  +  1,  vale  soltanto  quando  l'esponente  di  10  è  una  potenza  di  2; 
ma  in  generale  per  la  scomposizione  di  10**  +  1  dovremo  ricercare  tutti 
i  numeri  p  che  corrispondono  a  n  =  2^d,  dove  2"  indica  la  massima  po- 
tenza di  2  contenuta  in  2/^,  e  d  ognuno  dei  divisori  dispari  di  A,  Punita 
compresa;  infatti  dovendosi  scomporre  10***  —  1  =  (10**  —  1)(10'*  f  1), 
tutti  i  fattori  primi  di  quest'espressione  si  avranno  in  corrispondenza 
dei  vari  divisori  di  2h,  i  quali  si  possono  ordinare  in  due  gruppi  :  se 
poniamo  nel  primo  gruppo  tutti  i  divisori  di  A,  nel  secondo  vi  rimar- 
ranno soltanto  quelli  della  forma  2"a;  e  perchè  ai  numeri  del  primo 
gruppo  corrispondono  tutti  i  fattori  primi  di  10"*  —  1,  dovranno  neces- 
sariamente ai  numeri  del  secondo  gruppo  corrispondere  i  fattori  primi 
di  10**  +  1,  i  quali  pertanto  saranno  della  forma  p=  28rfA+  1.  Abbiasi 
pur  es.  10'  4  1  : 

n=    2,        6,         18 

p=ll        7.13       19 
e  quindi 

10»+  1  =  7.  11.  13.  19.52579. 

Osimo,  novembre  1896. 

B.  Bbttini 


CORDE  NOTEVOLI  DEL  TRAPEZIO 


I.  Prendiamo  a  considerare  un  trapezio  qualunque  AÀ'BB',  le  cui 
basi  AA',  BB'  indicheremo  risp.  con  a  e  6  (a  >  6).  Diremo,  per  b|0vità, 
corda  u  un  segmento  EE'  parallelo  alle  basi  e  terminato  ai  lati  <Xliqui. 
Congiunti  coi  vertici  i  due  punti  F  e  F',  nei  quali  la  corda  è  segata  dalle 
diagonali  del  trapezio,  verranno  determinati  sulle  due  basi  rispettivamente 
due  punti  D  e  D'  e  altri  due  C,  C\  È  chiaro  intanto  che  essendo: 

EF  ;  AA'  =  E'F'  :  AA' 

sarà  EF  -  E'F',  e  quindi  anche  EF'  =  E'F.  Ne  segue  subito  che  sarà 
AD  =  A'D'  =  ^,  e  BC  =  B'C  =  y. 

Gonducendo  poi  da  un  estremo  della  corda  la  parallela  a  un  lato  obli- 
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quo,  e  dicendo  h^^  h^  le  distanze  che  essa  ha  dalle  basi,  si  rendono  evi- 
denti le  proporzioni  : 

(I)  a  —  u  :  u  ^  b  =  h„:  h^  =  X  :  b  =  a  :  y 

Confrontando  il  primo  rapporto  col  terzo  e  col  quarto  rispettivamente,  se 
ne  deduce 

bja-^  x)      a{b  +  t/)^ 

(II)  w  =  — — = ; 

e  confrontando  il  terzo  col  quarto, 

(III)  xy  =  ab. 

Quest'ultima  eguaglianza  potendosi  anche  scrivere 

a:  X  =  y  :  b, 
dà,  a  causa  della  (L) 

a  —  X  :  y  ^  b  =  X  :  b  =  ha  :  hi. 

E  se  ne  deduce  che  i  triangoli  A'DE,  B'CB  sono  simili,   opperò  che 
D,  E,  C  sono  per  diritto.  Saranno  parimente  per  diritto  D',  E'  C. 


Otteniamo  in  tal  modo  due  trapezi  ABCD,  A'B'C'D',  che  per  un  mo- 
mento diciamo  annessi  al  dato,  l'area  dei  quali  sta  all'area  del  dato  nel 

rapporto  —-^  • 

2.  Diremo  simmetrica  di  u  la  corda  u^  che  dista  da  una  base  quanto  u 
dista  dall'altra.  Per  la  (I)  si  ha  * 

a  —  u  :  u  —  b  =i  u'  —  b  :  a  —  u\ 
onde 

(IV)  w  4-  w'  =  fl  4-  6. 

Due  corde  simmetriche  hanno  quindi  somma  costante.  Dalla  (I),  e  pre^ 
cisamente  dalla  h^:  hi,  =  x  :  6,  si  ricava  che  le  x  di  due  corde  simmetriche 
hanno  costantemente  il  prodotto  6^.  Analogamente  si  prova  che  le  y  hanno 
costantemente  prodotto  =  a^. 
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Si  diranno  invece  coniugate  due  corde  che  hanno  costantemente  il  pro- 
dotto =  ah. 

3.  Vediamo  anzitutto  quando  avvenga  che  i  trapezi  annessi  equival- 
gono al  dato.  Occorrerà  a  tal  uopo  che  J?  -f  2/  sia  =  a  +  6.  Ora  essendo  già, 
per  la  (III),  xy  =  abj  dovrebbe  essere  x  =  a^  y  ^  b^  oppure  as  =  b,  y  =  a. 

Nel  primo  caso  i  trapezi  annessi  vengono  a  coincidere  col  dato,  i 
punti  F  e  F'  coincidono  in  0,  e  la  corda  passa  quindi  per  il  punto  d4n- 
contro  delle  diagonali,  ed  è  ivi  dimezzata.  Oltre  a  ciò  avendosi 

a  ^  u  :  u  —  b  =  a  :  bj 

la  u  risalta  media   armonica  fra  a  e  b.  opperò  eguale  a  r'  (') 

Nel  secondo  caso  avendosi  dalla  (I)  h„  =  Jh ,  la  corda  passa  a  eguale 

distanza  dalle  basi.  Oltre  a  ciò,  poiché  a  —  u  =  u  —  /',  sarà  u  =  — ^r — , 

cioè  u  è  media  aritmetica  fra  a  e  b,  cosa  del  resto  notissima. 

Se  infine  si  pone  la  condizione  che  uno,  opperò  anche  l'altro  trapezio 
annesso  diventi  un  parallelogrammo,  dovendo  allora  essere  x  =  y  =  ^abì 
per  la  (III),  si  vede  ohe  la  corda  risulterebbe  eguale  alla  base  di  questi 
parallelogrammi  stessi,  opperò  alla  media  geomètrica  fra  a  e  b, 

4.  Rispetto  alle  corde  simmetriche  osserviamo  anzitutto  che  la  sim- 

a  -\-  b 
metrica  di  sé  stessa  è  per  la  (IV)  =  — ^ — ,  cioè  la  media  aritmetica  fra 

le  basi,  il  che  è  noto.  La  simmetrica  invece  della  corda  u,  che  soddisfa 
alla  a  —  u  :  u  —  b  -^  a  :  b,  cioè  della  media  armonica,  soddisfarà  alla 
a  —  w'  :  w'  —  6  =  ^  ;  a,  essendo  il  rapporto  a  ^  u'  \  u'  —  b  eguale  a 
quello  delle  distanze  fra  la  u.'  e  le  basi.  Ciò  è  quanto  dire  che  la  t^'  sarà 

a*  +  è' 

eguale  alla  media  antiarmjonica  -—r  ^^^  le  basi. 

°  a  -{-  b 

Rispetto  invece  alle  corde  coniugate  si  vede  subito  dalla  definizione 

data,  che  la  coniugata  di  sé  stessa  è  Vab^  cioè  la  media  geometrica;  e 

la  coniugata  della  media  aritmetica  è  la  media  armonica, 

5.  Abbiamo  cosi  trovato  quattro  corde,  già  notevoli  per  altre  loro  pro- 
prietà, le  quali  servono  a  rappresentare  in  modo  affatto  intuitivo  le  quat- 

tro  medie  fra  a  e  è,  cioè  V armonica  r,  la  geometrica  \abj  Varitme- 

.      a-{-b  .      a'*-  f  b^ 

tica  — :; — ,  e  ì  antiarmonica r—r' 

2     '  a  '\-  b 


(*)   Dotta  f  una   delle    due   parti  eguali    in   cui   la  corda   armonica  è  divisa  da  0,  sì  avrebbe 

111 

— s=s 1 che  è  la  nota  formula  delle  lenti.  £  si  ha  cosi  la  costruzione  grafica  che  il  Sig.  Cole  ha 

f       a       b 

dato  recentemente  nella  sua  nota,  Nuovo  metodo  grafico  per  le  lenti,  inserita  nel  Philosophical   Ma- 

gazine  (voi.  41,  Marzo  1896  —  Vedi  Nuovo  Cimento  —  luglio  1896).  Analoga  costruzione  si  avrebbe 

por  gli  specchi. 

Questo  notizie,  che  mi  pare  aggiungono  interesse  all'argomento,  devo  alla  cortesia  dell'amico 

Prof.  Cresci. 
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L^ armonica  è  quella  corda  che  passa  per  0,  Vantiaì^inonica  è  la  sua 
simmetrica,  V aritmetica  è  la  simmetrica  di  se  stessa  (quella  che  passa 
a  egual  distanza  dalle  basi),  e  la  geometrica  è  quella  che  eguaglia  la  pro- 
pria 07  e  la  propria  y^  e  cioè  quella  per  la  quale  i  trapezi  auuessi  al 
dato  divengono  parallelogrammi. 

Il  trapezio  permette  quindi  di  costruire  immediatamente  le  prime  tre 
medie,  e  dà  di  tutte  e  quattro  una  rappresentazione  geometrica  che  rende 
evidenti  molte  loro  proprietà. 

Cosi  per  a>b  essendo  chiaro  che  la  corda  è  tanto  più  grande  quanto  più 
si  accosta  alla  a,  ossia  quanto  più  piccolo  è  il  rapporto  h^  '.  h^,  ^=^  x  ;  b^ 
opperò  quanto  più  piccola  è  la  a?,  le  predette  medie  aì^monica^  geome- 
trica^ aritmetica^  antiarmonica  si  susseguono  in  ordine  crescente.  Per 
la  prima  è  infatti  (vedi  n.  3)  a?  =  a,  per  la  seconda  è  a;  =  \ab^  per  la 
terza  x  =  b,  che  evidentemonte  si  susseguono  in  ordine  decrescente.  La 
quarta,  poi  essendo  simmetrica  della  prima,  sarà  la  più  vicina  alla  base 
maggiore  opperò  la  più  grande  di  tutte. 

E  reso  inoltre  chiaro  che  queste  medie  sono  comprese  fra  a  e  ò,  e  si 
riducono  tutte  eguali  nel  caso  lo  fossero  due  di  esse,  e  conseguentemente 
anche  a  e  b. 

Si  vede  ancora  che,  poiché  le  due  corde  armonica  e  antiarmonica  pas- 
sano a  egual  distanza  dall'aritmetica,  la  media  aritmetica  fra  sl  e  h  lo 
è  anche  fra  le  due  medie  armonica  e  antiarmonica  fra  le  stesse  a  e  b. 

6.  Consideriamo  ora  altre  corde  notevoli. 

Cominciamo  dalla  baricentrale.  Per  essa  è  notoriamente 

,    2     rt*  +  aò  +  6* 
e  si  ricava  subito   dalla  (I)  che  la  sua  lunghezza  è  —  • —7 —  = 

2  a»-6» 

3  '  a*  -  /J»-  ' 

Calcoliamo  ora  la  corda  mediana,  quella  cioè  che  divide  a  metà  il 
trapezio. 

È  chiaro  intanto  che  le  due  parti,  in  cui  una  corda  qualunque  u  di* 

vide  il  trapezio,  hanno  per  la   (I)   il  rapporto  ^^"IfT^^  =  ^f,  ^  ^j(„  __  ^^ 

=  — j -r^  •  Perchè  queste  due  parti  sieno  equivalenti  occorre  che   sia 

rt'  4  b^ 
a»  —  w«  =  t^«  —  6<j  onde  w'  =  — r //  quadrato  della  corda  mediana 

è  quindi  media  aritmetica  fra  i  quadrati  delle  basi. 

La  corda  invece  che  divide  il  trapezio  in  due  parti,  che  stanno  fra 
loro  come  b^  :  a',  ha  per  quadrato  a*  -f  ò*.  Essa  è  quindi  V  ipotenusa  del 
triangolo  di  cui  a,  e  h  sono  i  cateti. 

Vi  sono   poi  altre  due   corde   importanti  :   quelle   divise   in    3    parti 

a 
eguali  delle  diagonali,   e  che   si  ottengono  quando  sia   00  =  -^r  oppure 
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^     T?  '  A'    '      ..'  .  ,.        3a6  3  ab      ^, 

y  ==  o"  '  -Esse  sono  quindi  rispettivamente  eguali  a  —     ^^ .   e  r — —r .  oi 

noti  che  esse  stanno  fra  loro  come  2a  +  h  \  2b  +  a,  cioè  come  le  distanze 
che  il  centro  di  gravità  del  trapezio  ha  dalle  basi.  Si  osservi  ancora  che 

le  loro  coniugate  sono  — - —  »  — ^ — ,  le  quali  alla  loro  volta  sono  tra 
loro  simmetriche,  e  dividono  in  3  parti  eguali  l'altezza.  Esse  infatti  si 
ottengono  dalla  (I)  facendo  a?  :  ò  =  2  oppure  co  ih  =  —  '  Si  può  anche  dire 

che  le  due  corde  che  dividono  in  3  parti  eguali  le  diagonali  sono  coniu- 
gate delle  due  che  dalle  diagonali  stesse  sono  divise  in  3  parti  eguali. 

7.  Può  giovare  in  certi  casi  di  esprimere  la  u  per  mezzo  del  rap- 
porto r  fra  h^,  e  h^^  ossia  dalle  due  parti  in  cui  essa  divide  la  diagonale 

(o  i  lati  obliqui).  Avendo  allora r  =  *%  si  avrebbe  u  =  — — ; 

^  ^  u  ^  ò        '  1  +  r 

„    .  .     ,  a^  ab  (a**"^  -h  è"~^  ) 

Se  in  particolare  si  pone  r  =  -r-,  si  ha  w  =  —     „    .    ,„ Per  n  =  l 

^  ^  6"'  a'^  -\-  b'^ 

si  trova  la  corda  armonica,    per  n  =  0  si  ha  l'aritmetica,  per  n  =  -;r8Ì 

ha  la  geometrica,  per  w  =  —  -^  si  ha  w  =  —^ ~  =  a+b—Y^  epperò 

a~i  -\-  b~^ 
la  simmetrica  della  media  geometrica. 

Per  r  =  2  oppure  =  -^  si  ritrovano  le  due  corde  che  dividono  in  3  parti 

eguali  l'altezza  del  trapezio  ;  per  r  =  1  si  ritrova  la  media  aritmetica,  ecc. 

8.  Se  si  fa  a  =  6  il  trapezio  diventa  un  parallelogrammo,  e  tutte  le 
medie  risultano  eguali,  come  fu  «detto. 

Se  si  fa  6  =  0,  il  trapezio  diventa  un  triangolo,  e  le  quattro  medie 

diventano  0,  0,  —,  a;  la  corda  media  diventa  \/ -7-  = e    la   bari- 

Z  V    2  2 

,    2a 

centrale  -^ ,  cose  notissime. 


Alessandria,  31  dicembre  1896. 


V.    MURBR. 
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Sullo  sviluppo  del  seno  e  del  coseno 
della  somma  di  n  archi 


Nel  trattato  di  Trigonometria  del  Serret,  a  pag.  42  della  tradu- 
zione italiana  del  Prof.  Grassi  (Torino,  Fratelli  Bocca  1893)  trovasi 
una  nota  del  traduttore,  nella  quale  è  detto:  "  Le  formule  generali 
'^  che  esprimono  il  seno  ed  il  coseno  della  somma  di  un  numero  m  di 
'^  archi,  in  funzione  dei  seni  e  dei  coseni  di  questi  archi,  è  stata  tro- 
"  vata  dal  Prof.  E.  De  Angelis,  che  ne  esponeva  la  ricerca  diretta 
"  negli  annali  del  R.  Istituto  tecnico  e  nautico  di  Napoli  (anno  1885). 
"  Presentando  qui  appresso  queste  formule,  colmeremo  un  vuoto,  il 
"  quale  si  ravvisa  in  tutti  i  trattati  di  Trigonometria  pubblicati  fin 

Anzitutto  credo  doveroso  di  notare  che  le  formule  in  questione 
erano  conosciute  molto  tempo  prima  della  pubblicazione  del  Profes- 
sore De  Angelis.  E  infatti  esse  possono  riscontrarsi  alla  pag.  164-165 
del  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphàrischen  trigonometrie  di  L  H,  T,  Mailer 
{Ualie,  verlag  der  Buchandlung  des  Waisenhauses,  1852).  In  quest'ul- 
timo trattato,  per  altro,  le  formule,  predette  non  sono  veramente  di- 
mostrate, ma  piuttosto  concluse  induttivaimnte  da  quelle  che  esprimono 
lo  sviluppo  del  seno  e  del  coseno  della  somma  di  2,  3  e  4  archi. 

Mi  propongo  con  questa  nota,  di  dare  una  dimostrazione  delle 
medesime  formule,  seguendo  una  via  alquanto  diversa  da  quella  tenuta 
dal  Prof.  De  Angelis,  e  che,  se  non  vado  errato,  mi  pare  che  abbia 
il  vantaggio  di  una  maggiore  facilità,  e  semplicità,  e  di  condurre  con- 
temporaneamente alla  dimostrazione  delle  due  formule. 

Le  formule  che  si  tratta  di  dimostrare  sono  le  seguenti: 

(1)  sen  (a^'{-  a^-\-  —  +  a„  )  =  -f  S  senj  cos„  _  i  —  S  sen^  cos„_3  + 

-f-  S  seUfi  cos„_5  — 4  (—  1)**  S sen2p4-i  cos„_(.2p4-i) , 

(2)  cos  (a,  +  a^  H- -}-  «„  )  =  -f  cos„  —  S  cos„-2  sen,  4 

4  2  cos„_4  sen4  —  . . . .  4  (—  1)^  S  cosn-ap  seuap , 

ove  in  generale  col  simbolo  2]  sen,  cos».,  si  vuole  indicare  la  somma 
di  tutti  i  prodotti  di  n  fattori,  r  dei  quali  sono  i  seni  di  altrettanti 
archi  scelti  in  tutti  i  modi  possibili  fra  gli  n  considerati,  q  n  —  r  sono 
ì  coseni  di  tutti  gli  archi  rimanenti.  Si  osservi  poi  che  nel  primo 
sviluppo  ogni  termine  contiene  sempre  un  numero  dispari  di  seni,  e  il 
segno  di  ciascun  termine  è  4  o  —  secondochè  quel  numero  dispari  è 
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un  multiplo  di  4  più  o  meno  1.  Nel  secondo  sviluppo,  invece,  ogni  ter- 
mine contiene  sempre  un  numero  pari  di  seni,  e  il  segno  di  ciascun  ter- 
mine è  +  0  —  secondochè  quel  numero  dispari  è  o  no  un  multiplo  di  4. 

Ciò  premesso,  è  facile  dimostrare  che  lo  sviluppo  (2)  è  conseguenza 
necessaria  dello  sviluppo  (1). 

Infatti,  se  uno  qualunque  degli  n  archi  dati,  per  es.  r/»,  viene  cam- 
biato nel  respettivo  complemento,  e  tutti  gli  archi  rimanenti  si  cam- 
biano solamente  di  segno,  il  primo  membro  della  (1)  diviene: 

sen  j  —  «1  -a, —  -a«_i  -f  ("o^  a«  I  —  «b  +  i— —  a^  \  = 

f  TZ  ì 

--=sen  I  2  —  (a,  +  o,  —  +  a.-i  +aA  a.  \  i —  -!-»„  )  5  ^ 

^  C03  J  «i  -f  «a  4  aj  —  +  <in  /  . 

Quanto  al  secondo  membro  osserviamo  che,  dopo  avervi  eflFet- 
tuato  i  cambiamenti  accennati,  ogni   termine  della  somma 

( — l)p  2  sen2p4-iCos„_(«pM)  verrà  a  contenere  0  sen  (o- a.  )  ocosf^  — a»  j. 

Nel  primo  caso  quel  termine  perde  un  seno,  acquista  un  coseno,  e 
subisce  2/)  cambiamenti  di  segno.  Nel  secondo  caso,  invece,  perde  un 
coseno,  acquista  un  seno,  e  subisce  2p  -f  1  cambiamenti  di  segno.  Ossia 
un  termine  qualunque  (— 1)^  sen2p  +  i  coSn-opfi)  dello  sviluppo  (1)  si 
trasforma,  per  effetto  dei  cambiamenti  predetti,  o  nel  termine 

(  (—  ly  senap  coSa-»p  }  (—  l)^**  =  (—  1)^  sen2p  coSu-2p    , 
oppure  nell'altro 

{  (—  l)p  sen2p+2  cos„_(2p+2) }  (-  l)***"^*  =  (—1)^"'"'  sen2(p4.i)  cos„-2(pfi). 

E  poiché  quest'ultimo  termine  è  della  stessa  forma  del  precedente, 
possiamo  dire  che  in  ogni  caso  si  giunge  ad  un  termine,  che  contiene 
sempre  un  numero  pari  di  seni,  e  che  ha  il  segno  +  o  —  secondochè 
questo  numero  pari  è  o  no  multiplo  di  4.  Ora  tutti  i  termini  di  questa 
specie  appartengono  allo  sviluppo  (2);  dunque  possiamo  concludere  che 
lo  sviluppo  (2)  è  conseguenza  dello  sviluppo  (1). 

Dopo  ciò  basterà  limitarci  alla  dimostrazione  della  sola  formula  (1), 
e  per  far  questo  (ritenendo  come  verificato  lo  sviluppo  pel  caso  di 
due  archi)  seguiremo  il  metodo  di  conclusione  da  n  a  w  +  1.  Consi- 
derando dunque  n  +  1  archi  avremo 

sen  («,-!-«,+  —  4a„  ^^«4.1  }  =  sen  \{a^-\-a^ —  -f-aa  )-f  a„|i  ^  = 
=  sen(o,  +0^+ +«.,  )  cosa„|-i  -f  cos(ai  +  03+  —  +  o„  )senaT,4.i. 

Ossia  limitandoci  a  considerare  i  soli  termini  generali  degli  svi- 
luppi, avremo,  per  quanto  è  stato  ammesso  e  dimostrato, 

sen  («i  -f  «a  +  . . . .  -f  a»  +  a„H  i }  =  cos  «a+i  (—  lY  S  seusp^-i  cosn-cap+i)  + 

-f  sen  fln-n  (—  1)^  S  coSn_2p  sen2p . 
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Ora  è  facile  riconoscere  che  ogni  termine  del  2°  membro  è  un 
prodotto  di  n  +  1  fattori,  tra  i  quali  si  trova  sempre  un  certo  numero 
dispari  di  seni,  associati  con  i  coseni  di  tutti  gli  archi  rimanenti.  Si 
riconosce  pure  che  il  segno  di  ciascun  termine  è  positivo  o  negativo 
secondochè  il  numero  dei  fattori  seno  è  un  multiplo  di  4  più  o  meno 
uno.  Inoltre  la  prima  parte  del  2®  membro  ci  dà  tutti  i  termini  in  cui 
Y(n  -f  l)™**  arco,  ossia  a„+i,  apparisce  come  fattore  coseni;  complessi- 
vamente le  due  parti  forniscono  quindi  tutti  i  termini  della  forma 

(—  l)p  S  sen2p4-i  coS(a  H)  -  (2p+i)  » 

che  è  il  termine  generale  dello  sviluppo  di  sen  (Oj+a,  ....an  +an+i). 
Ma  questo  termine  è  della  stessa  forma  di  quello  dello  sviluppo  (1); 
possiamo  dunque  concludere  che  lo  sviluppo,  essendo  vero  pel  caso 
di  n  archi,  è  altresì  vero  pel  caso  di  (n  -f  1)  archi,  e  quindi  è  vero  in 
generale. 

Corollario  I.  —  Se  nel  secondo  membro  dell'espressione, 

.         ,      .  .X      sen  (o,  4-  a^ . . . .  -f  a^ 

*^"g^"'-  +  °'----  +  "°)  =  C03(a.  +  a.....  +  a„) 

sostituiamo  gli  sviluppi  forniti  dalle  (1)  e  (2),  e  dividiamo  poi  nume- 
l'atore  e  denominatore  per  cosn  ,  si  trova 

(3)  tang(a,  +  a,....+  a.)=    i  _stang,4«Stang,-Stang« -h  ....    ' 
In  modo  analogo  si  ottiene: 

,..  i./         ,  ,  ,  \  COtn    —  Scotn-2  4-   SC0t„_4—  SCOtn-6 

(4)  cot(a.+«.  +  ....  +  «.)  =  2j^^t_^_^_2eot...+2:cot..,-Scot../ 

che  può  dedursi  anche  dalla  precedente,  scambiando  i  due  membri  nei 
loro  inversi,  dividendo  numeratore  e  denominatore  per  tangn  e  sosti- 
tuendo infine  la  cotangente  a  i r-  • 

Se  nelle  espressioni 

sec  (ai  +  a, 4-  an)  = 


cos  (ai  4-  a,  +  . . . .  +  flfn) 

cosec  (0|  -f  a- +  flr„)  = 7 — ; : ; r 

^  *        '  '       sen  («i  4-  a,  4- +  a») 

sostituiamo,  nei  secondi  membri,  gli  sviluppi  (1)  e  (2),  e  dividiamo 
poi  numeratore  e  denominatore  di  ciascuna  espressione  pel  prodotto 
seun  coSn  si  ottiene  dopo  aver  sostituito  cosecante  e  secante  rispetti- 
vamente a e  a > 

sen         cos 


t>)  sec(a,-f  ao4-....4-an)  = v r^ » 

'      cosecn  — 2jCoseCn-2sec,  +  ScoseCn-4sec4— .... 

fD\  i     ,  \  sec„  cosec  „ 

(0)  cosec(a|4-a,...a„)=:v v r^^^ 

2jseCiC0seCn-i— Isecg  cosec„_2  +  2sec3COsec„-j— 
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Nelle  quattro  formule  precedenti,  tangr ,  cotr ,  sec,  ,  cosec,  hanno 
un  significato  analogo  a  quello  che  abbiamo  stabilito  in  principio  per 

SeUr    e   COSr  . 

CoKOLLARio  IL  —  Le  formule  (1),  (2),  (3),  (4),  (5),  (6),  per 

«i  =  a,  =  ttg . . . .  =  Gu  —  a, 

divengono  rispettivamente  : 

(!')  sen  na  =^  (-  1)^  L  ^  ^  sen"^-^'  a  ,  cos'-  ^*p+^^  a 

(2')  cos  na  =^  (—  l)p  U  )  sen'^p  a  cos"-^»^  a 

S  (- 1)^  (2/+ 1)  t-«'^^^  « 

(3)  tangwa=- 


(4')  cot  na=      ~  '^^' 


S  (- 1)^  (2/+  1)  *'«*''"'» 

,-,v  sec"  a  cosec"  a 

(5)  secna  = 


s  (-  ')•  a 


(6')  cosec  na  = 


sec*p  a  cosec""*^  a 
sec"  a  cosec"  a 


S  (""  1^''  (2    +  1)  ^®^'''^'  ^  cosec"-^^p+^^  a 


Dalla  semplice  ispezione  delle  formule  precedenti  si  ricava: 

V.  Che  sen  na  non  può  inai  esprimersi  razionalmente  per  cos  a; 
ma  può  esprimersi  razionalmente  per  sen  a  tutte  le  volte  che  n  e  un 
numero  dispari. 

2^.  Che  cos  na  è  sempre  esprimibile  razionalmente  per  cos  a,  mentre 
non  può  esserlo  per  il  seno,  se  n  non  è  un  numero  pari. 

8°.  Che  secna  e  sempre  esprimibile  i-azionalmente  ^Qvsec  a,  mentre 
non  può  esserlo  per  la  cosecante,  se  n  non  è  un  numero  pari. 

4**.  Che  cosec  na  non  può  mai  esprimersi  razionalmente  per  cos  a; 
ma  può  esprimersi  razionalmente  per  cosec  a  tutte  le  volte  che  n  è 
un  numero  dispari. 

I  resultati  3°  e  4°  si  deducono  rispettivamente  dal  2^  e  l^  scambiando 
seno  e  coseno  in  cosecante  e  secante,  ciò  che  del  resto  poteva  facilmente 

prevedersi  a  causa  delle  relazioni  sen  a  = ,  cos  a  = 


cosec  a  sec  a 

A.  Andreini. 
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SULLA  QUISTIONE  324 


La  quistione  324*  da  me  proposta  nel  volume  deiranno  1896  di  questo 
Periodico  può  essere  risoluta,  con  T  intervento  di  oonsiderazioni  geo- 
metriche, in  una  maniera  abbastanza  elegante,  dalla  quale  maniera  ap- 
parirà che  le  formolo,  di  cui  in  questa  questione  si  discorre,  sono  le 
formolo  di  una  interessante  trasformazione  quadratica  (doppia)  dello  spazio. 
Rammentiamo  che  si  tratta  di  mostrare  come,  risolvendo  rispetto  alle  u^ 
Vj  Wj  le  equazioni 

w*  -j-  V*  -f  10^—  2Xw  —  2jjLt7  —  2  VI/? 
ji(w' — tj*  4  tó)^2{^w-hX'u)v 


0) 


u  -■= 


V    = 


to   -= 


v(^*4-P*--t<7*) — 2(ku  4-  [i.v)io 


w* -f- v"  + 1<?*  —  2Xw  —  2jii?  —  2vio 
si  hanno,  dopo  aver  posto  H  =  Vw'*  +  t?'*  + tr'*,  K  =  VX'+(i*+v',  le  for- 


mule 


(2) 


u  — 


V 


ìiX±Ku' 

H±K 
H|jL±Kr^ 
"      H±K 

Hv±Ktc' 


w  = 


H±K      ' 

dove  i  segui  superiori  (e  cosi  pure  gli  inferiori)  si  corrispondono. 

Siano  (w,  v,  tó)  le  coordinate  di  un  piano  tc,  (w',  v\  te')  quelle  di  un 
piano  tu'  e  (X,  (i,  v)  quelle  di  un  piano  a;  cerchiamo  in  quali  relazioni 
devono  essere  queste  3  terne  di  coordinate,  affinchè  n  sia  simmetrico  di  a 
rispetto  a  TT.  E  chiaro  che,  essendo 

le  equazioni  di  tc  e  di  a,  la  equazione  di  iz'  dovrà  avere  la  forma 
(3)  uùi!+vyi-toz+[  +  k{Xx-h[iy-hv2'hì)=0, 

dove  A  e  da  determinarsi.  Prendiamo  in  a  un  punto  arbitrario  L  (^,  y],  Q 
e  diciamo  1/  (5,'  t],'  ^')  il  suo  simmetrico  rispetto  a  tc;  avremo  le  relazioni 

2« 


<4) 


2v 
2i^ 
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ove  ^=sw*-ft?'  +  tr*,  A=M5  +  i?if)  +  w?!^+l,  perchè,  insieme  alle  (4)  è 

?-r_r}-Ti'_c-c 

e  perche  dette  p,  p'  le  lunghezze  delle  perpendicolari  abbassate  da  L,  L' 
sopra  7t,  per  essere 

«g'+  t?ifj'-f  w?^'4-  1  =  -  (ug  +  t?y)  +  «?;  +  1) 

[come  facilmente  si  vede  moltiplicando  ordinatamente  le  (4)  per  u,  v,  to 
e  sommando  con  l'unità]  è  pure  p^—p\ 

Scriviamo  y  invece  di  Xw  +  (it?  -j-  vm?  ;  siccome  L' dovrà  trovarsi  sopra 
to',  l'equazione  (3)  dovrà  essere  verificata  dai  valori  ^\  rj',  ^'  di  a;,  y,  2. 
Dunque,  si  dovrà  avere 

<P 
d'onde  A  =  —  -^ .  Ne  segue  che  l'equazione  di  m'  è 

e  da  questa  seguono  le  relazioni 


'    t/  =  ^^""^^*^ 


(5) 


«  = 


w    =i 


q)-2v 
©V  —  2y  tt? 


,)-2v 

cioè  appunto  le  (1).  La  soluzione  delle  (1)  rispetto  alle  u,  v,  w  si  può, 
dunque,  fare,  tenendo  presente  il  precedente  significato  geometrico,  nella 
maniera  elegante  che  segue. 

Dalle  (1)  [e  converrà  guardare  le  (5)]  si  ricavano  le  seguenti 

{u'-rj^f  =(w'-w)2v, 
(v'  -  ^i)  9  =  ('/  -  v)  2v, 
(ìo'  —  v)  9  =  («?'  —  ^o)  2y, 

per  cui  possiamo  scrivere,  introducendo  il  fattore  p  da  determinare  in 
funzione  di  u%  t?',  to',  X,  (i,  v  : 

u  =  w'  —  p  (m'  —  X) 

(6)  \  r  =  t?'  —  p  (t?'  —  |i) 

tu  =«<?'—  p  (to'—  v). 

Queste  relazioni  mostrano  ohe  l'equazione  del  piano  tz  (t^,  v,  to)  è  la  se- 
guente 


u 


'a?  +  u'y  +  w?'^  +  1+  Y^ (Xo?  +  |iy  -f  v^  +  1)  =  0; 


J 
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ma  poiché  questo  piano  deve   essere   biseUore   degli  angoli  dei   piani 
7z'{u%  v\  «?),  aCX,  n,  V,),  si  dovrà  avere 

p  =±-5 

—  -^  xr  » 


1-p  K 

opperò 

H 

P  ~h±k' 

Questo  valore  di  p,  sostituito  nelle  (6j  fornisce  per  Uj  v,  w  le  espressioni 

BX  ±  Kv/ 


u  =» 


H±K 


H|ji  ±  K^^ 
^  "    H±K  ' 

Hv±  Kw' 
^^  ■"    H  ±  K   ' 


che  si  volevano  trovare. 


A.  D£L  Re. 


^^-0- 
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269.  Qiialunque  sia  l'intero  positivo  m,  si  ha 

1  1  m  m(m  —  1) 


m  -f  »  -h  1        «  +  1         (n  -f  1)  (»  -f  2)   '    (n  i-  1)  (n  -h  2)  (n  +  8) 

m  {m —  1) ...  2  . 1 


+  (-1) 


{n-{-  l)(n-+-2)...(H  + w  +  1)' 

G.  Musso. 


Risoluzione  del  sig.  Giuseppe  Vitali,  licenziato  dal  Liceo  Alighieri  di  Ravenna. 
Se  S  indica  la  somma  e  m,  Tr^  termine  delPespressione 
l  m  ni  (m  —  1)  ,     ,v  m  (m — 1) ...  2  . 1 


«  +  1      (»-hl)(n-h2)'^(n+l)(n  +  2)(n+3)      ""^"^     *^  (n+l)(n+2)...(n-fm  +  l)' 

si  ha 

w  — (r— 1) 

n  -|-  r  -f  1 
e  quindi 

(ffl  +  1)  Mr  — -  r  Ut  +  {r  +  1)  «rfl  -f  W  Mr+l  =  0. 

Ponendo  in  questa  relazione  r=l,2,  3...m,  e  sommando  le  eguaglianze  che 

risultano,  si  trova 

(m  -f  w  +  1)  S  —  (n  -f  1)  Uj  =  0 

(m  +  n  +  1)  S  =  1 

e.  d.  d. 


62  PERIODICO   DI  MATEMATICA. 

Altre  risoluzioni  anaioglie  del  prof.  Luigi  Bosi,  e  del  sig.  Vincenzo  Coiumbo. 

270*.  In  un'urna  si  trovano  un  egual  numero  di  palle  rosse  e  nere.  Ne  ven- 
gono estratte  successivamente  n,  rimettendo  volta  per  volta  la  palla  estratta  nelVwna. 
Dimostrare  che  la  probabilità  che  le  n  palle  estratte  presentino  una  determinata 
disposizione  di  colori  è  data  da 

1 

2  +  P„  S       ^ 


^«^P 


in  cui  a  4-  p  =  n  e  Pn  =  1  .  2 n. 

F.  Verdb. 

Risoluzione  dei  sig.  F.  Celestri  studente  della  R.  Università  dì  Piapoli. 

Qaalunque    sia    la    determìaata   dispcsizione    di   colori    che   devono   presen- 
tare le  n  palle   da    estrarre,    la   probabilità   ohe  questa  disposizione   avvenga  è 

sempre-^-  Così  per  esempio,  se  delle  n  palle  da  estrarre  si  vuole  che  se  ne 

estraggono  prima  a  rosse,  poi  b  nere,  indi  e  rosse,  ecc.  si  ha  anzitutto  che  le  pro- 
babilità di  estrarre  di  seguito  a  palle  rosse,  o  b  nere,  o  e  rosse,  ecc ,  sono 

rispettivamente  q7  >  oT  '  oT  »  ®^^'  ®  ^uÌQ^^  'a  probabilità  che  questi  gruppi  di  palle 
si  succedano  nell'estrazione  ordinatamente  sarà: 

2« '^  2»»  ^  2«  2*+*»-^-«+- •       2»' 

Volendo  ora  ridurre  questa  espressione  a  quella  data  nell'enunciato  osserviamo 
che  può  scriversi 

^'(",)+(")^G)---u.)+(:)°^-(")+e)--^u.)" 

^ 1 , 

2_^  n_^n>-l]  ^ ^  n(n~l)(n-2) 2.1' 


11.2  1.2.3....(/i  — 1) 

1.2.3.  ..#1 
e  moltiplicando  ciascuna  frazione  del  denominatore  per  l'espressione    '     '  , 

1  .  2  .  o  . . . .  n 

(ciò  che  non  altera  l'espressione)  si  ha: 

l_^ 1 ^ 

2"  ^        n  1.2.8...n      njn—l)  1.2.3...n  n(n~-l)(n— 2)...2.1  1.2.3...» "~ 

1  1.2.3. ..M  1,2      1.2.3...H  1.2.3. ..M  1.2. 3. ..ti 

^ 1 

2  +  128    Jl   __L— 4--L   __L__-L  .      .      1  i\' 

"^  U  *1.2.3...(n-l)  "^  1.2'l.2.3...(«— 2)  ^ ^  1.2.3...(n-l)  "  l/ 

la  quale  espressione  per  le  considerazioni  fatte  nell'enunciato  può  scriversi  ancora 

1 

2H-P„2    ^        ^ 


^a     ^p  e.  d.  d. 

275*.  Fra  tutti  i  triangoli  i  cui  lati  formano  una  progressione  aritmetica  di 
data  ragione,  quali  sono  rettangoli,  quali  actUangoli,  quali  ottusangoli  f 

L.  Bosi. 
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Risoluzione  del  sig.  F.  Colostri  studonto  dolio  R.  Univorsità  di  Pisa. 

MLichiamo  con  d  la  ragione  data  e  con  x  il  lato  minore.  I  Iati  del  triangolo 

saranno  perciò 

X,    X  +  df    X  -\-  2d; 

ed  essendo  x-\-2d  il  lato  maggiore,  ne  viene  che  il  triangolo  sarà  rettangolo,  acu- 
tangolo, ottusangolo,  a  seconda  che  sussiste  la  prima,  la  seconda  o  la  terza  delle 
tre  relazioni  

x*  4-  (x  +  dy>(x+2dy; 
ossia,  sviluppando  e  riducendo, 

X'  —  2dx  —  8d'  >  0, 

< 

e  scomponendo  il  primo  membro  in  fattori  di  primo  grado  le  relazioni  precedenti 
possono  scriversi 

(a;  — 3rf)  {x  +  d)>0; 

e  i  valori  accettabili,  ohe  si  ricavano  da  queste  tre  relazioni,  sono  per  la  prima 
X  ss  B(f,  per  la  seconda  x'^^d  e  per  la  terza  x  <!  3(f.  Quindi  potremo  dire  che 

Fra  tutti  i  triangoli  i  cui  iati  formano  una  progressione  aritmetica  dì  ragione 
data,  sono  rettangoli  quelli  in  cui  il  lato  minore  e  trijìlo  della  ragione  data,  acu- 
tangoli quelli  in  cui  U  lato  minore  è  maggiore  del  triplo  della  ragione  data,  e  ottu- 
sangoli quelli  in  cui  il  lato  minore  è  minore  del  triplo  della  ragione  data. 

286*.  Risolvere  il  sistema  d'equazioni 

F.  Gboohbbini. 

Risoluziono  dol  sig.  F.  Colostri  studente  a  Piapoli. 

Dividendo  i  due  membri  della  prima  equazione  per  xi/  e  quelli  della  seconda 
per  .v*y',  il  sistema  proposto  diviene 

e  sviluppando  può  scriversi 


(1) 


e  ponendo 

(2)  X  -\--  =  u,   y  +  -=  V, 

JO  ^  ìf 

il  sistema  (1)  diviene 

-  3  (w  +  p)  =  6, 


ossia 


i 

{ 


u  -f-  p  sssB  a 
m'  -1-  t?»  =  6  +  3<f . 
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Per  avere  ora  i  valori  di  m  e  r  si  sottragga  in  quest'ultimo  sistema  la  seconda 
equazione  del  cubo  della  prima,  e  si  ottiene  ^ 

3wi7  (n  -j-  r)  =  a*  —  3ff  —  b, 
d'onde 

a'—  3a  —  6       a'  —  ha  —  b 
uv  =  — -— -—  = . 

o  (u  +  V)  Sa 

Sicché  dei  valori  u  e  v  ai  conosce  la  somma 

ti  -\-  vsssa 
e  il  prodotto 

a'  ~  3rt  —  6 

uv  = 

Sa 

e  quindi  questi  valori  sono  le  radici  dell'equazione 

(o)  z^  —  az-\ «0: 

oa  ' 

d'onde 


„±\/„._4?l-8''-* 


_     Sa  Sa'  ±V3a(46-h  Ì2a-'i?j 

2  ■"  6a 

Dunque 

3flr"  ±  V3a (46 -+-  Ì2a  —  a* 

n  = i : 

6a 

3a*  q:  V3a(4ò4-12a  — 0=* 
6a 

Dalle  (2)  si  hanno  poi  le  equazioni 

X^  —  MX  +1  =  0 

?/•  -  t;.y  +  1  =  0, 
d'onde 


^_tl    ±V7i'-4 

2 

e  sostituendo  ad  n  e  v  i  loro  valori  ottenuti  dalla  (3),  corrispondenti  ai  segni  su- 
periori, si  ottiene 


^.  ^  3a'  +  V3a  (46  -f  12a  -  a')  ±  ^  6fl  (2ò  —  18a  +  a'  4-  a  VSa  (4ò  f  ^^a  —  0=*) 

12a 


^,  ^  3ff"  —  VSfl  (4Ò  +  r2a  —  ff^}  ±  V  6a  (26  —  18a  4-  «^^  o  VSg  {Ab  -f  12(t''  —  a") 

Wa  • 

Dall'avere  poi  diviso  la  prima  equazione  per  x  ij  e  la  seconda  per  x*  ì/',  si 
hanno  le  due  soluzioni 

^•  =  0,  ?/  ==  0. 

327.  Qualunque  numero,  tranne  2  eh  e  i  loro  multipli^  è  un  divisore  d'un  numero 
formato  da  cifre  tutte  uguali  a  9. 
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Le  risoluzioni  pubblicate  di  questa  e  delle  quistloni  successive  fino  alla  331  sono  del 
sig.  L.  Nofolbasso  studente  delia  R.  Università  di  Napoii. 

Se  a  è  un  numero  qualunque  primo  con  2  e  5,  la  frazione  —  ridotta  in  deci- 
mali produce  una  frazione  periodica  semplice,  la  cui  generatrice  ha  per  numeratore 
il  periodo  N   e   per  denominatore  un  numero  formato  da  tanti  9  quante  sono  le 

cifre  del  periodo:  questa  generatrice  essendo  equivalente  alla  frazione  —,  ne  se- 
gue che  a  deve  essere  divisore  d'un  numero  formato  da  cifre  tutte  uguali  a  9. 

C.  B.  D. 

328.  Ogni  frazione  irriducihiU  che  ha  per  denominatore  8'",  ridotta  in  decimali 
geuera  una  frazione  decimale  periodica  semplice,  che  ha  per  periodo  un  numero  di 
3m-2  cifre. 

Si  ha  10  «1  -f  8*,  e  quindi  10^  =-(1  -h3T-=l  + /j.8',  cioè  10'  =  1  (mod.  8*). 

Similmente  si  ha  10**  =  (1  -f  fc.  3')'  =  1  +  fc' .  8*,  cioè  10'*=  1  (mod.  3*):  e  segui- 
tando ad  innalzare  successivamente  a  3*  potenza  si  ha 

103"-'=  1  (mod.  3"). 

Da  ciò  segue  che  la  frazione  irriducibile  -^r-  Può  porsi  sotto  la  forma z ' 

©  3in  f       1'  103"*"*  —  1 

e  ridotta  in  decimale  dà  una  frazione  periodica  semplice,  che  ha  un  periodo  di  3™"^ 

cifre. 

C.  B.  D. 

829.  Se  lina  frazione  irriducibile  che  ha  per  denominatore  il  numero  primo  p 
diverso  da  3,  ridotta  in  decimale  genera  una  frazione  periodica,  il  cui  periodo  con- 
tiene p'  cifre,  ogni  altra  frazione  ordinaria  irriducibile,  che  ha  per  denominatore 
p",  ridotta  in  decimali  produrrà  una  frazione  periodica,  il  cui  periodo  conterrà 
p'  .p"»-*  cifre. 

Se  la  frazione  —,  in  cui  v  è  un  numero  primo  diverso  da  2,  3,  5  ridotta  in 

P 

decimali  dà  un  periodo  di  p'  cifre,  vuol  dire  che 

lOP'  =  1  (mod.  p),  cioè  10P'  =  1  -h  hj}. 

Innalzando  a  potenza  p°*',  poiché  p  è  primo,  si  ha  10^  ^  =  (1  +  /ip)p  =  1  -\-  h'  p* 
cioè  10^^^  1  (mod.  p^).  Innalzando  di  nuovo  a  potenza  p"*  si  ha 

IQV'»*  =  (I  4-  h'p')^  =  1  +  h"p\  cioè  10P'P'=  1  (mod.  p'); 
e  così  innalzando  successivamente  sempre  a  potenza  ;>™*  si  ricava 

10P'P""'=  1  (mod.  p-*). 


Da  ciò  segue  che  la  frazione  irriducibile  — -  si  può  porre  sotto  la  forma 


i>°      '      '  lOP'P*""*—  1 

e  quindi  ridotta  in  decimali  produce  una  frazione  periodica   il   cui   periodo   è  di 
p'  ptu^i  cifre. 

Quest'ultimo  numero  si   riduce  a  ;/  .  p^-^  nel   caso,  rarissimo  però,  che   sia 

10^  ^1  (mod.  ;>*):  pei  numeri  priitii  magg^i  di  8  e  minori  di  1000  questo  caso 

si  verifica  una  sola  volta  ed  è  per  ^;=a487. 

C.  B.  D. 
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330.  Se  una  frazione  irriducibile  ha  per  denominatore  un  prodotto  di  più  fat- 
tori primi  p,  q,  r,...  diversi  da  2  e  da  Ò,  e  le  frazioni  —  t  —9  —,.•••  ridotte  in  de- 
cimali producono  periodi  di  p',  q',  r',....  cifre  rispettivamente,  la  data  frazione  ri- 
dotta in  decimale  produrrà  un  periodo  di  m  cifre,  essendo  m  il  minimo  multiplo 
comune  di  p',  q',  r',... 

Poiché  —,—,  —  ,...  ridotte  in  decimali  danno   periodi  di  p\  q\  r\...  cifre  ri- 
P    a    *'  ,_  _  ,_ 

spettivamente,  vuol  dire  che  10^  ^  1  (mod.p),  10**'=  1  (raod.g),  10"^^:^  1  (inod.  r),... 

Ora  essendo  m  il  minimo  multiplo  comune  di  p',  q\  r',,.  osservando  che  con  ogni 

congruenza  della  forma  10"*  ^  1  (mod.  k)  sussiste  la  congruenza  10"»  ^  1  (mod.  k) 

purché  m  sia  multiplo  di  h/ne  segue  che  la  congruenza  10°*  ^  1  vale  per  ciascuno 

dei  moduli  p,  q,  r,...  e  quindi,  poiché  essi  sono  numeri  primi,  anche  pel  modulo 

^  s=  p  ,q,  r....  Si  conchiude  che  la  frazione  irriducibile  -5-  può  porsi  sotto  la  forma 

A  .  . 

,  e  quindi  ridotta  in  decimale  dà  un  periodo  di  m  cifre. 


IO»*  —  ! 

0.  B.  I>. 

331.  Se-r-  è  una  fazione  irriducibile  in  cui  b  =  3'"  .  p*.  q" .  r^ .  . . .  «  p,  q,  r 

sono  numeri  primi  differenti  da  2  e  da  5,  indicando  rispettivamente  con  p',  q',  r', . . . . 
»  numeri  delle  cifre  dei  periodi  delle  frazioni  decimali  equivalenti  arf  —  »  —  »  — 

la  frazione  -r  ridotta  in  decimali,  produrrà  un  periodo  di  k  cifre,  essendo  k  il  mi- 
nimo  multiplo  comune  dei  numeri  3        »  p  •  p        »  q  •  q        ,   r  .  r* 


•    •  •  « 


Dai  teoremi  precedenti  si  ricava  che: 

10"""'=1  (mod.3'«),  10P'P*"'=l(mod.i?*),10^'-^^"'  =  l(mod.2^),  10'"'^^''=l(mod.rT)....; 

e  quindi  se  ^•  é  il  minimo  multiplo  comune  di  3"~"^,  p\p   '  ,  q'.q      ,  r'.r'     , 

osservando    che  con    la    congruenza  10   =r  1    (mod.    p)    sussisto    la   congruenza 
10^  ^1  (mod.  p)  se  k  ò  multiplo  di  n,  conchiudiamo  che  la  congruenza  10*^^1 

vale  per  ciascuno  dei  moduli  8<°,  2>    ,  q    t  f    t e  quindi,  poiché  essi  sono  primi 

fra  loro,  anche  pel  modulo  6  =  3°.  />    .  q^  .  r^ Da  ciò  segue  che  la  frazione 

.    .       .  .      a  A 

irriducibile  —  può  porsi  sotto  la  forma  ^t^ì^ -,  e  perciò  ridotta  in  decimali  dà  un 

periodo  di  k  cifre. 

Se  uno  dei  numeri   primi  dati,  p  per  es.,  dà  luogo  all'eccezione  indicata  nel 

teorema  829,  si  calcolerà  ^'  sostituendo  a  p\p        il  numero  j/.p 

e.  B.  D. 

Questi  teoremi  del  Bonolis  riducono  la  ricerca  del  numero  delle  cifre  del  pe- 
riodo d'una  frazione  decimale  periodica  al  solo  caso  in  cui  la  generatrice  é  una 
frazione  irriducibile  avente  per  denominatore  la  prima  potenza  d'un  numero  primo 
diverso  da  2,  8  e  5  :  e  di  ciò  ci  occuperemo  foizse  fra  breve. 

Oltre  a  quella  pubblicate,  sono  state  tinviate  aHa  Direzione  due  soluzioni  della  que- 
stione 327  dal  prof.  Bettazzl,  delle  quistioni  327,  328,  329,  330,  331  dal  prof.  Gatti,  e 
delle  327  e  328  dal  prof.  Padoa. 
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QUISTIONI  PROPOSTE  (*> 


SSS'".  Determinare  la  parte  di  superficie  sferica  racchiusa  fra  due 
archi  Tuno  di  circolo  massimo,  l'altro  di  circolo  minore  terminati  alla 
corda  comune. 

339.  Nel  cono  descritto  dalla  rotazione  dell'angolo  6  intorno  ad  un 
suo  lato  si  conduce  un  piano  perpendicolare  ad  una  generatrice  e 
distante  del  segmento  d  dal  vertice;  esprimere  in  funzione  di  6  e  rf 
gli  assi,  il  parametro  della  conica  e  gli  angoli  formati  dalle  genera- 
trici passanti  per  due  vertici  della  curva. . 

340.  Per  un  punto  di  una  superficie  conica  circolare  retta,  con- 
durre un  piano  segante  in  modo  che  gli  assi  della  ellisse  (o  dell'iperbole) 
abbiano  una  data  ragione  k.  Si  conosce  la  distanza  d  del  punto  dal 
vertice  e  l'angolo  26  del  cono. 

Bellacchi. 

341*.  Due  triangoli  coi  lati  rispettivamente  paralleli  sono  interni 
l'uno  all'altro,  e  volti  nello  stesso  senso.  Prolungando  i  lati  di  quello 
interno,  si  hanno  tre  parallelogrammi  x,  y^  z  q  tre  trapezi  <,  t\  t'\ 
Determinare  a;,  y,  z  in  funzione  di  i,  i\  t"  e  del  triangolo  interno  T. 

Al  ASI  A. 

342^^.  Indicando  i  vertici  di  un  quadrangolo  inscritto  in  un  circolo 
con  1,  2,  3,  4;  i  lati  con  a,  &,  e,  d;  con  h^^  p.  es.  la  distanza  del  ver- 
tice 3  dal  lato  a,  e  con  m^^  il  segmento  congiungente  il  vertice  3  col 
punto  medio  del  lato  a,  dimostrare  le  formolo 


a) 


nh  '<3e  "3d 


hic 


hid      hit      hib      h^m 

1   * ' 

b)       S  -  -^  V(«A4a  +  bluh  )  {òhib  +  6-Aic  )  (cAac  +  diha  )  (dfhA  +  ah^^  ), 

=  ia^b  +  c-id)(l  +  l  +  \  +  iy 

G.  Candido. 


(*)  Le  quistioDi  contrassegnato  con  un  asterisco  sono  proposte  agli  studenti  delle  scuole  se- 
condarie; le  altre  a  tutti  gli  studiosi  indistintamente. 


68  PERIODICO   DI  MATEMATICA. 

343*.  La  cifra  delle  decine  di  qualunque  potenza  di  3  non  può  mai 
essere  dispari. 

344*.  In  qualunque  potenza  di  5  la  cifra  delle  unità  è  sempre  5, 
quella  delle  decine  è  sempre  2,  la  cifra  delle  centinaia  non  può  es- 
sere che  1  0  6,  quella  delle  unità  di  migliaia  non  può  essere  che  0,  3, 
5,  8  (0  e  5  corrispondono  al  6;  3  ed  8  all'I),  e  finalmente  la  cifra  delle 
decine  di  migliaia  non  può  mai  essere  nò  3,  ne  8. 

345*.  La  cifra  delle  decine  di  qualunque  potenza  di  7  non  può  es- 
sere che  0  0  4;  e  propriamente  è  0,  se  la  cifra  delle  unità  della  po- 
tenza è  1  0  7,  ed  è  invece  4  se  la  cifra  delle  unità  è  3  o  9. 

346*.  Il  quadrato  d'un  numero,  formato  da  p  cifre  9  seguite  da  una 
cifra  qualunque  a,  si  compone  di  p-1  cifre  9,  seguite  dal  complemento 
a  100  del  doppio  di  10-a,  da  p-1  zeri  e  dal  quadrato  di  lO-o  prece- 
duto da  uno  zero  se  è  di  una  cifra.  Per  esempio 

999998*  =  9999  96  0000  04,  999993»  =  9999  86  0000  49. 

347*.  Se  un  numero  P  è  formato  da  n  cifre  uguali  ad  a,  seguite 
dalla  cifra  6,  e  da  ognuna  di  queste  cifre  si  tolgono  e  unità,  si  avrà 
un  nuovo  numero  il  cui  quadrato  si  otterrà  dal  quadrato  di  P  togliendo 
da  ognuna  delle  sue  cifre  e  unità,  soltanto  per 

a  =  5,  6,  7,  8 

i  =  6,  7,  8,  9 

e  =  1,  3,  5,  7. 
Per  esempio 

(55 ...  56  — 11  .. .  11)'  =  55 ...  56*  — 11 ...  11 
(66...67— 33...33)*  =  66...67*— 33...33 
(77  ...  78  —  55 .. .  55)*  =  77 ...  78'  —  55  ...  55 

(88 ...  89  —  77  .. .  77)*  =  88 ...  89*  —  77  ...  77. 

348*.  Il  prodotto  d'un  numero  qualunque  N  di  p  cifre,  per  un  nu- 
mero formato  da  p  cifre  uguali  a  9,  è  uguale  al  numero  N-1,  seguito 
dal  complemento  di  N  rispetto  a  10^ . 

BONOLIS. 


^  •  «■ 


V  A.R.IET  A 


Congresso  internazionale  di  matematici.  —  Nei  giorni  9,  10,  11  Agosto  del  cor- 
rente anno  avrà  luogo  a  Zurigo  la  prima  riunione  del  congresso  internazionale 
dei  matematici,  che  sembra  debba  riuscire  molto  numerosa,  avendo  già  aderito  un 
gran  numero  di  scienziati. 

Planimetro  Prytz  e  macchina  di  Torres  per  risolvere  le  equazioni.  —  Segnaliamo 
all'attenzione  dei  lettori  del  Periodico  questi  due  strumenti  d' invenzione  recente, 
che  sono  importantissimi  per  la  pratica.  È  noto  che  sono  numerosissimi  gli  stru- 
menti destinati  alla  misura  delle  aree  piane  ;  il  planimetro  Prytz  si  distingue  dagli 
altri  per  la  semplicità  della  sua  costruzione  e  del  modo  di  usarlo. 

La  macchina  di  Torres  sin  qui  costruita  serve  a  trovare  le  radici  di  un'equa- 
zione di  tre  soli  termini;  ma  il  principio  sul  quale  si  fonda  può  servire  per  la  co- 
struzione di  altre  macchine  atte  a  trovare  le  radici  di  un'equazione  qualsiasi. 
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ESAMI  DI  BACCALAUREATO  DELL'APRILE  \m 


Accademia  di  Lione. 

l**.  Quistioni  a  scelta.  —  a)  Decomporre  il  trioomio  x*  -{- px^  -f  ^  io   un  pro- 
dotto di  due  trinomi  di  secondo  grado. 
b)  Esporre  la  teoria  delle  annualità. 

e)  Progressioni  geometriciie;  somma  dei  termini  d'una  tale  progressione.  Fra 
due  numeri  dati  a  e  b  inserire  n  medi  geometrici. 

2°.  Problema  (obbligatorio).  —  È  data  una  sfera  di  raggio  R  «»  4,  e  si  domanda 
il  raggio  della  base  e  l'altezza  del  cono  di  volume  minimo  circoscritto  a  questa  sfera. 

Accademia  di  Montpellier. 

Calcolare  i  lati  d'un  triangolo  isoscele,  conoscendo  l'area  di  questo  triangolo  e 
la  superficie  totale  del  cono  che  esso  genera  rotando  attorno  alla  sua  altezza.  — 
Discussione. 

Accademia  di  Xancy.  ' 

V.  Quistioni  a  scelta.  —  a)  Dimostrare  che  tutte  le  linee  trigonometriche  del- 
l'arco  a  s'esprimono  razionalmente  in  funzione  di  tang  —  • 

b)  Conoscendo  tang  a,  calcolare  sen  -r  .  Discussione. 

e)  Risoluzione  trigonometrica  dell'equazione  di  secondo  grado. 
2®.  Problema.  —  Studiare  la  variazione  del  quoziente 

21  ar^  — 8a?  — 5 
Ux^  —  Ux  —  15' 

quando  x  varia  in  modo  continuo  da  — oo  a  -4-00.  « 

Accademia  di  Poitiers. 
1".  Quistioni  a  scelta.  —  a)  Dimostrare  le  formule  d'addizione  per  il  seno  e  coseno. 

b)  Conoscendo  tang  a,  calcolare  tang  —  .  Discussione. 

a 

c)  Dimostrare  che  fra  gli  angoli  e  i  lati  di  un  triangolo  qualunque  esistono 
le  relazioni 

a  =  6  cos  C  -I-  e  cos  B 

6  ■«  t?  cos  A  -f  «  cos  C 

e  ==  a  cos  B  -f  &  cos  A, 
Dedurne  le  formule 

a' =  6*  -l-c*  — 2  6CC08A 
ft«  =  e'  +  a"  —  2  ca  cos  B 
c»==a'-f  ft  —  2aòco8C. 

2^.  Problema.  —  Una  piramide  regolare  ha  per  base  un  quadrato.  In  ciascuno 
dei  triangoli  isosceli,  che  formano  le  faccio  laterali,  si  rappresenti  la  base  con  2a, 
gli  altri  lati  con  ;/,  l'altezza  corrispondente  al  lato  2a  con  /i,  le  altezze  corri- 
spondenti ai  Iati  /  con  x.  Calcolare  a;  e  il  coseno  dell'angolo  rettilineo  del  diedro, 
formato  da  due  facce  laterali.  Come  varia  quest'angolo  allorché  h  decresce  a 
partire  da   00?  (Continua) 
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E.  De  Montel.  —  Le  leggi  delV interesse  (Scansano,  1896).  (*) 


Vogliamo  dare  un  cenno  di  quest'Opuscolo,  estratto  dalla  Rivista  di  SocioloffiGf 
in  quanto  che  esso  è  una  bellissima  prova  delle  importanti  e  svariate  applicazioni, 
che  può  trovare  la  Matematica  nello  studio  delle  leggi  economico-sociali.  £  ooto 
che  fuori  d'Italia  tal  genere  di  studi  ha  trovato  ampio  sviluppo:  basterebbe  citare 
il  Maxwell  e  il  Walras  e  dare  un'occhiata  al  giornale  degli  attuari  inglesi;  ma 
in  Italia  finora  son  pochi  gli  studiosi  di  questo  ramo  delle  matematiche  discipline, 
e  non  ci  pare  superfluo  dar  notizia  di  quest'ultimo  lavoro  di  uno  dei  più  antichi 
e  competenti  cultori  della  materia,  che  suol  chiamarsi  tnatematica  finanziaria  ;  tanto 
più  che  tal  lavoro  contiene  numerose  ed  eleganti  applicazioni  di  algebra,  di  geo- 
metrìa analitica  e  proiettiva. 

* 

E  noto  che  le  leggi,  affatto  convenzionali,  regolatrici  dell'interesse  sia  semplice 
che  composto,  suppongono  che  il  capitale  abbia,  per  un  tempo  indefinito,  la  stessa 
capacità  produttiva,  ipotesi  questa  ben  lontana  dalla  realtà,  sia  perchè  ogni  capi- 
tale col  tempo  si  esaurisce,  sia  perchè  l'aumento  della  rendita  non  è  che  in  limiti 
ristretti,  proporzionale  all'aumento  del  capitale. 

L'A.  si  occupa  della  questione  cominciando  col  ricordare  che  il  sig.  Catalan 
fin  dal  Congresso  di  Bordeaux  del  1871,  proponeva,  pel  calcolo  dell'interesse  com- 
posto, in  luogo  dell'attuale,  una  formula  empirica  e  complicata,  colla  quale  voleva 
soddisfare  a^due  condizioni: 

1  '  che  per  piccoli  valori  del  tempo,  il  frutto  rimanesse  proporzionale  al 
tempo. 

2°  che  coll'aumentare  indefinito  del  tempo,  il  montante  tendesse  verso  un 
limite  assai  ristretto.  Questo  limite  è,  naturalmente,  convenzionale,  e  il  Catalan  Io 
supponeva  inferiore  a  10  volte  il  capitale;  cioè  supponeva  che  un  capitale  coi  suoi 
interessi  successivi  non  arrivasse  mai  a  decuplicarsi. 

L'A.  nota  gli  evidenti  difetti  di  questa  formula.  £,  studiando  il  problema  in 
generale,  indicando  con  x  il  tempo,  con  y  il  montante  di  1  lira,  trova  la  relazione 

a^y  +  ay  -\-  bx  —  a  =  0,  (1) 

dove  i  parametri  a  e  b  son  determinati  dal  saggio  r  dell'interesse,  giacché,  per 
rc  =  l,  dev'essere  y=l  +  r,  e  dal  massimo  che  si  vuol  raggiunto  dal  montante 
per  .r  =  00  . 

Da  questa  formula  si  deduce,  come  caso  particolare,  quella  dell'interesse  sem- 
plice. Essa  si  presta  a  svariate  applicazioni,  in  particolare  al  caso  in  cui  si  desideri 
che  il  capitale  dopo  un  certo  numero  di  anni  diventi  infruttifero. 


(•)  Mentre  si  stampava  questo  breve  cenno,  il  sig.  Konché  presentava  l'opera  del  prof.  Do  Montel 
nll'AroHdcmia  delle  Scienze  di  Parigi  e  ne  pubblicava  una  relnzione  nei  Comptes-Bendun  (1897  N.  5). 
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L*A.  nota  inoltre  che  la  sua  relazione  è  quella  che  in  Geom.  proiettiva  stabi- 
lisce la  corrispondenza  univoca  fra  due  punteggiate  proiettive.  Di  più  osserva,  che, 
mentre  per  T interesse  semplice  la  curva  del  montante  è  una  retta  e  per  l'interesse 
composto  una  curva  logaritmica,  per  l'interesse  da  lui  calcolato  è  un  ramo  d'iperbole. 

L'A.  come  esempio  prende  quindi  a  considerare  il  caso  in  cui  sia  r  =  4,  col 
massimo  8.  Calcola,  per  questo  caso,  un'apposita  tavola  dei  montanti  da  1  a 
29  anni;  e  servendosi  di  una  nota  formula  d'Eulero,  applica  il  suo  metodo  al  cal- 
colo di  una  rendita  anticipata,  e  ne  deduce  importanti  conseguenze  d'ordine  econo- 
mico, che  non  è  qui  il  luogo  di  rilevare.  Noteremo  solo  questa:  che,  colla  legge 
d'interessi  contemplati  dall' A.  una  rendita  perpetua  avrebbe  un  valore  attuale 
infinito;  quindi  sarebbero  inammissibili  i  debiti  consolidati. 

Segue  poscia  la  trattazione  del  problema  generale  dell'emissione,  dopo  un  breve 
e  chiaro  riassunto  della  teoria  delle  rendite  a  termine  variabile. 

E.  Naunkf. 

Prof.  Aroldo  Martini-Zuccagni.  —  Lezioni  di  Aritmetica  teorica,  — 
Teoria  dei  numeri  razionali.  —  Livorno,  Stab.  tip.  S.  Belforte,  1897. 

Questo  libro  si  allontana  alquanto  dagli  ordinari  trattati  di  Aritmetica  razionale, 
che  si  adottano  nelle  scuole,  sia  per  l'ordine  che  per  le  dimostrazioni  di  diversi 
teoremi.  Esso  è  frutto  di  lungo  studio  ed  è  accuratamente  redatto. 

Nel  V  cap.,  dalla  considerazione  dei  gruppi  di  oggetti,  l'autore  passa  al  con- 
cetto di  numero;  definisce  l'unità  e  il  numero,  stabilisce  un  criterio  per  distinguere 
se  un  numero  è  uguale,  maggiore  o  minore  di  un  altro,  ed  enuncia  infine  il  prin- 
cipio fondamentale:  Il  numero  intero  è  assolutamente  indipendente  dalV ordine  e  dal 
modo  con  cui  sono  aggruppate  le  sue  unità. 

Nel  cap.  2',  tratta  dell'addizione,  della  moltiplicazione  e  dell'innalzamento  a 
potenza,  che  chiama  operazioni  dirette  di  1%  2*  e  3*  specie,  rispettivamente.  Di- 
mostra prima  i  teoremi  relativi  alla  proprietà  associativa  dell'addizione  e  della 
moltiplicazione,  e  poi  quelli  relativi  alla  proprietà  commutativa.  Indi,  dimostra 
alcuni  teoremi  sulle  somme  e  sui  prodotti,  avendo  cura  di  metterli  uno  accanto 
all'altro,  in  modo  che  si  possa  scorgere  come  ciascuna  proprietà  di  una  delle  due 
operazioni  dirette  di  1*  e  2*  specie,  si  possa  dedurre  dalla  proprietà  corrispondente 
dell'altra  operazione. 

Per  dimostrare  la  proprietà  associativa  del  prodotto  di  più  fattori,  l'autore  si 
serve  del  metodo  d'induzione  (o  di  conclusione  da  n  a  n  -f- 1).  Non  crediamo  che 
sia  conveniente  introdurre  questo  metodo  di  dimostrazione  nell'insegnamento  del- 
l'aritmetica, e  specialmente  al  principio  del  corso. 

Nel  cap.  3*^  sono  dimostrate  le  regole  per  effettuare  le  operazioni  dirette  di  1* 
e  2*  specie. 

Nel  cap.  4"  l'autore  parla  di  sintesi  e  di  analisi,  delle  dimostrazioni  indirette, 
del  metodo  di  conclusione  da  n  a  ii  +  1  (già  adoperato  prima),  del  metodo  di  ridu- 
zione all'assurdo,  e  dimostra  infine  il  teorema  di  Hauber.  Non  crediamo  che  questo 
capitolo  debba  trovar  posto  in  un  trattato  di  aritmetica,  e  ci  sembra  che  per  di- 
mostrare che  se  ft  ==  e  deve   essere  a  -\-  h  =  a  -\-  e,  e  simili  teoremi,   non  valga 

la  pena  ricorrere  al  teorema  di  Hauber. 

Nel  cap.  5",  l'autore  tratta  della  sottrazione  e  della  divisione  dei  numeri  interi, 
che  chiama  operazioni  inverse  di  1*  e  2*  specie,  e  dimostra  le  proprietà  fondamen- 
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tali  di  dette  operazioni,  facendo  rilevare  come  ciascuna  proprietà  di  una  delle  opera- 
zioni inverse,  sottrazione  e  divisione,  si  possa  dedurre  dalla  proprietà  corrispondente 
dell'altra  operazione,  cambiando  le  parole  resto  in  quoziente,  diminuendo  in  divi- 
dendo, ecc.,  e  viceversa. 

Nei  suecessivi  capitoli,  6'  e  7',  l'autore  considera  i  teoremi  relativi  alla  teoria 
del  quoziente  incompleto,  ed  alle  regole  per  effettuare  la  sottrazione  e  la  divisione, 
dando  una  lunga  dimostrazione  per  la  regola  della  divisione  nel  caso  in  cui  il  di- 
videndo, il  divisore  e  il  quoziente  sono  di  più  cifre. 

Nel  cap.  8",  l'autore  risolve  diversi  problemi,  fra  i  quali  i  seguenti:  *  determi- 
nare la  somma  dei  primi  n  numeri  interi  —  determinare  quanti  ambi  si  possono 
formare  con  i  primi  90  numeri  —  determinare  la  somma  1  -f-  «  +  a*  +  •••  +  «"»  ecc.  ,. 
Non  crediamo  che  un  prof,  possa  proporre  ai  suoi  allievi,  che  hanno  studiato  ap- 
pena le  operazioni  sui  numeri  interi,  problemi  del  tipo  di  quelli  accennati,  e  non 
ci  sembra  conveniente  far  studiare  agli  allievi  quei  problemi,  che  in  seguito  po- 
tranno pili  facilmente  comprendere. 

Negli  ultimi  quattro  capitoli  della  prima  parte,  l'autore  tratta  della  divisibilità 
dei  numeri,  del  massimo  comune  divisore,  del  minimo  comune  multiplo,  e  della 
teoria  dei  numeri  primi;  mantenendo  sempre  nelle  dimostrazioni  dei  differenti  teo- 
remi, quel  rigore  e  quell'originalità  che  s'incontrano  in  tutto  il  libro.  Abbastanza 
semplice  ed  originale  ci  sembra  la  dimostrazione  del  teorema  relativo  alla  ricerca 
del  tìt.  e,  m.  di  due  numeri. 

La  2*  parte  del  libro  comprende  lo  studio  delle  grandezze  in  generale.  Da 
questo  studio,  l'autore  passa  nella  8"  parte,  a  quello  dei  numeri  frazionari  occu- 
pandosi nei  primi  due  capitoli  delle  frazioni  ordinarie. 

Nel  3"  cap.  tratta  dei  numeri  decimali,  dimostra  le  loro  proprietà  generali,  e 
la  regola  per  calcolare  il  valore  di  una  frazione  ordinaria  in  unità  decimali  di  un 
ordine  qualunque  (n.  256).  Dopo  aver  parlato  delle  operazioni  sui  numeri  decimali, 
l'autore  ritorna  alla  riduzione  delle  frazioni  ordinarie  in  decimali;  dimostra  prima 
la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  frazione  ordinaria  irriducibile 
sia  uguale  ad  un  numero  decimale,  e  poi  dà  nuovamente  (n.  264)  la  dimostrazione 
(originale  ma  molto  lunga)  della  regola  per  ridurre  una  frazione  ordinaria  in  nu- 
mero decimale.  Quest'ultima  dimostrazione  si  potrebbe  sopprimere  sostituendo  il 
n.  256  al  n.  264. 

Abbastanza  bene  è  svolta  la  teoria  dei  numeri  decimali  periodici,  nella  quale 
l'autore  ha  escluso  ogni  concetto  di  limite;  però  sarebbe  bene  modificare  la  dimo- 
strazione del  teorema  che  dà  la  generatrice  di  un  numero  decimale  periodico  sem- 
plice, che  l'autore  fa  dipendere  dal  problema:  calcolare  la  somma  l+a+  a'-|-...+a". 

L'ultima  parte  del  libro  contiene  la  teoria  delle  misure  delle  grandezze  com- 
mensurabili. In  essa  si  trova  la  seguente  definizione:  *  Chiameremo  misura  di  una 
grandezza  A,  rispetto  ad  un'altra  grandezza  B,  commensurabile  con  la  prima,  il 
numero  che  rappresenta  quante  volte  la  grandezza  A  contiene  la  grandézza  B,  o 
una  parte  aliquota  della  grandezza  B  , ,  che  non  è  esatta. 

In  complesso  il  libro  ha  molti  pregi,  e  crediamo  che,  sopprimendo  qualche 
capitolo  e  modificando  qualche  dimostrazione,  possa  essere  utile  all'insegnamento. 

P.   VlSALLI. 

Giulio  Iìazzksi  —  Direttore  responsabile. 
Finito  di  Btftmpiire  11  8  Xarxo  1897. 
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rica. Un  fase,  in-8  di  pag.  80  con  figure L.  1  — 

Scoto  G.  —  La  misurazione  delle  grandezze  grafiche,  nozioni  prati- 
che di  geometria  con  appendice,  per  le  scuole  secondarie  interiori 
e  specialmente  pel  corso  preparatorio  al  normale.  Un  voi.  in-16 
di  pag.  256  con  253  figure L.  2  — 

Testi  G.  M.  —  Corso  di  matematiche  ad  uso  più  specialmente  degli 
allievi  degli  istituti  tecnici. 

Volume  1.  Aritmetica  razionale  (numeri  interi  e  frazionari).  Un 
voi.  in-16  gr.,  di  pag.  264    ..........    L.  2  50 

II.  Algebra  elementare  (con  molti  esercizi).  Un  voi.  in-16  gr. 

di  pag.  724 L.  4  — 

III.  Geometria  elementare.  Un  voi.  in-16  gr.  di  pag.  450  con 
350  figure    . L.  3  50 

Corso  di  aritmetica  con  numerosi  esercizi  e  problemi,  ad  uso 

degli  alunni  delle  prime  classi  tecniche  e  delle  scuole  ginnasiali  in- 
feriori. 5*  ediz.  Un  voi.  in-16  di  pag.  300 L.  1  75 

Elementi  di  geometria  con  una  raccolta  di  500  eserc.  e  problemi 

por  gli  alunni  delle  scuole  secondarie  inferiori  e  delle  scuole  nor- 
mali. 4»  ediz.  Un  voi.  in-16  di  pag.  200  con  177  figure .    L.  1  75 

Complementi  di  aritmetica  e  principii  d'algebra  con  tavole  dei 

logaritmi  dei  numeri  da  1  a  10000  a  5  cifre  decimali  e  numerosi 
esercizi  e  problemi  ad  uso  dei  licenziandi  delle  scuole  tecniche.  3*  ed. 
Un  voi.  in-16  di  pag.  282 L.  1  75 

Elementi  d'algebra  ad  uso  dei  licenziandi  delle  scuole  tecniche. 

5"^  ediz.  Un  voi.  in-16  di  pag.  110 L.  1  20 

Elementi  di  aritmetica  teorico-pratica  ad  uso  più  specialmente 

degli  allievi  delle  scuole  normali,  con  numerosi  esercizi  e  problemi 
e  tavole  dei  logaritmi.  Due  volumi  in-16  di  complessive  pag,  560. 

Parte  I.  Fel  P  corso  normale.  2*  ediz L.  1  50 

y,       li.  Corso  normale „    2  20 

Nozioni  di  geometria  ad  uso  più  specialmente  delle  allieve  dei 

corsi  complementari  (già  scuole  preparatorie  alle  normali).  Un 
voi.  in-16  di  pag.  100  con  124  figure  e  180  esercizi   .     .     L.  1  — 

Thienie  H.  —  Raccolta  di  teoremi  e  problemi  di  Stereometria.  Prima 
traduz.  ital.  di  D.  Gambioli  e  V.  Bernardi.  Un  voi.  in-16.    L.  1  20 

Todliiinter  L  —  Esercizi  di  geometria,  tratti  dagli  elementi  di  Euclide. 
Prima  trad.  ital.  di  D.  Gauìbioli  e  V.  Bernardi.  Un  voi.  in-16.    L.  2  50 

Yisalli  P.  e  Maiides  G.  —  Trattato  di  algebra,  ad  uso  delle  scuole  secon- 
darie e  militari.  2*  ristampa.  Un  voi.  in-16  di  pag.  356.     L.  3  — 

Volterra  V.  —  Lezioni  di  meccanica.  Prime  nozioni  di  cinematica.  Un 
voi.  in-8  di  pag.  100  con  figure L.  2  — 

Forti  A.  —  Tavole  dei  logaritmi  delle  funzioni  circolari  ed  iperboliche, 
precedute  dalla  Storia  e  teoria  delle  stesse  del  prof.  0.  F.  Mossotti. 
Un  voi.  in-4 L.  3  — 

Invio  franco  di  spesa  contro  rimessa  dell'importo,  con  cartolina  vaglia,  airedilore. 


TEiEMl  E  PROBLEMI  Sili  TETRAEDRI  ISOBARICENTRIGI 


Il  prof.  Besso  per  il  primo  e  i  professori  Pesci  e  Panizza  di  poi,  in 
Note  apparse  in  questo  Periodico,  si  occuparono  dello  studio  dei  trian- 
goli aventi  lo  stesso  baricentro.  —  Anch'io,  in  una  Nota  pubblicata 
nel  fascicolo  3*  dell'anno  IV  dello  stesso  Periodico,  mi  occupai  dell'ar- 
gomento, dimostrando  proprietà  che  non  erano  state  considerate,  e  ri- 
solvendo nuovi  problemi. 

La  presente  nota  è  un  saggio  d'unp  studio,  certo  molto  attraente, 
che  si  potrebbe  fare  sui  tetraedri  isobaricentrici. 

1.  Indico  con  A,,As,A5,A4  i  vertici  d'un  tetraedro,  con  A  il  suo 
baricentro.  Il  punto  A  è  anche  il  baricentro  di  quattro  pesi  eguali  ap- 
plicati ai  vertici.  Le  rette  Ai  A  tagliano  le  facce  opposte  del  tetraedro 
nei  baricentri  delle  facce  stesse. 

Un  tetraedro  è  determinato  in  grandezza  e  posizione  da  dodici 
condizioni,  perchè  l'assegnazione  d'un  suo  vertice  equivale  a  tre  con- 
dizioni. Il  baricentro  d'un  tetraedro  ne  è  un  punto  notevole  (*).  Infatti, 
dati  tre  vertici  e  il  baricentro  il  tetraedro  è  determinato,  e  in  modo 
unico. 

2.  Dati  due  vertici  Ai,,k^  e  il  baricentro,  vi  ha  una  tripla  infinità 
di  tetraedri.  Un  altro  vertice  A^  ne  individua  uno,  e  se  A»  descrive 
una  figura  F,  il  quarto  vertice  descrive  una  figura  F',  che  è  simme- 
trica di  F  rispetto  al  punto  che  è  simmetrico  del  simmetrico  di  A 
rispetto  al  punto  medio  di  A,  Ag.  In  particolare,  se  la  figura  F  è  una 
retta  o  un  piano,  la  figura  F'  sarà  in  corrispondenza  una  reità  o  un 
piano. 


O  In  qualche  trattato  di  Goomeiria  il  baricoiitro,  Tortoceniro  ecc.  d'un  triangolo  sono  dotti  punti 
HoUvcli  del  medesimo,  ma  non  ò  detto  che  cosa  si  debba  intendere  por  punto  notevole  d'una  figura. 
In  una  mia  nota  pubblicata  nella  IH  vista  di  Matematica  (Torino,  18U3)  proposi,  non  so  so  per  il  primo, 
di  cbiamaro  punto  notevole  d'una  figura  piana  un  punto  del  piano  della  figura  il  quale,  quando  sia 
dato,  equiFalga  ad  assegnare  due  condizioni  a  cui  la  figura  deve  sodisfare.  Por  analogia  si  dint  punto 
notevole  d'una  figura  solida  un  punto  la  cui  assegnazione  equivalga  a  tre  condizioni  per  la  figura. 
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3.  Da  quanto  è  stato  detto  nel  numero  precedente  risulta  la  riso- 
luzione del  seguente  problema:  Descrivere  un  tetraedro,  dati  A,,  A,,  A, 
una  retta  a^  su  cui  deve  stare  A3,  e  un  piano  a^  su  cui  deve  stare  A4. 

Il  punto  A84  (Aik  è  il  punto  medio  del  segmento  Ai  Ak)  è  noto;  è 
il  simmetrico  di  A  rispetto  ad  Aj,.  Descritta  la  retta  a\  simmetrica 
di  a^  rispetto  ad  A34,  essa  taglierà  a^  in  un  punto  A4,  e  la  retta  A4  A34 
taglierà  a^  in  un  punto  As,  e  sarà  Ai  A^  Ag  A*  il  tetraedro  cercato  (*). 

4.  Si  ha  pure  la  risoluzione  del  seguente  problema: 

Costruire  un  tetraedro,  dati  A,  A^  e  tre  rette  ajj,  83,  a4  su  cui  devono 
stare  A2,  A»,  A4. 

Il  problema  è  manifestamente  determinato.  Per  risolverlo  si  può 
rammentare  la  risoluzione  di  quest'altro  problema  di  stereometria: 
Date  tre  rette  sghembe  a,  b,  e,  tirare  una  corda  della  prima  e  della 
terza,  che  sia  bisecata  dalla  seconda.  Basterà  condurre  da  a  e  e  i  due 
piani  paralleli,  e  poi  il  piano  bisettore  dello  strato  da  essi  determi- 
nato; questo  piano  taglierà  h  in  un  punto,  da  cui  condurremo  la  retta 
che  si  appoggia  ad  a  e  e;  giacerà  su  questa  retta,  la  corda  cercata. 

Ciò  posto,  quando  A^  si  muove  su  a„  A,,  descrive  una  retta  a,, 
parallela  ad  a.^,  e  che  si  potrà  costruire;  A34  descriverà  una  retta  0^4, 
che  è  la  simmetrica  di  a,,  rispetto  ad  A,  e  che  si  potrà  anche  costruire; 
tirando  la  corda  A»  A4  delle  rette  Og,  «4,  che  sia  bisecata  da  a^^^  si  ot- 
terrà nel  punto  d'intersecazione  di  «34  con  Aj  A4  il  punto  Aj4,  da  cui 
si  ottiene  At^t  0  infine  la  retta  Aj  Aj,  taglierà  a,  nel  punto  A,.  Il 
tetraedro  A^  Ag  Ag  A4  è  quello  cercato. 

5.  Nella  figura  del  precedente  problema  si  faccia  muovere  A,  su 
a,;  ad  ogni  posizione  di  A,  corrisponde  una  retta  a^g-  Per  costruire 
tutte  le  rette  a^,,  basta  prendere  su  a,  un  punto  A„  e  pei  punti  medi 
dei  segmenti  k.^  Ai  tirare  le  parallele  alla  a.^.  Siccome  i  punti  medi  dei 
segmenti  A^Aj  sono  in  linea  retta,  così  tutte  le  rette  a,,,  sono  in  un 
piano,  che  è  il  bisettore  dello  strato  determinato  dai  piani,  fra  loro 
paralleli,  che  passano  per  cij,  a^.  E  allora  staranno  in  un  piano  tutte 
le  rette  «34  ;  e  siccome  i  punti  A84  stanno  in  un  piano,  che  è  il  biset- 
tore dello  strato  determinato  dai  piani  paralleli,  condotti  per  a» ,  «4 ,  così 
segue  che  A,.,,  Aa4  sono  simmetrici  rispetto  ad  A,  e  perciò  stanno  su 
due  rette  dei  piani  suddetti  parallele  alla  loro  intersezione.  Si  dimo- 


(*)  In  questo  e  in  altri  problemi  Boniplici  ometto  ogni  discussione  e  la  ricerca  delle  condizioni 
di  possibili  Ih. 
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stra  similmente  che  in  altrettante  rette  sono  i  punti  A,a,  A14,  A„,At4, 
e  quindi  il  luogo  delle  posizioni  della  retta  di  un  Iato  del  tetraedro 
A,  A,  As  A4  è  quello  d'una  retta  che  si  appoggia  a  tre  rette  sghembe. 
Si  ha  così  il  teorema: 

Se  un  tetraedro  si  deforma  in  modo  che  i  suoi  vertici  scorrano  su 
quattro  rette  date,  mentre  il  baricentro  rimane  fisso,  le  rette  dei  suoi  lati 
generano  sei  quadì-iche  a  punti  iperbolici,  una  per  ogni  retta. 

6.  Le  considerazioni  ora  fatte  ci  permettono  di  risolvere  il  seguente 
problema:  Descrivere  un  tetraedro  di  noto  baricentro,  i  cui  vertici  cadano 
su  quatlre  rette  date  aj,  a.^,  a»,  a4,  e  la  faccia  opposta  al  vertice  che  deve 
cadere  in  ai  passi  per  un  dato  punto  M. 

Descritta  la  quadrica  corrispondente  ad  a,,  Og  e  quella  corrispon- 
dente ad  a„  a^,  si  determinino  i  coni  circoscritti  alle  medesime  e 
aventi  il  vertice  comune  M.  Se  ai  e  un  piano  tangente  comune,  e 
A^,  Ag,  A4  sono  i  punti  comuni  ad  a,  e  alle  rette  a^,  n,,  a^,  saranno 
A„  As,  A4  tre  vertici  del  tetraedro  cercato,  dai  quali  si  deduce  poi 
subito  A). 

7.  £  noto  che,  se  si  dividono  nel  medesimo  senso  i  lati  d'un  poli- 
gono A,  Ag....,  piano  0  gobbo,  nello  stesso  rapporto  nei  punti  B^Bg...., 
i  due  sistemi  di  punti  A  e  B  hanno  lo  stesso  baricentro.  Se  perciò  si 
considerano  due  coppie  di  lati  opposti  d'un  tetraedro  come  lati  d'un 
quadrangolo,  e  si  dividono  nel  modo  ora  indicato,  si  avranno  i  vertici 
d'un  secondo  tetraedro  isobaricentrico  con  il  dato. 

Se  si  dividono  due  coppie  di  lati  opposti  d^un  tetraedro  nel  rapporto 
V  :Y\  e  nello  stesso  senso,  i  quattro  punti  di  divisione  sono  vertici  d'un 
secondo  tetraedro  isobaricentrico. 

C)  Questo  tetraedro  ha  col  primo  il  rapporto  (V  —  \")  (I"  -f  1"-)  :  (I'  4-  1")*. 

Infatti  si  supponga  che  i  lati  A^  A,,  ^%^z*  ^s-^i»  A«  ^i  sieno  stati  divisi  nel 
rapporto  l"  :  V  nei  punti  1,  2,  3,  4.  Si  assumano  A^  A^,  A^  A,,  A,  A^  come  sistema 
di  assi  coordinati  obliqui.  Le  coordinate  dei  punti  1,  2,  3,  4,  posto  Aj  A^  -  ò, 
AjA,s=(r,  k^k^  =  d,  sono  rispettivamente,  come  è  facile  verificare: 

(j"  \     (     l'  /"  \     /         V  l"       \     (  l'        \ 

Sostituendo  questi  valori  nella  nota  formola  che  dà  il  volume  d\iu  tetraedro 
in  funzione  delle  coordinate  dei  suoi  vertici,  gli  assi  supposti  obliqui,  si  ha: 

V.  (1234)  -----  6  .e  .  r/  ^,      ^„  sen  xyz. 


(*)  Chi  non  eonosee  la  goometria  analitica  pub  omettere  le  partì  stampate  in  carattere  piccolo, 
eh«  non  sono  indiapenBabili  per  comprendere  la  parto  priocipaie  di  questa  Kota. 
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V.  (A ,  A,  A3  A  J  =  -—  TT  &  .  e  .  rf  sen  xyz; 


sostituendo  sì  ba: 


V.  (1234)=-.^ — [v-lvy        ^'  (^^^-^«^*)' 

8.  Un  tetraedro  1234  è  individuato  da  uno  de*  suoi  vertici,  p.  es. 
dal  vertice  1.  Si  dirà  il  tetraedro  corrispondente  a  quel  punto.  Se  A, 
si  muove  in  A,  A„  i  vertici  2,  3,  4  descriveranno  sulle  corrispondenti 
rette  dei  lati  in  cui  giacciono  delle  punteggiate  simili  a  quella  de- 
scritta da  1,  e  simili  fra  loro.  Dati  in  A,  A,  due  punti  1,  T,  a  questi 
corrisponderanno  due  tetraedri  1234,  r2'3'4'.  Se  invece  di  considerare 
il  quadrangolo  gobbo  Aj  A,  Ag  A4  si  considera  il  quadrangolo  gobbo 
A|  A2  A4  A3,  ai  punti  1  0  T  corrisponderanno  due  nuovi  tetraedri 
1567,  r  5'  6'  7'.  Questi  quattro  tetraedri  coi  loro  vertici  segnano  un 
segmento  per  ogni  spigolo  del  tetraedro  fondamentale,  tranne  per  lo 
spigolo  Ag  A^,  opposto  ad  A^  A,,  nel  quale  sono  segnati  due  segmenti 
33',  66';  e  poiché 

i^j^ò  I  oi\.4  =  A4O  !  0^3,      A.^ó  I  O  A4  ■  A4I)  I  D  Ag, 

i  punti  3  e  6,  come  i  punti  3'  e  6'  sono  equidistanti  da  Aj,  A4,  e  perciò 
33'  =  66'.  Si  hanno  così  in  tutto  sei  segmenti  distinti,  uno  per  ogni 
spigolo.  Ora  le  punteggiate  descritte  dai  punti  1,2,...  essendo  simili, 
e  ad  Al  corrispondendo  Ag,  ad  Ag,  A,  ecc.,  si  ha  come  è  facile  ve- 
rificare: 

ir  22'  33'     ^    44'  55'    _    77' 

AjA^    A.jAg    A<|X34    A4A1    A4A2    A|Ag 

cioè: 

Se  su  d'un  lato  d'un  tetraedro  si  prendono  due  punti,  e  si  costrui- 
scono i  quattro  tetraedri,  ad  essi  corrispondenti,  questi  coi  loro  vertici  de- 
terminano sui  lati  del  tetraedro  fondamentale  sei  segmenti,  che  sono  lati 
d^un  nuovo  tetraedro  simile  al  dato, 

9.  Per  semplicità  d'esposizione  un  tetraedro  iscritto  in  un  altro  si 
dirà  di  prima  specie,  se  i  suoi  vertici  cadono  sulle  facce  dell'altro, 
uno  per  ciascuna  faccia;  di  seconda  specie  se  ha  i  vertici  in  due  coppie 
di  spigoli  opposti,  uno  per  ogni  spigolo;  di  terza  specie,  se  i  detti 
vertici  cadono  in  una  coppia  di  spigoli  opposti,  due  per  ogni  coppia. 

10.  Se  si  prolungano  i  lati  dUm  tetraedro  iscritto  di  seconda  specie 
e  isoharicentrico  con  il  dato,  i  prolungamenti  iaglieranno  i  due  spigoli 
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• 

rimanenti  nei  vertici  d'un  tetraedro  iscritto  di  terza  specie  e  isobaricen- 
trico  col  dato. 

Infatti:  12,34  taglino  AiAg  in  P  e  Q  rispettivamente,  e  23,14  se- 
ghino AjA4  in  R  ed  S  ordinatamente.  Si  ha  per  il  teorema  di  Me- 
nelao: 

Aq    A,P     Am2  A,4     A,3     A<,Q  ^ 

lA»  '  FA,'  2A,  ~^'     4A/  3A3  '  QA,  ~^' 
da  cui 

Xp^qa;'  a;p"""qà7' 

e  quindi  Ai?  =  QA^. 

Similmente  si  dimostra  che  A^R  =  SA^. 

Questi  risultati  dimostrano  che  PQ  ed  RS  hanno  gli  stessi  punti 
di  mezzo  di  AjAg,  A^A^,  e  cioè  il  tetraedro  PQRS  ha  lo  stesso  bari- 
centro di  AiAgAgAf. 

11.  Si  pnò  determinare  il  volume  del  tetraedro   PQRS.  Infatti  si   deduce  con 

facilità  che 

7  '*  4.  7"  ;"*  _i_  /'■* 

Inoltre 

V.  (A^AjAg  AJ  =  — SAjAa .  A._,Aj .  sen  (A^  A^,  A^  AJ 

V.  (PQRS)-|^8PQ.RS.9en(PQ,RS), 

dove  d  è  la  minima  distanza  fra  le  rette  A^  A3,  A.  A^.  (*) 
Di  qui  si  trae 

V.  (FQRS)=  (^737777)  -V.  (A.  A,  A,  A,). 

12.  Le  mediane  d'tm  tetraedro  isobaricentrico  iscritto  di  seconda  specie 
tagliano  le  facce  del  tetraedro  dato  in  quattro  punti,  vertici  d'un  tetraedro 
iscritto  di  priina  specie  isobaricentrico  con  il  dato,  e  tagliano  i  prolun- 
gamenti delle  facce  stesse  in  altri  quattro  punti,  vertici  di  un  tetraedro 

analogo. 

Questo  teorema  insegna  a  costruire  dei  tetraedri  isobaricentrici  con 
uno  dato  e  iscritti  in  esso. 

/  volumi  di  questi  due  tetraedri  sono: 


(*)  Baltzeb,  Trlgon.,  §  6,  17. 
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Infatti,  assunti  come  assi  coordinati  le  rette  A^  A,,  A^  A,,  A^  A^,  e  posto 
A,A,  s=/>,  A^As^Lsc,  A^A^^d,  con  facili  considerazioni  si  trovano  come  punti 
d'intersezione  delle  dette  mediane  con  i  piani  delle  facce  del  tetraedro  fondamentale 
le  seguenti  due  quaderne  di  punti: 

Vii  ~-i'    '  ài  ~r'  ar  — H'       \  '  a/'— r  '  a/'-rj' 

^  \8r  _  r"    '  3/'  - /"/ '       la/  -r  '  ar  -  r  '  /  ' 

A'  i  ^^'^         '^'       ^(^"-n\    ^,  /q     ci"  dr  \ 

Ur— r'  ar  — /"    a/"— r/'       \"'ar  —  ?  '  ar-rj 

e  si  verifica  subito  che  le  coordinate  dei  baricentri  dei  tetraedri  A6CD,  A'B'O'D' 

sono  —,    -f ,    —,  cioè  quelle  stesse  del  baricentro  del  tetraedro  dato. 
4       4       4 

Applicando  poi  a  questi  due  tetraedri  la  nota  formola  per  il  calcolo  del  volume 

in  funzione  delle  coordinate  dei  vertici,  si  otterranno,  con  facili  trasformazioni,  le 

formolo  scritte  nelTenunciato. 

13.  Se  sulle  rette  A,gA4,  AjjAa  si  prendono  i  punti  A\j  A.\  in  modo 

che  sia 

A4A  ,  l  A  jA|j,  =  A,A  4  !  A  4 A, 5  =  r 

e  sulle  rette  A» Aa4,AjA,4  si  prendono  i  punti  A\,k\  in  modo  che  sia  pure 

A|  A  3  !  A  3  A  34  =  A3A  I  l  A  1  A|4  =  f, 

il  tetraedro  A.\k\A\A.\  ha  lo  stesso  baricentro  del  tetraedro  dato. 
Infatti,  posto  AJ4A13 .  A'jA^E^  K,  A,4A,8.  A',A\^  H,  si  ha: 

A^A.  t|  I  XI.  fr\.|3  '^^  x\}4l\.  l  IV/xjgi       x\.|J\.  3  I  A.  3 0.24  ^^^  A13U  I  xl.i\.j4  ^^^  r  « 

Di  qui  si  trae 

Af4lV  l  iviV.|3  "^  rijn.|3  *  Aj|4ljLf 

e  quindi  i  segmenti  A,3A24,HK  hanno  lo  stesso  punto  di  mezzo.  Ora 
essendo  A,3,Aj4  i  punti  medi  di  AxAg,AaA4,  ed  H,K  i  punti  medi  di 
A',A'3,A',A''4,  i  due  tetraedri  A,A,A^A4,  A',A',A'3A'4  hanno  lo  stesso 
baricentro,  e.  d.  d. 

Questo  teorema  insegna  a  costruire  un'altra  classe  di  tetraedri 
iscritti  nel  dato  e  isobaricentrici  con  esso. 

14.  Se  d'un  tetraedro  iscritto  di  .9*  specie  e  isobaricentrico  con  il  dato 
le  due  coppie  di  spigoli^  che  hanno  le  medesime  rette,  sono  proporzionali^ 
le  mediane  tagliano  le  facce  del  tetraedro  fondamentale  in  quattro  punti, 
vertici  d*un  altro  tetraedro  isobaricentrico  col  dato. 
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Sia  PQRS,  come  precedentemente,  un  tetraedro  isobaricentrico 
iscritto  di  3»  specie,  e  si  faccia  l'ipotesi  che  AiAgrPQ  =  A8A4:RS. 
Si  dicano  6,G'  i  baricentri  delle  facce  A,A3A4,A|RA8,  e  si  tiri  A^G',  che 
tagli  A,Ai,  in  un  punto  D.  Applicando  il  teorema  di  Menelao  al  triangolo 
BA,Ais  tagliato  dalla  trasversale  A^G',  si  ha  A^D  :  DAi»  -=  2SA,  :  RS. 

Similmente  si  ottengono  sulle  altre  facce  del  tetraedro  dato  altri 
tre  punti  B,  C,  D  tali  che 

-  -    PQ    • 

In  virtù  dell'ipotesi  fatta,  e  per  quanto  è  stato  dimostrato  al  n.  13, 
i  secondi  rapporti  sono  eguali,  e  quindi  saranno  eguali  anche  i  primi; 
e  allora  (teorema  precedente)  il  tetraedro  ABCD  ha  Io  stesso  bari- 
centro del  dato. 

La  condizione  espressa  dal  teorema  precedente  per  concludere  che 
ABCD  è  isobaricentrico  con  il  dato,  la  quale  è  stata  dimostrata  suf- 
ficiente, è  anche  necessaria,  come  è  facile  verificare. 

Catania,  agosto  1896. 

S.  Catania. 


A,B       „   A,R 

A,C       „    PA, 

A,A 

CA,«     "•  pg  • 
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FORiLE  REIiTIVE  AL  NOMEUtì  DELLE  GOilN  Wi  SEMPLICI  E  CON  RIPETIZIONE 

dedotte  dalle  progressioni  aritmetiche 


Lo  scopo  di  questa  breve  nota  è  di  mostrare  come  le  ordioarie  foi- 
mole  che  danno  il  numero  delle  combinazioni  semplici  e  quello  delle 
combinazioni  con  ripetizione  di  h  elementi,  si  possano  con  un  metodo, 
che  mi  sembra  più  naturale,  dedurre  dalle  progressioni  aritmetiche,  e 
quindi  di  far  vedere  come  il  soggetto  dei  numeri  combinatorii,  tanto  im- 
portante in  questioni  teoriche  e  pratiche,  si  possa  anche  in  un  corso 
liceale  opportunamente  trattare  come  una  applicazione  della  accennata 
teoria. 

I.  Rappresentiamo  gli  n  elementi  dati,  fra  di  loro  differenti  coi  simboli 


(a)  «i     CL^    a^  ,..  a 


n  ) 


e  proponiamoci  di  trovare  il  numero   delle   combinazioni   semplici   della 
classe  2,  cioè  il  numero  dei  gruppi  che  si  possono  formare  con  gli  n  eie- 
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menti  della  serie  (a),  in  modo  che  ogni  gruppo  contenga  due  elementi 
scelti  da  (a)  e,  ciascun  gruppo  dififorisca  da  ognuno  degli,  altri  per  oon- 
tenere  almeno  un  elemento  differente.  Un  tal  numero  sì  suole  rappresen- 


tare con  C„^2  od   anche  con  1  ^  1 


Basterà  osservare  che  il  primo  elemento  a^  di  (a)  si  può  successivi- 
mente  accoppiare  con  ciascuno  dei  successivi,  dando  luogo  in  tal  modo  ad 
(n  —  1)  gruppi  della  specie  richiesta,  che  il  secondo  elemento  a,  di  (a)  si 
può  alla  sua  volta  accoppiare  con  ciascuno  dei  successivi,  dando  luogo  ad 
w  —  2  gruppi  diiferenti  fra  di  loro  per  il  secondo  elemento  e  differenti 
da  quelli  ottenuti  prima  per  il  primo  elemento;  nello  stesso  modo  l'ele- 
mento flj  darà  n  —  3  gruppi  differenti  fra  di  loro  e  da  tutti  i  precedenti,  e 
finalmente  il  penultimo  elemento  a^-i  darà  luogo  al  solo  gruppo  (an_i  a^  ); 
in  tal  modo  noi  otteniamo  tutte  le  combinazioni  possibili  della  classe  2, 
poiché  ognuna  di  queste,  ordinata  secondo  gli  indici  crescenti  degli  ele- 
menti, dovrà  cominciare  con  uno  degli  elementi  di  (a)  e  contenere  un  altro 
elemento  ad  esso  successivo;  inoltre  tutti  i  gruppi  ottenuti  sono  come  si 
è  visto,  fra  loro  differenti,  e  però  si  avrà 


C 

ossia 


„,2  =  (2)  =  («  -  1)  +  (n  -  2)  +  (n  -  3)  -f  ...2  -f  1 


^  .-I       w(n— 1) 


5u,2--  [2)  - 


1.2 


2.  Per  avere  C„,3  od  1  o),  ossia  il  numero  dei  gruppi,  composti  cia- 
scuno di  tre  elementi  differenti  scelti  da  (a),  e  tali  che  ciascuno  diffe- 
risca da  ognuno  dei  rimanenti  per  contenere  almeno  nn  elemento  diverso, 
basta  osservare  che  da  ciascun  gruppo  di  due  elementi  noi  possiamo  ot- 
tenere n  —  2  gruppi  di  tre  elementi,  aggiungendo  ad  esso  ad  uno  ad  uno 
ciascuno  degli  elementi  in  esso  non  contenuti;  però  ripetendo  questa  ope- 
razione per  ciascuno  dei  gruppi  della  classe  2,  si  otterrebbe  tre  volte 
il  medesimo  gruppo  di  tre  elementi;   infatti  ad  es.  il  gruppo 

fli     ffj     ^k 
si  sarà  ottenuto  dai  tre  gruppi 

aggiungendovi  rispettivamente  gli  elamenti  a^j  «j,  «j:  se  vogliamo  dun- 
que ottenere  il  numero  dello  combinazioni  differenti  degli  n  elementi  della 
classe  3,  dovremo  dividere  per  3  il  numero 

77  {n-  l)(72-2) 

1.2 
e  quindi  si  avrà 

'^n.3   -  \3J   =-  "       1.2.3  * 


PERIODICO  m  MATEMATICA.  81 

3.  Sopponiamo  ora  che  la  legge  precedeDtemeDte  dimostrata  per  0^,2 
0  Ga,s  sia  valida  per  Oa,k  {^<Zn)  e  dimostriamo  che  essa  è  valida  per 
Ca,k+i(A-f-  l<n). 

Per  ipotesi  avremo 

«(n  —  l)(n  -  2) (n  —  A  +  1) 


Cn.k    "= 


l>M.Ua«*«  fi 


ora  se  ad  ognaco  dei  gruppi  composti  di  k  elementi  scelti  da  (a)  noi 
aggiungiamo  ad  uno  ad  uno  gli  elementi  esclusi  dal  grappo  stesso,  che 
sono  in  numero  di  w  —  A,  noi  otterremo  (n  —  k)  gruppi  della  classe  A  +  1, 
e  se  nello  stesso  modo  opereremo  sa  ciascuno  dei  gruppi  della  classe  k, 
otterremo  in  tutto 

n{n  —  1)  (n  ---  2) (n  --  k  -{-  ì)  (n  —  k) 

1.2.3 k 

gruppi  composti  ài  k  +  l  elementi;  ciascuno  però  di  questi  gruppi  è  ri- 
petuto k  +  1  volte  perchè  ottenuto  dalle  k  +  1  combinazioni  di  k  ele- 
menti deducibili  dal  gruppo  stesso  col  trascurare  uno  qualunque  degli 
elementi  in  esso  contenuti;  per  avere  quindi  il  numero  dei  gruppi  dif- 
ferenti della  classe  A  +  1,  si  dovrà  dividere  il  numero  ottenuto  per  k+1 
si  avrà  quindi 

_  (    ^    \  _  re(n  —  l)(n  —  2) (n  —  k) 

(P)  0.,k+i  -  ^^  ^  jj  -        12.3 k.{k-^  ì 

4.  Dalla  formola  (^)  si  deduce  immediatamente  che 

a)=riM::;)^ 

basterà  ridurre  i  due  termini  del  secondo  meuibro  allo  stesso  denomina- 
tore. 

Applicando  ripetutamente  la  (y)  avremo 

e  sommando  le  precedenti  eguaglianze  membro  a  membro,  ed  osservando 
che  ^^  j  =  (;fc  _  i)  =  1,  avremo 

»)  a)  =  (::l)^(n?)-C:?)-U.)-(*:;) 
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5.  Applichiamo  la  forinola  (S)  alla  determinazione  del  numero  G\^^ 
delle  combinazioni  con  ripetizione  degli  elementi  (a),  cioè  al  numero  dei 
gruppi  che  si  possono  formare  cogli  elementi  di  (a)  ciascuno  composto 
di  k  elementi  eguali  o  differenti,  ma  tali  che  ogni  gruppo  differisca  da 
ciascuno  degli  altri  o  per  contenere  un  elemento  differente  oppure  gli 
stessi  elementi  ma  ripetuti  un  numero  differeate  di  volte. 

Per  avere  C'„,j  ò  chiaro  che  basta  accoppiare  ciascun  elemento  della 
serie  (a)  con  sé  stesso  e  con  ciascuno  dei  seguenti,  per  cui  si  avrà 

C'„.2  ■=  n  H-  («  -  1)  -f  (n  -  2)  4-  . ..  .2  +  1, 

cioè 

nfn-fl)        (n  -f  1\ 

Ammesso  ora  che  si  abbia  C'„,k  -=  (      '  j,  dimostriamo  che  si 

avrà  ancora  C„,u+i  =  L  ^   J  • 

A  tale  scopo  immaginiamo  di  disporre  gli  elementi  di  ciascun  gruppo 
secondo  Tordiue  crescente  (non  decrescente)  dei  loro  indici,  e  contiamo 
quanti  sono  i  gruppi  che  terminano  coirelemento  a^ ,  quanti  quelli  che 
terminano  coll'elemento  a,,  e  finalmente  quanti  sono  quelli  che  terminano 
coU'elemento  a„. 

Un  solo  gruppo  terminerà  coU'elemento  a^  il  quale  vi  sarà  ripetuto 

>&  -f  1  volte;  dunque  di  questo  tipo  ne  avremo  1  t  1  ;  colFelemento  a,  ter- 
mineranno tanti  gruppi  quante  sono  le  combinazioni  con  ripetizione  della 
classe  k  che  si  possano  formare  coi  due  elementi  a^J  a^;  essi  saranno  in 

numero  1  ,  Ij  in  generale  termineranno  coU'elemento  «j^  (h<Zn)  tanti 
gruppi  quante  sono  le  combinazioni  con  ripetizione  della  classe  k  che  si 

possano  formare  cogli  elementi  ^^ ,  a^,  «,....  a^-u   ^k  ^''Hsia  j       ,      ); 

coirelemento  a„  termineranno  tanti  gruppi  quante  sono  le  combinazioni 

con  ripetizione   della  classe  k  che  si   possano  formare  cogli  n  elementi 

w;  .     (n-h  k-  l\      .         , 

dati,  ossia  I  ,  1  ;  si  avrà  quindi 

<'-.--{*)-rr)M*r) -•("%*-') 

(n  -f-  k\ 
,  j  e  però  si  avrà 

(n  -h  h 

"  U  + 1/  * 


cVkfi  - 

Francbsco  Panizza. 


Venezia  1  febbraio  1897. 
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ALCUNE  PROPRIETÀ  DELLA  SVILUPPANTE  DI  CERCHIO 


§  1.  Se,  dopo  di  avere  avvolto  un  filo  flessibile  e  inestendibile  attorno 
a  una  oirconferenza  X,  lo  sì  svolge  tenendolo  teso  in  linea  retta  e  ade- 
rente al  cerchio,  l'estremità  del  fìlo  descrive  una  curva  A  che  si  chiama 
sviluppante  od  evolvente  del  cerchio  e  questa  inversamente  è  la  svilup- 
pata o  Vevoluta  della  curva  A.  Potendosi  il  filo  supporre  idealmente  di 
lunghezza  indefinita,  si  comprende  che  A  è  una  curva  a  spirale,  che  si 
avvolge  infinite  volte  attorno  al  cerchio  X* 

Sia  M  il  punto  comune  alle  -curve  A*  X  (origine  della  sviluppante), 
o  il  centro  del  cerchio  evoluta  ed  h  il  diametro  di  questo. 

Fermato  il  movimento  del  filo  quando  è  tangente  al  cerchio  X  nel 
punto  a,  e  chiamata  aA  la  parte  di  esso  che  è  rettilinea,  i  punti  a  e  A 
si  riguardano  come  corrispondenti:  il  punto  a,  il  segmento  aA  (^^p)  e 
l'altro  OA(=R)  si  dicono  rispettivamente  centro  di  curvatura,  raggio 
di  curvatura  e  raggio  vettore  di  A  nel  punto  A. 

Dalla  generazione  di  A  si  ricava  che  il  raggio  di  curvatura  p  è  co- 
stantemente eguale  in  lunghezza  all'arco  del  cerchio  evoluta  che  ò  com- 
preso fra  l'origine  M  e  il  centro  di  curvatura. 


ni 


Sia  MA  =  s  un  arco  qualunque  di  A,  cominciante  dall'origine  M  e 
Ma  =  o  l'arco  corrispondente  del  cerchio  X.  Diviso  l'arco  Ma  in  n  parti 
eguali  nei  punti  m, ,  m,,  m^j  .  .  •  .  ^k-n  wi^  ,  .  .  .  .  mn_i,  si  tirino  le  tan- 
genti m,M, ,  m,M,,  m,M, Wk-iM,_k,  w,^  M^  , w„_iM„_i,  Aa, 

prolungandole  fino  all'incontro  di  A* 


I 

i 
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Se  n  è  safficientemente  grande,  gli  archi  MM^ ,  M^M^,  M,  M, ,  .  .  .  . 
si  possono  considerare  come  archi  circolari  di  centri  m^f  m, ,  m,,  .  .  .  . 
e  di  raggi  m,  M^ ,  w,  M, ,  iWj  M^ ,  .  .  .  . 

Chiamando  t  Parco  Mm^ ,  e  l'angolo  formato  da  due  tangenti  conse- 
cutive ed  osservando  che  queste  tangenti  hanno  la  stessa  lunghezza  del- 
l'arco corrispondente  di  X,  si  ha: 

arco  Mk_i  M^  =  wi^  M^  .  e  ==  Mw^  .  t  =s  kt .  g 
e  quindi: 

k=n                                                                      n(n  -h  ì)  1 

S   Mk_iM|,  -(1  +  2  +  3  +  ...  +  w)./e--^— -.fe^-nt,(ne-^e). 

Passando  al  limite  per  n  =  oo,  si  trova: 

s  =  —  a  '  angolo  MOa; 

e  siccome: 

,     -^,>:^        arco  Ma      2a 

angolo  MOa  --= : —  =  -7-, 

raggio         fi 

si  ha: 

0)  .-^- 

Ne  viene  di  conseguenza  che  il  raggio  di  curvatura  p(=:arcoa)  in 
un  punto  qualunque  della  sviluppante  di  cerchio  è  legato  all'arco  Sj  con- 
tato dairorigine,  dalla  relazione: 


(2)  p  =  V/*.«. 

Ora  dal  triangolo  rettangolo  OAa  si  ricava: 


OA  =  V  A«'  +  Oa'  =y  a'  +  X 
e,  in  causa  dell'equazione  (1): 
(3)  R=\/as  +  -^- 

8e  A,  B  sono  due  punti  qualunque  della  sviluppante,  corrispondenti 
ai  valori  s^  s^  dell'arco  ed  R,  R^  i  loro  raggi  vettori,  la  formola  (3)  e 
l'altra  analoga: 


r.=\/a*.  +  ^ 


(supponendo  5,  2>  s  e  quindi  R^  >  R)  ci  danno  : 

h{s^  ~5)=R*, -R% 
da  cui  si  ricava  : 

(4)  arco  AB  =  — ^- 
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Determiniamo  l'inclinazione  6  del  raggio  vettore  sulla  linea  A.  Siano 
A,  A,  due  punti  vicinissimi  di  A  e  sia  OA^  2>  OA.  Gol  centro  0  e  col 
raggio  OA  si  descriva  Tarco  di  cerchio  AC  intercetto  fra  i  raggi  vettori 
OA,  OA,;  avendosi 


(0A4  CA.r-OA»      CA,  (2.0A -f  CA,^ 
arco  A  A, := , 


si  trova  : 


arco  A  A,       ^    OA         h 
•=2.  — + 


CA,  ;*       CA, 

Si  passi  ora  al  limite,  supponendo  che  A,  vada  indefìnitamente  avvici- 
nandosi ad  A  ;  siccome  la  posizione-limite  della  congiungente  A,  con  A 
è  la  tangente  in  A  alla  linea  A,  si  trova  : 

1         ^    OA  .      2R 

=  2  .  --- ,         ossia  :         cos  6  =  — t"  • 


co&e         '    h   ' 

§  2.  Dall'ultima  formola  trovata  appare  che  il  coseno  6  è  inversamente 
proporzionale  al  raggio  vettore,  e  il  fattore  di  proporzionalità  è  il  raggio 
del  cerchio  evoluta. 

Si  trova  ad  es.  6  =  30^,  6  =^  45**  rispettivamente  nei  punti  in  cui 

-A  -A 

Gli  archi  MP, ,  MP, ,  MP, .  .  .  .  della  sviluppante  che  corrispondono  a 
1,  2,  3,  .  .  .  .  volte  la  circonferenza  evoluta,  si  chiamino  cicli.  Essendo 
allora  il  raggio  di  curvatura  della  sviluppante  all'estremità  Pi^  del  ciclo 
^mo  eguale  a  Mtu,  e  quindi  il  raggio  vettore  eguale  a:* 

h     , 

y  V4>t'7T;+  1, 

segue  che: 

<  L'inclinazione  6  neW estremità  del  ciclo  k"*<^  è  tale,  che:  tang6  =  2^ .  tc  ». 
Dall'equazione  (4)  si  deduce  che  secondo  che  si  abbia: 

R^  +  R  =  W2^,         ovvero        R, — R  =  ?n/i, 
si  ha  rispettivamente: 

AB  =  m(R, -R),         ovvero        AB  =  m(R, -f- R). 

Dunque: 

€  Se  la  somma,  o  la  differenza,  di  due  raggi  vettori  è  eguale  a  m 
volte  il  diametro  del  cerchio  evoluta,  l'arco  intercetto  da  quei  due  raggi 
è  rispettivamente  eguale  ad  m  volte  la  differenza,  o  la  somma,  dei  due 
^'Off(/i  vettori  ». 

Dalla  (4)  si  vede  che,  se  a  partire  da  un  dato  punto  A  si  vuol  por- 
tare, sulla  sviluppante,  l'arco  AB  dì  data  lunghezza  /,  la  determinazione 
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di  Bj-,  a  oai  si  riduce  evidentemente  la  soluzione  del  problema,  si  fa  col 
mezzo  dell'equazione: 


(5)  n,=\'R^±hl, 

nella  quale  si  prenderà  il  segno  -f-  o  il  segno  —,  secondo  che  l'arco  / 
deve  essere  portato  verso  la  parte  dei  raggi  vettori  crescenti  o  dei  raggi 
vettori  decrescenti. 

Nel  secondo  caso  però  si  deve  notare  che,  non  essendovi  nella  svi- 

luppante  di  cerchio  alcun  raggio  vettore  minore  di  —,  il  problema  è  pos- 


sibile soltanto  quando  sia: 


^R»       h 


Presi,  a  partire  da  A,  i  due  archi  AB  =  AC  =  /  in  direzioni  opposte, 
e  chiamati  x,  y,  i  raggi  vettori  dei  punti  B,  C  si  ha  dalla  (5): 


x  =  \R'  +  hi  ^  y=  \R*-hl 

ed  eliminando  l: 

07-  -h  y»  =  2R'. 
Dunque: 

«  La  somma  dei  quadrati  dei  raggi  vettori  che  vanno  a  punti  situati 
da  bande  opposte  di  un  punto  dato  A  ed  equidistanti  da  esso,  è  costante 
ed  eguale  a  due  volte  il  quadrato  del  raggio  vettore  che  va  ad  A  >. 

Per  /  =  mR,  si  ha  : 

X  =  yjR(R-tmh)  ,  y  =  \R (R  ~  mh) 

e  quindi  : 

«  Per  portare  sulla  sviluppante,  a  partire  da  A,  un  arco  eguale  ad  m 
volte  il  raggio  vettore  di  A,  basta  far  partire  da  0  un  raggio  vettore 
media  proporzionale  fra  R  é?c/  R  +  mh,  ovvero  fra  R  grf  R  —  mh,  secondo 
che  Varco  deve  essere  diretto  verso  la  parte  dei  raggi  vettori  crescenti  o 
dei  raggi  vettori  decrescenti. 

Se  nell'equazione  (5)  si  considera  il  segno  +  é  si  suppone  l  =  hj  ri- 
sulta: 

R\  =R^  -{  h\ 
Perciò  : 

«  Se  sopra  una  sviluppante  di  cerchio  si  prende  un  arco  AB  eguale 
al  diametì^o  del  cerchio  evoluta,  nel  triangolo  mistilineo  OAB  è  verificato 
il  teorema  di  Pitagora,  quando  si  consideri  come  ipotenusa  il  raggio 
vettore  più  gr afide  OB  >. 

Se  nel  triangolo  mistilineo  OAB  si  suppone  verificata  la  condizione 

2  2  2 

AB  ==  OA  +  OB,   applicando   l'equazione  (4),   si  trova   che   fra  i  raggi 
vettori  estremi  R,  R,  deve  sussistere  la  relazione  : 

^^^^1^  .-  R'.  +  R' 
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la  quale,  risolta  rapporto  ad  R^  e  limitata  ai  soli  valori  positivi,  dà  : 


R,.y*i 


4-  2R«  ±  A  yjh^  -f  8R* 


Non  potendo  R^  ed  R  essere  eguali,  si  può  supporre  R^  >»  R,  ed  allora 
il  seguo  —  davanti  al  radicale  interno  è  da  escludere,  poiché  prendendo 
tale  segno,  si  giungerebbe  alla  diseguaglianza  assurda  : 


A^-  h\h'  ■+  8R*>8. 
Dunque: 

«  In  un  triangolo  mistilineo  OAB  è  verificato  il  teoretna  di  Pitagora, 
considerando  l'arco  AB  come  ipotenusa,  quando  si  abbia: 


«.-V- 


4  2R^  +  A  V^*  +  8B* 


2 
Nel  caso  particolare  di  R  =  A,  si  ha  : 

R^  =  V3  .  h, 

A  partire  da  un  punto  qualunque  A  si  prenda  un  arco  AB  =  —  ;  e 

da  B  si  conduca  Bò  tangente  al  cerchio  evoluta.   Dall'equazione  (5)  si 
ricava  : 


OB=:l/OA    4--J- 
e  allora  il  triangolo  rettangolo  0B&  ci  dà  : 


yoA 


.yoÀ-  -  'L 


B6  =  \/0A    -_  =  OA. 


Dunque  : 

€  Se  sopra  una  sviluppante  di  cerchio,  e  a  partire  da  un  punto  qua- 
lunque, si  prende  un  arco  eguale  alla  metà  del  ì-aggio  del  cerchio  evo- 
luta, il  raggio  vettore  nell'estremo  piti  vicino  all'origine  dell'evoluta  è 
eguale  al  raggio  di  curvatura  nell'altro  estremo  ». 

Se  neirequazione  (5)  si  suppone  che  il  punto  A  coincida  coll'origine  M 

della  sviluppante,  si  ha  R  =  —  e  Tequazione  (5)  diviene: 


Sh{h-V  l) 

R,  =  ^ 

E  se  in  questa  si  fa  in  generale: 

essendo  n  un  numero  qualunque  positivo,  diverso  da  zero,  si  ha: 
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Ad  es.  per  w  =  —  risalta  : 

8 

4 
e  quindi: 

«  Un  raggio  vettore  eguale  al  diametro  del  cerchio  evoluta,  stacca 

3 
sulla  sviluppante  un  arco  eguale  a  -~  del  diametro;  e  reciprocatnente  », 

Supponendo  che  nelle  formole  precedenti  n  sia  un  numero  intero,  si 
ha  il  teorema: 

€  Se  in  una  sviluppante  di  cerchio j  a  partire  dall'origine,  si  prende 
un  arco  eguale  ad  n  (a  -f  1)  diametri  del  cerchio  evoluta,  il  raggio  vet- 
tore del  punto  estrema)  è  eguale  a  2n  +  1  raggi;  e  reciprocamsìite  ». 

{Continua)  Geminiamo  Pirondini. 


SOFR&  ALCUNI  POSTIIL&TI  DEL  SEGMENTO 


In  uoa  mia  comuDÌcazione  all'Ass.  Matfaesis  (Boll:  2),  dopo  aver  constatata 
l'ingegnosità  delTosservazione  del  Prof.  Frattini  (')  (e  del  Prof.  Giadice  ('))  colla 
quale  si  deriva  il  postulato  di  De-ZoU  (')  da  quello  di  Archimede  (*),  esprimevo 
invece  i  miei  dubbi  sulla  possibilità  asserita  dal  Frattini  (I.  e.)  di  derivare  inver- 
samente A  da  Z. 

La  cosa  per  lo  meno  mi  sembrava  meritasse  attenzione,  perchè,  dicevo  se  da  Z 
discendesse  A,  il  postulato  A  diverrebbe  pei  segmenti  un  teorema  in  quanto  che  Z 
è  tale  pei  segmenti.  Ora  il  Prof.  Lazzeri  ha  osservato  (')  che  la  dimostrazione 
di  Z  è  appoggiata  al  postuhito  dell' in  versibilità  del  segmento  (*),  per  modo  che  il 
mio  ragionamento  si  traduce  nell'altro:  da  0  discende  Z,  da  Z  discende  A  (per 
ipotesi),  dunque  da  0  discende  A;  sicché,  ricordando  che  Gerard  C)  ha  provato 
che  da  A  discende  0,  il  Prof.  Lazzeri-  ha  creduto  a  tutta  prima  di  scorgere  un 


(1)  Periodico  1693,  pag.  15a 

(«)  Boll.  Mathe9i$,  2. 

(3j  QaeBto  postulato,  (ebe,  conio  mi  ha  osBorvato  il  Prof.  Lazzeri,  lo  avevo  erroneamente  attri- 
buito al  De-Paolis)  ba  per  enunciato  "  Se  una  grandezza  è  divisa  comunque  in  parti,  non  si  pub, 
trascurandone  alcune,  comporre  con  le  rimanenti  l'intera  grandezza,  „  e  sarà  qui  indicato  con  Z. 

(**)  Indicherò  con  A  questo  postulato  cho  si  enuncia:  "  date  due  grandezze  omogenee  diseguali 
esiste  sempre  una  multipla  della  minore  cbo  supera  la  maggioro  „. 

(6)  Periodico  fas.  2,  18D7  "  Sul  postulato  dell'equivalenza  „. 

(^)  Questo  postulato  ò  attribuito  generalmente  al  Prof.  D'Ovidio  ed  io  l'indicherò  sempre  con  O. 
Esso  si  enuncia  "  AB  ò  sovraponlbilo  a  BA  «.  E3  da  notarsi  che  esso  equivale  (logicamente)  a  quella  parte 
del  post.  2,  di  Veronese  che  si  enunm  "  Un  segmento  non  ò  eguale  ad  una  sua  parte.  Un  segmento 
qualsiasi  AB  è  eguale  al  segmento  BA  „.  (Verono!«e  in  collab.  con  Gazzaniga  —  Elementi  di  Geo- 
metria, 1807,  pag.  11.  Cfr.  più  innanzi  a  pag.   14  il  teor.  1  e  seg.) 

(7)  Periodico  1806,  fase.  1. 
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circolo  vizioso  nel  ciclo  di  proposizioni  coesistenti:  da  A  discende  0,  da  0  di- 
scende Z,  da  Z  discende  A  (per  ipotesi);  e  davvero  a  primo  aspetto  questo  ciclo 
può  parere  vizioso;  ma  ritengo  che  il  Prof.  Lazzeri  riconoscerà  di  essere  stato  tratto 
in  inganno,  forse  dalla  forma  non  sufficientemente  esplicita  del  mio  scritto,  in  cui 
di  O  non  si  parlava  affatto.  In  ogni  modo  resta  sempre  desiderabile  ciò  che  Egli 
in  seguito  richiede,  che  cioè  si  veda  piìi  chiaramente  la  dipendenza  logica  dei  tre 
postulati  O,  Z,  A   pei  segmenti.  K  ciò  che  tenterò  di  fare  qui. 

Intanto  io  proverò  che  da  Ti  non  discende  in  generale  A,  come  appunto  io  avevo 
dubitato. 

Consideriamo  infatti  con  Betlazzi  (';  la  clasèe  F  di  grandezze  formata  dalT in- 
sieme delle  tre  seguenti  categorie: 

1"  ordini  di  intìnitesimo  di  .t:\^  per  :g  positivo  e  infinitesimo,  ove  \x  prende 
tutti  i  valori  reali  e  positivi;  (') 

.  .  .      .  .  /    -L\v 

2'^  Ordini  di  infinitesimo  di   la     *\     per  x  infinitesimo  positivo  ed  a  I>  1, 

ove  V  prenda  tutti  i  valori  reali  e  positivi. 

3'  Ordini  di   infinitesimo  di  la     «1    .u—    per  .4;  infinitesimo  positivo  ed  a>-], 

ove  n  ed  m  prendono  tutti  i  valori  reali  e  positivi. 

.^      .  .     .  _±  .  /    _i.\v 

£  chiaro  che  indicando  con  Q  l'ordine  di  infinitesimo  di  a     '  ,  quello  di  la     *  I 

(_   U  n      +  m 
a     *\    x~    sarà  nQ  ±  m,  e  che  inoltre  si  ha  sempre 

ji  <  V Q     ,         ji<3  n 2  ±  »i.  (a) 

La  Classe  così  formata 

r  =  (jA,  v2,  »fi  ±  m) 

ò  ad  una  dimensione  perchè  di  due  qualunque  delle  sue  grandezze  avviene  che  o 
sono  eguali  o  una  è  maggiore  deiraltra.  Inoltre  la  Classe  è  ad  un  senso  perchè 
la  somma  di  alcune  delle  sue  grandezze  non  è  mai  minore  (anzi  è  maggiore)  di 
ciascuna  di  esse;  ed  essendo  poi  a  -\-b'^a  la  Classe  è  certamente  senza  infini- 
tesimi cioè  non  contiene  grandezze  che  siano  la  differenza  di  grandezze  eguali  ('); 
in  altre  parole  in  essa  vale  il  postulalo  Z.  La  Classe  è  poi  propria  {*)  ed  inoltre 
è  inimitata  perchè  non  contiene  grandezza  minima  C^). 


(1)  Bettjizzi,  Teon'a  delle  Grandezze,  opora  premiata  dalla  R.  Acc.  dei  Lincei.  Pisa,  Spoerri,  1890. 
V.  pag.  41,  IL  49. 

(2)  Qui,  contrariamento  a  quanto  fa  il  Bettaszi,  si  esclude  che  possa  ossero  p.^^O  perche,  come 
non  esiste  il  segmento  zero,  cosi  vogliamo  escludere  per  analogia  che  la  nostra  Classe  contenga  la 
differenza  di  due  grandezze  eguali. 

(3)  Quando,  eon  Bettazzi,  si  ammette  che  ogni  Classe  contenga  lo  differenze  di  grandezze  eguali 
cioè  gli  infinitesimi,  si  possono  fare  due  ipotosi:  o  si  ammette  che  valga  sempre  por  la  somma  la 
proprietà  detta  dipendenza^  cioè  si  ammette  che  la  somma  si  alteri  so  si  cangia  una  (una  sola)  sua 
parte  in  un'altra  disugnale  (non  confondasi  il  cangiare  col  sopprimere  a  dirittura),  oppure  si  nega  la 
dipendenza  perii  caso  che  si  tratti  di  sostituire  un  infinitesimo  con  un  altro.  Nel  primo  caso  si  prova 
che  (almeno  nelle  Glassi  proprie,  cioè  tali  che  contengono  la  differenza  di  duo  qualunque  loro  gran- 
dezze) tutti  gli  infinitesimi  sono  uguali  e  la  grandezza  che  li  rappresenta  prende  allora  il  nome  di 
modulo  della  somma  e  si  indica  col  aimbolo  0.  (Bettazzì,  1.  e,  p«g.  13).  La  possibilità  di  Glassi  con 
infinitesimi  differenti  è  subito  palese  considerando  rinsieme  di  tutti  gli  angoli  e  di  tutte  le  semi- 
striscie  del  piano  (Lazzeri,  1.  e.);  queste  ultime  sono  infinitesimi  perchè  un  angolo  può  rimanere  In- 
variato coU'agginnta  di  una  semistriscia  di  qualunque  altezza. 

(4)  Gioà  contiene  la  differenza  di  due  qualunque  sue  grandezze  disuguitli. 

(5)  Una  classe  non  può  contenere  grandezza  massima,  perchè  so  contiene  a  e  &,  contiene  anche 
aAf'bf  ed  a-f-fr  >  a  (per  b  non  infinitesimo  e  quindi  sempre  nel  caso  nostro). 
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Tuttavia  a  cagione  della  (a)  non  è  manifestamente  valido  in  tale  Classe  il  po- 
stukto  di  Archimede.  E  ciò  prova  il  nostro  assunto,  perchè  per  tale  Classe,  come 
si  è  già  notato,  vale  il  postulato  di  De-Zolt. 

In  secondo  luogo  dico  che  da  Z  deriva  O  (pei  segmenti). 


B 


Infatti  supponiamo  che  ribaltando  un  segmento  AB  su  se  stesso  in  modo  ohe  A 
vada  in  B,  il  punto  B  prenda  una  posizione  C  diversa  da  A;  si  potrà  sempre  sup- 
porre che  C  cada  fra  A  e  B.  Allora  avremo  AB  =  BC  e  potremo  prendere  fra  B 
e  C  un  punto  D  in  modo  che  sia  ACB  =  BDC,  donde  BC  =  CD.  Ne  segue  AB  =  CD, 
mentre,  essendo  AB  =  AC  f  CD  4- DB,  dev'essere,  pel  postulato  Z,  AB>CD. 
Dunque  0  è  vero. 

Di  qui  segue  che  neppure  A  può  derivare  da  0;  perchè  se  da  0  derivasse  A, 
da  Z  derivando  0,  da  Z  deriverebbe  A,  il  che  non  è  possibile  come  si  è  già  notato. 

Cusì  abhiam  veduto  che  dei  tre  postulati  0,  Z,  A  uno  solo  (A)  contiene  gli 
nitri  due  e  può  esser  preso  per  fondamentale.  Ma  la  poca  evidenza  di  A  rende 
opportuno  di  cercare  di  ricavare  A  da  qualche  altro  postulato,  unito  (se  occorre) 
ad  uno  dei  due  Z,  0.  Ora  Bettazzi  ha  provato  che  la  connessione  (')  è  per  le  Classi 
proprie  illimitate  la  condizione  necessaria  e  sufliciente  per  la  validità  di  A  (*)• 
K  siccome  la  connessione  anzi  la  continuità  è  molto  più  evidente  che  A  per  la 
classe  dei  segmenti,  così  sembra  opportuno  accettarla  insieme  a  Z  (o  ad  O)  per 
dimostrare  A,  salvo  poi  a  verificare  se  Z  sia  o  no  contenuto  in  essa. 

Ammettendo  la  continuità,  diviene  accettabile  per  esempio  la  seguente  dimo- 
strazione di  A,  che  mi  è  stata  recentemente  comunicata  dal  Prof.  De  Amicis,  e  che 
io  applicherò  per  più  chiarezza  ai  segmenti.  Supponiamo  che  entro  AB  cadano 
infiniti  segmenti  consecutivi  AC,  CC,  C'C", ....  eguali  fra  loro.  Allora  ammessa 
la  continuità  si  prova  esistere  un  segmento  AM  |>  AB  (')  limite  di  AC  +  CC  -h 

+  CC"  -f  . . . 

Anche  CM  poi  è  limite  di  CC  4-  CC'  +  . . . . ,  e  poiché  le  parti  di  queste  due 
somme  sono  rispettivamente  eguali,  deve  essere  CM  =s  AM,  cioè  la  parte  eguale 
al  tutto,  contro  al  postulato  Z. 

E  più  semplice  però  la  dimostrazione  di  Bettazzi  che  suppone  soltanto  la  con- 
nessione. Essa  è  la  seguente: 

Sia  a  un  segmento,  e  si  pongano  in  un  gruppo  P^  tutti  ì  segmenti  p^  che  sono 
minori  di  a  o  di  qualche  multiplo  di  a,  e  in  un  altro  gruppo  P^  tutti  i  rimanenti 


(0  Quando  tutto  le  grandozzo  di  una  Classe  propria  si  ripartiscono  in  due  gruppi  P],  P|,  in  modo 
elle  tutte  lo  grandezze  di  P}  siano  minori  di  quello  di  P|  possono  darsi  quattro  casi. 
1**  Può  darsi  che  Pi  abbia  massimo  o  P,  minimo. 
2"  Può  darsi  cho  P|  abbia  massimo  e  V^  non  abbia  minimo. 
3"  Può  darsi  che  P]  non  abbia  massimo  e  Pg  abbi»  minimo. 
40  Può  darsi  che  nò  P|  abbia  mussimo  nò  P^  abbia  minimo. 
Si  dice  allora  cho  Pj  e  Pj  danno  luogo  nel  1''  Caso  a  una  sttrc^^saione,  nel  2^  e  3°  a  un  collegamento, 
nel  4^*  a  uno  spezzamento. 

Lo  spezzamento  si  dico  poi  una  sezione  so  la  difforenza  fra  una  grandezza  di  P^  e  una  di  P|  può 
prendersi  minoro  di  una  grandezza  qualunque  assegnala;  altrimenti  si  dice  eolio. 

Le  classi  proprie  illimitato  non  contengono  cho  collegamenti  o  spezzamenti  (mai  successioni); 
esse  diconsi  connesfte,  quando  non  ammettono  salti,  e  più  in  particolare  diconsi  continue,  se  non  am- 
mettono nò  salti  nò  sezioni,  cioè  se  ammettono  soltanto  collegamenti.  (Non  mi  sembrano  necessarie 
le  considerazioni  sulle  classi  chiuse  e  connesse  cho  il  Bettazzi  premette  alla  definizione  della  conti- 
nuitàì.  Bett.izzi,  I.  e,  pag.  :J0,  31  e  40-41. 
(-)  BuTTAZzr,  1.  e,  pag.  \2'i:ì. 
(i)  Il  segno   '|>  significa  non  maggiore.  (Vedi  Zcitschrift,  fase.  2^  del  1897). 


\ 
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segmenti/;^,  cioè  quelli  che  sono  maggiori  di  qualunque  multiplo  di  a.  Allora  per 
la  connessione  si  potrà  prendere  p^--  Pt<Za  ossia  p^  <.Pi  -f  «;  ma  se  p^  <;  ma  sarà 
p,  -f  a<I('W  +  1)«»  e  quindi jp^  <(»«  -f  l)a,  contro  l'ipotesi;  dunque />g  non  esiste, 
e  perciò  nemmeno  P,,  il  che  equivale  a  dire  che  ò  valido  A. 

Reggio  Emilia  7  Aprile  97. 

G.  Sforza. 


SULLA  DKFINIZIONK  D'INFINITO 


Nei  miei  *  Fondamenti  per  una  teoria  generale  dei  gruppi  ,  (V.  questo  Pe- 
rtodicoi  anno  1896  e  fase.  2^  anno  1897)  citando  alcune  delle  definizioni  di  gruppo 
finito  od  infinito  date  da  altri,  censurai  quella  data  dal  prof.  Biasi:  il  quale  nel- 
Pultimo  fascicolo  di  questo  Periodico  difende  la  sua  definizione.  Mi  permetta  l'e- 
gregio prof.  Biasi  ch'io  qui  brevemente  gli  replichi. 

La  sua  definizione  è  la  seguente:  (V.  Diasi,  Kìementi  di  Aritmeiica  ed  Aìyebra, 
Sassari,  1892,  §  4).  Un  sistema  si  dirà  infinito,  se  dopo  aver  pensato  più  cose 
del  sistema,  sia  sempre  possibile  pensarne  altre  ancora  o,  brevemente,  se  si  possa 
continuare  indefinitamente  a  pensare  nuove  cose  del  sistema.  In  caso  diverso  si 
dirà  finito  ,.  Al  §  1  del  suo  libro  è  poi  detto:  "  Una  cosa  (prima)  e  un'altra  od 
altre  insieme  (successive)  sono  più  cose  ,.  Io  ho  obiettato  (V.  Fondamenti-Intro- 
duzione) che  tale  definizione  è  assurda,  cioè  che  non  esistono  gruppi  o  sisfemi  che 
sieno  infiniti  secondo  essa,  potendosi  per  più  cose  prendere  tutte  quelle  del  sistema, 
oltre  le  quali  non  ve  ne  sono  altre;  a  meno  di  non  intendere  o  sottintendere  che 
le  cose  pensate  costituiscano  un  gruppo  finito,  il  che  darebbe  luogo  ad  un  circolo 
vizioso. 

Ora  il  prof.  Biasi,  nelle  sue  osservazioni,  dice:  *  ....la  definizione  stabilisce 
'  come  condizione  sufficiente^  non  necessaria,  affinchè  il  gruppo  sia  finito,  il  fatto 

*  che  le  cose  siano  pensate.  E  invero  io  non  avevo  precedentemente  ammessa  la 

*  possibilità  di  pensare  tutte  le  cose  di  un  sistema,  e  mi  era  perciò  lecito  parlar 

*  di  sistemi,  i  cui  individui  non  si  potessero  tutti  pensare,  come  ho  fatto  „.  Ri- 
spondo che  precedentemente  egli  non  ha  ammessa,  è  vero,  ma  neppure  ha  esclusa 
quella  possibilità;  ma  anche  accettando  questa  modificazione,  domando  come  si 
concepisce  un  sistema,  del  quale  non  si  possono  pensare  tutte  le  cose?  E  quelle 
che  non  si  possono  pensare  di  che  natura  saranno?  Se  anche  l'autore  volesse  dire 
che  ammette  la  possibilità  di  non  pensare  successivamente  tutte  le  cose  del  sistema 
(come  forse  si  può  intendere  dalla  sua  citata  definizione  di  pia  cose  a  causa  di 
quel  successive  fra  parentesi)  la  cosa  forse  cambierebbe  aspetto,  ed  io  intravederci 
il  suo  pensiero,  ma  non  accetterei  ugualmente  la  definizione,  giacché  in  essa  si 
trova  allora  il  concetto  di  ordine,  assai  complesso,  che  l'autore  non  cita  né  spiega 
affatto  prima. 

Inoltre  il  prof.  Biasi,  a  dimostrare  la  non  assurdità  delle  sue  definizioni  e  l'e- 
sistenza dei  suoi  gruppi  infiniti,  cita  l'esempio  che  il  Dedekiud  prese  al  Bolzano, 
quello  cioè  di  tutti  gli  enti  che  possono   essere  oggetto  del  nostro  pensiero,  per- 


92  PERIODICO   DI   MATEMÀTICA. 

che,  egli  dice,  "  dopo  aver  pensato  più  enti,  aieno  essi  materiali,  o  pensieri  essi 

*  stessi,  rimangono  sempre  a  pensare  le  loro  immagini  nella  nostra  mente  ,.  Tale 
esempio  non  dimostra  nulla.  Quel  gruppo  esiste  infatti,  è  vero,  ed  altri,  con  altre 
definizioni,  può  giustamente  chiamarlo  infinito;  ma  il  ragionamento  che  l'autore  fa 
per  dirlo  infinito  nel  senso  suo  si  può  applicare  a  qualunque  gruppo,  facendo  così 
parere  infiniti  tutti  i  gruppi,  meno  quello  di  un  solo  ente,  giacché  in  ogni  gruppo 
che  non  sia  di  un  solo  ente,  pensatine  alcuni  ce  ne  sono  sempre  altri  a  cui 
pensare. 

L'obiezione  che  fa  il  prof.  Burali-Forti,  e  che  il  prof.  Bissi  riporta,  cioè:  che 
**  in  sostanza  egli  dice  che  è  infinito  ciò  che  è  infinito  e  finito  ciò  che  è  finito  , 
mi  pare  che,  interpretata  convenientemente,  abbia  fondamento.  Ed  infatti  inten- 
dendo la  definizione  del  prof.  Biasi  nel  solo  modo  nel  quale,  secondo  me,  può  es- 
sere difesa,  cioè  col  pensare  successicamente  le  cose  del  sistema,  se  non  si  vuol 
cadere  nell'obiezione  fatta  che  si  potranno  sempre  pensar  tutte  le  cose  dopo  le  quali 
non  ce  ne  sono  altre,  bisognerà  dire  che  un  gruppo  è  infinito  quando  (come  chia- 
risce Tautore  stesso  nel  §  4)  si  possa  continuare  indefinitamente  a  pensare  nuove 
cose  del  sistema,  e  qui  si  annida  allora,  com'è  chiaro,  l'idea  di  gruppo  infinito, 
quella  stessa  che  si  vuoi  definire.  £  l'esempio  che  l'autore  porta  nel  rispondere, 
cioè  quello  *  dei  punti  contenuti  in  un  segmento,  il  quale  può  dirsi  finito  perchè 

*  ha  fine  da  una  banda  e  dall'altra,  mentre  per  la  definizione  mia  (del  prof.  Biasi) 

*  è  infinito  ,  non  vale  giacché  gli  estremi  del  segmento  sono  finali  soltanto  per 
la  loro  posizione,  proprietà  speciale  alla  natura  geometrica  del  gruppo,  che  non 
ha  che  far  niente  coH'idea  del  gruppo  finito:  e  il  segmento  è  finito  soltanto  in 
quanto  è  un  ente  individuo  indipendentemente  dall'essere  costituito  da  un  gruppo 
infinito  o  finito  di  punti,  mentre  il  prof.  Burali-Forti  non  intendeva,  com'è  chiaro, 
usare  le  sue  parole  finito  ed  infinito  se  non  nel  senso  dei  gruppi  di  punti. 

Torino,  9  marzo  1S97. 

R.  Bkttazzi. 


■♦  ♦ 


SOIIIONI  DELLE  IjUISTIONI  281*  298*  312*  UT  3i4*  3i5*  316*  341*  3i8* 


281*.  Di  un  quadrilatero  ABCD  sono  noti  i  lati  AB  =  a,  BC=b  e  gli  angoli 
A,B,  C.  Dimostrare  che  l'area  del  quadrilatero  è  espressa  da 

I  ab  [sen  B.  sen  ( A  -f  B  +  C)  -  sen  A .  sen  C  —  sen  (B  -f  C).  sen  (A  -|  B) J  -f- 

a'  sen  A.sen  (B  4.  C)  +  6'  sen  C.  sen  (A  +  B) }  :  2  sen  (A  -j-  B  -f  C). 

A.  Lugli. 

Risoluzione  del  Prof.  A.  Chiari. 

Siano  a  e  p  gli  angoli  che  i  lati  bea  del  quadrilatero  fanno  con  la  sua  dia- 
gonale d  =  AC.  Posto  AD  =^  ?/,  CD  =  07,  l'area  della  figura  è  espressa  da 

(1)  ^  ""  o"  \^^  ^^"  ^  +  '^^'/  ^®"  ^(  ' 


] 
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Dal  trìangolo  ACD,  per  le  relazioni  esistenti  tra  gli  elementi  d'un  triangolo,  si 

ottiene 

d  sen  (C  —  ol)  __  dsenjX  —  P) 

seii  D  '  sen  D 

e  quindi 

rf-  sen  (C  —  a)  sen  (A  -  f) 


(2)  rv:/  : 

Dal  triangolo  ABC  si  ottiene 


Ben'  D 


.ry 


a  sen  B  .2»  sen  B 

sen  a  =  - — - —  ,  sen  p  =  — - — , 

a  a 

b  —  a  cos  B  .       a  —  h  cos  B 

cos  a  = ,         cos  p  = 

a  a 

Sviluppando  la  (2),  e  sostituendo  in  essa  questi  valori  si  ha 

a/»r8enA.8enC-|-sen(A-|-  B).sen(B  f  C)]=a'senA.8en(B+  C)~ft*8enC.8en(A-f  B). 


sen*  D 
Posto  questo  valore  nella  (1)  risulta,  essendo  sen  D  =—  sen  (A  -f  B  +  C), 

S  =  |a6  fsen  B.  8enA(  +  B  -f  C)-sen  A.  sen  C  —  sen  (B  -|-  C).  sen  (A  -f-  B)]-f 

a'  sen  A.  sen  (B  f  C)  +  IT  sen  C.  sen  (A  {  B)}  :  sen  (A  -f  B  -f  C). 

Si  osservi  che  se  il  quadrilatero  è  iscritto,  sen  A  =  sen  C;  sen  (A  +  B  -(-  C)  «>  — 
—  sen  B;  sen  (B  4-  C)  «»  sen  (A  —  B)  e  che  la  formola  diviene  in  valore  assoluto 

2a6  sen*  A  —  [(a*  4-  ft*)  ««n  A  cos  B  —  (o'  —  6*)  cos  A  sen  B  J  sen  a 
^*"  2  sen  B 

Se  il  quadrilatero  è  un  parallelogrammo,  la  formola  si  semplifica  in 

S  =  ah  sen  B. 

Altre  risoluzioni  del  Prof.  Castelli  e  del  sig.  Celastri. 

298*.  Scomporre  un  numero  N  in  tre  parti  x,  y,  z  in  progressione  aritmetica,  e 
tali  che  la  somma  dei  loro  cubi  sia  eguale  al  cubo  di  un  numero  P,  e  trovare  le 
condizioni  perchè  i  tre  numeri  x,  y,  z  resultino  reali  e  positivi. 

Risoluzione  dei  sigg.  Giulio  Michetti,  studente  dell'  Università  di  Pisa  e  G.  Lubrano. 

Si  ha  il  sistema: 

(1)  ^    +y-f.2r==N     ] 

(2)  a;»+y'+^"-P' 

(3)  a:  +  ar  =  2//.  j 

Sostituendo  nella  (1)  il  valore  di  .v  -f  z  dato  dalla  (3)  si  ha  l'equazione 

N 
y  +  27  ■=  N        ,        da  cui  //  -  - . 

Sostituendo  nella  (2)  questo  valore  di  //,  si  ha 

(4)  a^'-f  — -f  ^r^^P^ 

dall'identità 

.r'  -i-  2r'  -=  (  /;  -f  zy  —  Zxz  (x  \-  z\ 

sostituendoci  i  valori  noti  avremo: 
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e  per  conseguenza  la  (4)  diviene 

e  da  questa  equazione  si  ricava 

N'  -  3  P' 

bN 
ed  essendo 

2N 

i  valori  di  .v  e  z  sono  le  radici  delTequazione  di  2*  grado 
rr^  .      2N        ,   N^-3P-       ^ 


dunque: 


^  •'/  ^'  3 


-i("*V^^- 


Queste  due  soluzioni  sono  simmetriche,  e  ragione  di  ciò  si  ha  ricordando  le  pro- 
prietà delle  progressioni  aritmetiche. 

DiBOussioNK.  —  Il  numero  dato  N  è  da  supporsi  positivo,  e  quindi  perchè  x 

e  z  sieno  reali  bisogna  che  sia 

9P'~-N»>  0, 

[da  cui 

«_ 

N  <  P  V9. 

Siccome  x  e  z  sono  le  radici  dell'equazione  (5),  afGnchè  sieno  positive,  biso- 
gnerà che  il  primo  membro  della  (5)  abbia  due  variazioni;  il  che  richiede  che  sia 

N^-  3P'>0. 
da  cui 

n>pVh- 

Dunque  la  condizione  affinchè  x,  t/>  ^  sieno  reali  e  positivi  è: 

3  3_ 

pVìr>N>p  Va^ 

342*.  Intìieando  i  vertici  di  un  quadrilatero  inscritto  in  un  circolo  con  1,  2,  3,  4 
i  lati  con  a,  b,  e,  d,  con  hs«,  per  esempio,  la  diManza  dal  vertice  3  al  lato  a,  e  con 
nì3«  il  segmento  con  ginn  (/ente  il  vertice  3  col  punto  medio  del  lato  a.  Dimostrare  le 
seguenti  formule  : 

,  ^Ib  ^'3*  /*3.1  li  le 


hoa        /*2e        h*h         IUk 


1 


y  S  -^  -;^\{ah4a  -r  bh^xy  )  [l^hih  +  chic)  (r/*2c  -j-  dhzd)  {dh^d  -f  «/*».), 

cj  (hiu  \  l'M  \'  /Mc-h/i3a)  (7—4-1—  +  -^—  K-r-ì  — 

\/*lb  /»3d  «le  «3»/ 
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(A2C  +  *4a  +  Mii  f  /Ub)  (ir-  +  T-  ^  T-+  T-ì 

C?)  m*xb  +  »«%e     I     W'sd  -r  WJ  4.  =  »M%a  +  Ml*2d  +  W»'lc  +   "'%b  • 

G.  Candido. 

Risoluzione  del  sig.  Gino  Liibrano,  studente  d'Istituto  tecnico  a  Livorno. 

Dato  un  quadiilaUru  1,  2,  3,  4  inscritto  in  un  circolo  di  raggio  R,  indichiamo 
con  X  ed  y  ]e  sue  diagonali  13,  24. 

Consideriamo  spparatamente  i  triangoli  formati  da  una  diagonale  e  da  due  lati 
consecutivi;  per  un  teorema  noto  avremo 

Se  dividiamo  la  prima  di  queste  eguaglianze  per  la  quinta,  la  seconda  per  la 
sesta,  la  terza  per  la  settima,  la  quarta  per  l'ottava,  abbiamo 

*2d  y  '      *2c  //  '       ^4b  ~~  y  '      *4«  // 

Siccome  i  secondi  membri  di  queste  eguaglianze  sono  eguali;  così  devono  es- 
sere pure  eguali  i  primi,  e  la  formula  (a)  ò  dimostrata. 

La  superficie  S  di  tutto  il  quadrilatero  è  uguale  alla  somma  delle  superficie  dei 
due  triangoli,  nei  quali  è  scomposto  da  ciascuna  dalle  due  diagonali,  così  le  aree  dei 

triangoli  123,  341  essendo  rispettivamente  eguali  a  —  b  7/ib.     -^j^^^ie»  si  ha 

S=  ^{bJfit  4-  chic)  f 
S  =  —  (ri?i4a  +  Wt4b)  , 
S=  — (cA2c  -f  dÌHd)  , 

S      —{(ihid  +  «/»3«). 

Moltiplicando  membro  a  membro  queste  eguaglianze  e  risolvendo  rispetto  ad  S, 
si  ha  la  formula  (6). 

Per  dimostrare  la  formula  (e)  basta  sostituire  alle  altezze  ì  valori  che  sono 
espressi  dalle  formule  sopra  stabilite,  e  si  ha 


Similmente 


„(„„+.,.)  (i.i.i.i). 


e  la  formula  {e)  è  dimostrata. 
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Per  dimostrare  1*  eguaglianza   (d)  applicheremo  il  teorema  delle  mediane  ai 
triangoli  già  osservati,  ed  avremo: 


5 

911 


m 


tn 
Summaudo  avremo: 

m»,b  +  m\.  4-  mSu  +  »i*%.  =a?«  -[-  y»  -|-  i  (a'  +  6*  +  c«  +  d") , 

ma  due  quantità  eguali  ad  una  terza  sono  eguali  fra  loro,  e  la  formula  {e)  resta 
dimostrata. 

Altre  risoluzioni  del  sig.  Barbagallo  e  del  slg.  G.  Guadalupl,  alunno  del  R.  istituto 
tecnico  di  Bari. 

348*.  La  cifra  delie  decine  di  qualunque  potenza  di  3  non  può  mai  esaere  di- 
spari. 

BONOLIS. 

Risoluzione  del  sig.  Francesco  Barbagallo,  alunno  del  R.  istituto  tecnico  di  Catania 
e  del  sig.  T.  Mari. 

Infatti  la  cifra  delle  unità  in  qualunque  potenza  di  3  non  può  essere  che  1, 
3,  7,  9,  poiché  una  potenza  di  3  non  è  divisibile  né  per  2,  né  per  5,  epperò  mol- 
tiplicando una  potenza  di  3  per  3  la  cifra  delle  decine  da  riportare  ò  sempre  0  o  2; 
per  cui,  essendo  il  prodotto  di  due  numeri  dispari  uguale  ad  un  numero  disparì 
ed  il  prodotto  di  un  numero  dispari  per  un  numero  pari  uguale  ad  un  numero 
pari,  la  cifra  delle  decine  in  una  potenza  di  3  o  è  sempre  pari,  o  é  sempre  dispari, 
ma  nella  terza  potenza  di  3  la  cifra  delle  decine  é  2,  sicché  resta  dimostrato  che 
in  una  potenza  qualunque  di  3  la  cifra  delle  decine  non  può  essere  mai  dispari. 

344*.  In  qualunque  potenza  di  5  la  cifra  delle  unità  è  sempre  5,  quella  delle 
decine  è  sempre  2,  la  cifra  delle  centinaia  non  pub  essere  che  1  o  6,  quella  delle 
unità  di  migliaia  non  può  essere  che  Oj  3,  5,  8  (0  e  5  corrispondono  al  6 ;  3  ed  8 
all'I),  e  finalmente  la  cifra  delle  decine  di  migliaia  non  può  mai  essere  né  3,  né  8, 

fìoMOLIS. 

Risoluzione  del  sig.  Francesco  Barbagallo. 

Essendo  una  potenza  di  5  divisibile  per  5  e  non  per  2,  é  evidente  che  la  cifra 
delle  unità  é  sempre  5,  onde  moltiplicando  una  potenza  di  5  per  5  la  cifra  delle 
decine  da  riportare  é  sempre  2.  Ora  essendo  il  prodotto  di  5  per  un  numero  pari 
uguale  ad  un  multiplo  di  10,  ed  il  prodotto  di  5  per  un  numero  dispari  =  ad  un 
multiplo  di  10  più  5,  risulta  chiaro  che  in  qualunque  potenza  di  5  la  cifra  delle 
decine  deve  essere  o  sempre  2,  o  sempre  7;  ma  é  2  nella  potenza  5*,  onde  resta 
dimostrato  che  la  cifra  delle  decine  in  una  potenza  di  5  é  sempre  2. 

Moltiplicando  cosi  una  potenza  di  5  per  5  la  cifra  delle  centinaia  da  riportare 
é  sempre  1,  epperò  qualunque  sia  la  cifra  delle   centinaia  nella  potenza  5"*'^  ò 
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chiaro  che  nella  potenza  5"*  la  cifra  delle  centinaia  eoi,  o  6;  e  precisamente, 
se  nella  potenza  5*"  è  1  la  cifra  delle  centinaia  è  chiaro  che  in  5'**^^  deve  essere  C 
ed  in  5"''^*  deve  essere  nuovamente  1,  e  così  di  seguito  alternativamente:  e  siccome 
in  5'  la  cifra  delle  centinaia  è  I,  possiamo  stabilire  che  in  una  potenza  di  5.  la 
cifra  delle  centinaia  è  1  o  6  secondo  che  l'espoiunte  è  dispari  o  pari. 

Moltiplicando  una  potenza  di  5  per  5  la  cifra  delle  unità  di  migliaia  da  ripor- 
tare è  0  ovvero  3;  opperò  qualunque  sia  la  cifra  delle  unità  di  migliaia  nella 
potenza  5"~S  la  cifra  delle  unità  di  migliaia  nella  potenza  5"'  deve  essere  0,  3, 
5,  8,  e  precisamente  se  m=2n,  nella  potenza  5*"-^  la  cifra  delle  centinaia  è  1, 
onde  moltiplicando  5*"-^  per  5  la  cifra  delle  unità  di  migliaia  da  riportare  è  0, 
per  cui  in  5'"  la  cifra  delle  centinaia  è  6,  e  la  cifra  delle  unità  di  migliaia  è  o 
0,  o  5;  se  poi  »i  =  2n  -f  1  allora  nella  potenza  5""'^  la  cifra  delle  centinaia  è 
6  e  moltiplicando  5°*~*  per  5  la  cifra  delle  unilà  di  migliaia  da  riportare  è  3, 
onde  nella  potenza  5"*  la  cifra  delle  centinaia  è  1  e  la  cifra  delle  unità  di  mi- 
gliaia è  3  o  8. 

Moltiplicando  una  potenza  di  5  per  5  la  cifra  delle  decine  di  migliaia  da  ri- 
portare è  sempre  0,  1,  2,  4,  onde  qualunque  sia  la  cifra  delle  decine  di  migliaia 
nella  potenza  5*",  nella  potenza  5"*^^  la  cifra  delle  decine  di  migliaia  non  può 
essere  nò  3,  nò  8. 

34&*«  La  cifra  delle  decine  di  qualunque  potenza  di  7  non  può  essere  che  0  o  4  ; 
e  propriamente  è  0  se  la  a' fra  delle  unilà  della  potenza  è  1  o  7,  ed  è  invece  4  se 
la  cifra  delle  unità  è  3  o  9. 

BOMOLIS. 

Risoluzione  del  sig.  Francesco  Sarbagallo. 

Infatti  ò  evidente  che,  se  due  potenze  di  7  hanno  contemporaneamente  la  stessa 
cifra  delle  unità  e  la  stessa  cifra  delle  decine,  nelle  potenze  successive  le  cifre 
delle  unità  e  le  cifre  delle  decine  si  debbono  ripetere  con  Io  stesso  ordine  come 
nelle  antecedenti,  ed  essendo,  7,  9,  3,  1,  7,...  le  cifre  delle  unità;  0,  4,  4,  0,  0,... 
le  cifre  delle  decine  nelle  rispettive  potenze  1*,  2",  3*,  4*,  5*,...,  possiamo  dire  che 
nelle  potenze  di  7  in  cui  la  cifra  delle  unità  ò  7,  9,  3,  1,  la  cifra  delle  decine  è 
rispettivamente  0,  4,  4,  0,  e  possiamo  osservare  inoltre  che  dette  potenze  debbono 
essere  rispettivamente  della  forma  4K  +  If  4E  -^  2,  4K  —  1,  AK. 

34G\  //  quadrato  d'un  numero,  formato  da  p  cifre  9  seguite  da  una  cifra  qua- 
lunque, a,  si  compone  di  ^  —  1  cifre  9,  seguite  dal  complemento  a  100  del  doppio 
di  10  —  a,  da  p  —  1  zeri  e  dal  quadralo  di  10  —  a  preceduto  da  uno  zero  se  è  di 

una  cifra.  Per  esempio 

999998"  =  9999  96  0000  04, 

999993"  =  9999  86  0000  49. 

BoNOLIS. 

Risoluzione  del  sig.  Francesco  Barbagallo  e  del  sig.  Guido  Bordi. 

Infatti  indicando  con  999...  9  un  numero  in  cui  sono  p  cifre  uguali  a  9,  abbiamo: 

999...  9(i»==[10p+»  — (10-a)]* 
=  102P  +  »  —  2  (10  -  a)  10^+^  -f  (10  -  ay 
==10«p  +  2  — 2X  101»+*  -f  2alOP+i  +  (10  — rO' 
=  (10p      —  2)10p+2  .f  2alOP+»  ^.(10— «)« 
=  (99.. .  9  X  10  4-  8)  10P+»  +  2(1  10p+»  -f  (10  —  «)' 

12  ...  .p 

«  99...  9X10p^'  +  8X  10p+«  +  2al0p+i-l-(!0-o)» 

1  2  ....  p 

—  99...  9X10p^5-f  (80  4-2a)10p+'  +  (10-a)' 

1  2.  i. .  p 
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e  siccome 

80  +  2a  =  100-2(10-a) 
e 

a<9 
ancbe 

80  4-  2a  <  100 

onde   (80  -{- 2a)  IOp-^  non  può   contenere   più   di  2  cifre  seguite  dsL  p  -\- l  zeri;  e 

analogamente  essendo 

(10-rt)'<100 

anche  (10  —  a)*  non  può  contenere  più  di  2  cifre,  onde  il  teorema  resta  dimostrato. 

347*.  Se  un  numero  P  è  f tarmato  da  n  cifre  uguali  ad  a,  seguite  dalla  cifra  b, 
e  da  ognuna  di  queste  cifre  si  tolgono  e  unità,  si  avrà  un  nuovo  numero  il  cui  qua- 
drato si  otterrà  dal  quadrato  di  P  togliendo  da  ognuna  delle  sue  cifre  o  unità,  sol- 

tanto  per 

a  •=  5,  6,  7,  8 

b  =-.  6,  7,  8,  9 

c  =  l,  3,  5,  7 
per  esempio 

(55...56-ll...ll)'  =  55...56«-ll...ll 

(66. ..67 -33.. .33)"  =  66. ..67* -83. ..33 

(77...  78  -  55...  65)«  =  77...  78«  -  55...  55 

(88...89  — 77...77)*  =  88...88^-77...77 

BONOLTB. 

Risoluzione  dei  sig.  Francesco  Barbagalio,  alunno  dei  R.  Istituto  Tecnico  di  Catania. 

Indicbi  X  un  numero  formato  di  n  cifre  uguali  ad  a,  seguite  dalla  cifra  &:  e  |i 
un  numero  formato  di  n  +  1  cifre  uguali  a  r;  allora  il  problema  può  ridursi  al- 
l'espressione 

(1)  (X  -  ^)' =  X' -  [(n  _  e)  10- +  li] 

ovvero 

(2)  (X  -  ^y  =  X-  -  (,1  io«+i  +  11) 

secondo  che  X'  contenga   2n -f- 1»    o2n-\-2  cifre.   Dalle   precedenti   uguaglianze 
si  può  escludere  il  caso  di  e  =  9  poiché  allora  in  esse  i  secondi   membri  dovreb- 
bero essere  negativi. 
Ora  dalla  (l)  si  ha: 

X»  ^  11»  _  2Xii  =  X'  -  Il  10"  -f  e  10»^  —  |i 
da  cui 

10"  -f  ji  f  1  —  -  10"«=2X 

ciò  che  è  impossibile,  poichò  n  contenendo  n  -\-  \  cifre  uguali  a  e  sarà: 

e  10"  <  }i 

e 
per  cui  10"  -l-|i-fl 10"  è  sempre  frazionario,  mentre  2X  è  sempre  intero. 

Escluso  il  caso  quindi  che  X'  contenga  2n  -f  1  cifre,  si  hn  dalla  (2) 

X«  -f  ji'  —  2X:ì  --r=  X"  —  |i  10"+^  —  |i 
cioè  10"+^  f   ji  f  1=2X  ovvero 

eli  ...1  -I  9.  11  ...1  +2=:2rt.ll  ...  1  —  2rt  -h2& 

12...ntl  12...n+2  12...n+l 

da  cui 

A       „  r?  —  &  4-  1 

12  . .  .  n-f  l 
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ed  in  conseguenza,  essendo  e  un  numero  intero  di  una  sola  cifra, 

0  —  6  +  1=9,     c  =  2a — q,    0^5,     6  =  rt-[-l. 

Dando  quindi  ad  a  i  valori  5,  6,  7,  8  si  ricavano  per  b  ì  valori  6,  7,  8,  9  e  por  e 
i  valori  1,  3,  5,  7. 

318*,  U  prodotto  d'un  numero  qualunque  N  di  p  cìfre^  per  un  numero  formalo 
da  p  cifre  uguali  «  9,  è  uguale  al  numero  N — 1,  seguilo  dal  complemento  di  N 
rispetto  a  IOp. 

BONOLIS. 

Risoluzione  dei  sigg.  Francesco  Barbagallo,  Guido  Bordi,  G.  Guadalupi  e  T.  Mari. 
Indicando  con  N  un  numero  in  cui  le  cifre  sono  p,  e  con  ^  un  numero  formato 
da  p  cifre  uguali  a  9  si  iia: 

N.«r  =  NX(iOP-l) 
«NIOP-N 
=  (N-1)10P  +  IOp  -N: 

e  siccome  N  contiene  p  cifre  sarà: 

N>IOp-i 
onde 

IOP  — N<I0p-»(10  — 1) 
e  a  più  forte  ragione 

10P_N<10P 

onde  IOp  —  N  non  può  contenere  più  di^;  cifre;  opperò  il  teorema  resfca  dimostrato. 


QUISTIONI  PROPOSTE  (*> 


349-*  Se,  A,  B  sono  due   punti  qualunque  di  due  piani  a,  p  non 

paralleli,  si  trovi  il  punto  X  della  retta  (a,  P)  per  il  quale  l'angolo  AXB 
è  massimo. 

350*.  Dati  due  punti  A,  B,  ambedue  esterni  o  ambedue  interni  ad 
un  circolo  o  ad  una  sfera,  si  trovi  un  punto  del  circolo  o  della  sfera, 
tale  che  la  somma  delle  due  distanze  da  A  e  B  sia  massima  o  mìnima. 

Gambioli. 
351*.  Risolvere  il  sistema 

X'*  +  y-  -I-  0'  +  «-  =  a* 

y{x-\-z-\-n)  —  h 

x(z  ^-  w)  +  za  =  e 

xz  ^  d 

Candido. 

352*.  Determinare  una  piramide  triangolare  regolare,  conoscendo 
la  superficie  totale  s  e  la  distanza  h  dei  vertici  della  base  dalle  facce 
opposte. 

353*.  Determinare  un  triangolo,  dati  il  perimetro  2p  e  due  al- 
tezze h,  k. 

Luigi  Bosi. 

(*)  Le  quistioni  contrassegnate  con  un  asterisco  sono  proposte  particolarmoiite  agli  studenti  delle 
scuole  secondarie i  le  altre  a  tutti  gli  studiosi  indistintamente. 
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_  „  punti  -- 

mezzo  delle  corde  (reali  o  ideali),  che  le  tangenti  di  K^  staccano  nei 
due  cerchi,  è  il  cerchio  radicale. 

355.  Se  duo  cerchi  eguali  si  segano  sotto  un  angolo  di  60\  il  loro 
cerchio  radicale  ò  il  luogo  della  proiezione  (ortogonale)  di  un  punto 
dellun  cerchio  sulla  sua  polare  rispetto  all'altro. 

356.  Costruire  le  parabole  che  hanno  una  data  direttrice,  e 

a)  passano  per  due  punti  dati, 

b)  passano  per  un  punto  e  toccano  una  retta  data, 
e)  toccano  due  rette  date. 

357.  Costruire  le  parabole,  aventi  per  direttrice  una  retta  data,  e 

a)  bitangenti  ad  un  cerchio  dato; 

b)  osculatrici  ad  un  cerchio  dato. 

358.  Se  (p,„  (!)„),  (p,,  (0,),  (p„  (i)J  sono  i  raggi  vettori  e  le  corrispon- 
denti anomalie  vere  di  un  pianeta  in  tre  posizioni  P^,  P,,  P»,  il  pa- 
rametro dell'orbita  è 

P  =    "2  A  '  ^^^"  ^^'  "^  ^'^  "^  ^^"  ^^'  —  w  J  +  sen  (o),  —  Wo)], 
ove  A  è  Tarea  del  triangolo  Po  Pj  P,. 

363*.  Sapendosi  che  per  a  >  7,  tra  ò-  ed  a  —  2  esiste  per  lo  meno  un 

numero  primo,  dimostrare  che  il  prodotto  dei  fattori  primi  inferiori 
ad  «  e  che  non  lo  dividono  è,  da  un  certo  valore  di  n  in  poi,  mag- 
giore di  n. 

364.  Indicando  in  generale  con  f{a,b)  l'espressione  (*) 

nella  quale  è 
rf.=D{a,i),rf,=D(|-,d.),rf,=D(^,d,)...,d,=D^^^  "^_^    ,rf..,), 

e  si  suppone  rfn|i=  1,  dimostrare  che  se  a, ft  sono  divisori  dim  sus- 
siste la  relazione: 

/■(«,  a) .  f{a,  h).b  =4  f(n,  h)f(h,  a) .  a 

365.  Sia  m  multiplo  di  a,  6. 

Se  in  non  contiene  altri  fattori  primi  oltre  a  quelli  di  a,  2»,  sussiste 
la  relazione 

/■(a,  b)  ,m  =  firn,  i).  a  ; 

ed  inversamente,  se  ha  luogo  tale  relazione,  in  si  compone  con  soli 
fattori  primi  di  a,  b. 

U.   SCARPIS. 


(')  Iiitcìidiaino  por  cerchio  raflicale  dì  due  cerchi  posti  in  nn  medosimo  piano  il  luogo  del  punti 
aventi,  rispetto  ai  duo  corclii,  potenze  eguali  e  di  segno  contrario,  (v.  Di^ran  Lorica  —  Sopra  loa 
ch-culos  radicale^;  Progr.  mat.  T.  V.  pag.  200.  —  Sur  les  cercle»  radicaux;  Math£8I8,  T.  VI,  p.  105). 

(*)  I  simboli  I)  (a,  6)  e  9  ("0  indicano  rispettivamente  il  massimo  comun  divisore  di  a,  b  ed  il 
numero  dei  numeri  non  superiori  ad  m  e  primi  con  esso. 
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Gaetano  Frasca.  —  Nozioni  di  algebra  ad  uso  delle  Scuole  Tecniche.  — 
Napoli,  1896. 

II  libro  è  diviso  iu  due  parti:  nella  prima  TA.,  dopo  le  necessarie  definizioni, 
espone  con  studiata  chiarezza  le  principali  proprietà  delle  operazioni  con  numeri 
algebrici  e  con  monomi  e  polinomi,  alcuni  brevi  cenni  sulla  decomposizione  in  fat- 
tori, sulla  ricerca  del  massimo  comun  divisore  e  del  minimo  comune  multiplo  di 
più  monomi  interi  e  sulle  proprietà  delle  operazioni  con  frazioni  algebriche.  —  La 
seconda  parte,  è  riservata  alle  eqiiazioni  ed  ai  problemi  di  primo  grado  e  contiene 
]e  proprietà  generali  e  la  risoluzione  delle  equazioni  di  primo  grado  ad  un'inco- 
gnita, i  metodi  di  risoluzione  dei  sistemi  di  primo  grndo  a  due  incognite,  e  un 
brevissimo  cenno  sul  modo  di  risolvere  un  sistema  di  tre  equazioni  con  tre  inco- 
gnite. In  fine  di  ogni  paragrafo  trovasi  una  copiosa  raccolta  di  esercizi  e  problemi 
accuratamente  scelti  ed  ordinati. 

Il  libro  comprende  adunque  tutto  il  programma  per  la  licenza  óeUh  sctiofa  tecnica. 

L'À.  segue  il  metodo  intuiiiro,  riuscendo  sempie  ciliare  e  rigoroso  nell'esposi- 
zione, e  superando  felicemente  molte  delie  non  lievi  difficoltà  che  presenta  la  com- 
pilazione dei  trattati  elementari.  —  Le  mende  sono  così  piccole  e  rare  che  non 
meritano  rilievo.  Forse  era  desiderabile  uno  svolgimento  più  ampio  della  seconda 
parte  specialmente  in  ciò  che  riguarda  la  risoluzione  delle  equazioni  e  dei  sistemi, 
ma  a  ciò  può  supplire  l'insegnante. 

L'A.  ha  avuto  lo  scopo  (come  Kgli  scrive  nella  prefazione)  di  fare  un  lavoro 
utile  dal  punto  di  vista  didattico:  questo  scopo  può  dirsi  raggiunto. 

A.  Masoni. 

Ernesto  Pascal.  —  Calcolo  delle   Variazioni  e  delle  Differenze  finite 
(III^  Parte  del  Calcolo  infinitesimale).  —  Manuali  Hoepli. 

La  importante  collezione  dei  Manuali  Hoepli  è  stata  arricchita  ultimamente  di 
un  altro  volumetto  che  s'intitola  *  Calcolo  delle  Variazioni  e  delle  Differenze  finite  „, 
il  quale  forma  la  terza  parte  del  Calcolo  infinitesimale,  che  il  chiar.  prof.  E.  Pascal 
dell'Università  di  Pavia  ha  dato  recentemente  alle  stampe.  La  parte  di  Matema- 
tiche esposta  in  questo  breve  trattato  è  limitata,  si  può  dire,  ad  un  corso  regolare 
di  Calcolo,  e  benché  molto  spesso  la  ristrettezza  dello  spazio  obblighi  l'autore  a 
dare  soltanto  un  rapido  cenno  di  alcune  teorie  o  di  certe  considerazioni  svolte  dai 
Tari  autori,  tuttavia,  con  delle  preziose  indicazioni  storiche  e  bibliografiche  razio- 
nalmente ordinate,  riesce  a  rendere  interessante  in  ogni  punto  lo  studio  del  suo 
libro,  nel  quale  un  misurato  rigore  scientifico  si  trova  sempre  in  accordo  con  una 
mirabile  chiarezza. 

In  quest'ultima  parte  del  Corso,  l'autore  ha  dato  un  maggiore  e  più  accurato 
sviluppo  alle  indicazioni  bibliografiche,  indicando  sommariamente  la  ragione  d'es- 
sere dei  metodi  ivi  studiati,  e  donde  sono  derivati.  Così  lo  studioso,  condotto  passo 
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a  passo  e  quasi  a  sua  insaputa,  a  ragionare  intorno  ad  iniportanti  problemi  e  a 
trattare  di  argomenti,  su  cui  l'esame  critico  ebbe  ed  ha  tuttora  tanto  da  discutere, 
si  trova  senza  fatica,  con  la  scorta  intelligente  dell'autore,  preparato  dinanzi  il 
terreno  e  facilitata  l' indugino. 

L'interesse  sempre  vivo  che  accompagna  la  lettura  di  quest'ultima  pubblicazione 
del  sìg.  Pascal,  è  la  migliore  prova  ch'egli  è  riuscito  nel  suo  intento,  cioè  di  creare 
una  guida  veramente  utile  ai  giovani  studiosi. 

A.  B. 

IJoft  Prof.  Giovanni  Lozzi  —  Primo  libro  siiW istruzione  secondaria 
in  Italia  "  Il  Personale  insegnante  „  Napoli  1896. 

Il  Prof.  D'Ovidio  disse,  che  le  piaghe  della  Pubblica  Istruzione  in  Italia  sono 
tante,  che  non  basterebbero  dieci  Rosmini  a  descriverle  e  dieci  Petrarca  a  piangerle. 
Questa,  che  parrebbe  una  esagerazione  rettorica,  apparisce  la  verità  dalla  lettura 
dell'accuratissimo  lavoro  del  Dott.  Lozzi  prof,  di  matematica  nei  RR.  Licei  di  Roma. 

Il  libro  è  COSI  ricco  di  argomenti  e  di  notizie  con  somma  cura  raccolte,  che 
non  è  possibile  in  un  breve  cenno  riassumerlo  convenientemente. 

Sono  notevoli  le  critiche  che  l'A.  fa  al  modo  di  formazione  dei  professori  per 
le  scuole  secondarie,  la  sua  proposta  del  tirocinio  anche  per  i  laureati,  le  censure 
al  difetto  di  ore  di  insegnamento  per  la  matematica  nelle  scuole  classiche. 

Condotte  con  fine  acume  le  osservazioni  sugli  orari,  e  giusta  la  proposta  di 
perequazione  degli  orari  medesimi. 

Notevolissimi  poi  gli  ultimi  capitoli,  nei  quali  sono  esposti  con  chiarezza  due 
progetti  di  nuovo  organico,  secondo  i  quali  si  potrebbero  sensibilmente  migliorare 
le  condizioni  degli  insegnanti  senza  aggravare  maggiormente  il  bilancio  dello  stato. 

In  conclusione  l'A.,  mentre  con  precisione  rinnova  critiche  già  note,  tratta 
molti  ed  importanti  argomenti  nuovi,  trae  conclusioni  nuovissime,  e  studia  il  pro- 
blema del  personale  da  capo  a  fondo  con  amore  vivo  e  sincero. 

Il  libro  è  dedicato  all'ex-ministro  Martini,  e  noi  crediamo  che  possa  essere 
utilmente  consultato  da  insegnanti  e  studenti,  e  da  quanti  si  occupano  di  scuole 
e  di  professori;  perciò  non  è  sembrato  fuori  di  posto  un  breve  cenno  di  tale  opera 
in  questo  periodico. 

A.  Maschi. 

Dott.  S.  Ortu  Carboni.  —  Problemi  elementari  di   applicazione  del- 
Valgebra  alla  Geometria,  —  Livorno,  Tip.  di  R.  Giusti,  1897. 

Questo  libro  contiene  un'introduzione  sugli  elementi  della  teoria  delle  equa- 
zioni e  sulla  risoluzione  di  problemi  geometrici   mediante  l'Algebra,  e  circa  800 

problemi. 

Dei  problemi  non  è  data  la  soluzione,  e  questo  è  un  pregio  dell'opera;  perchè, 
come  giustamente  osserva  l'autore,  nessuno  può  considerare  come  aventi  meta 
plausibilmente  didattica  le  Raccolte  con  chiari,  ossia  con  le  soluzioni  piìi  o  meno 
sviluppate  in  modo  costante  ed  uniforme. 

Però,  di  ogni  problema,  pochi  eccettuati,  l'autore  dice  qualche  cosa  che  possa 
rendere  piti  facile  all'alunno  la  soluzione,  in  alcuni  accenna  le  formole  adatte  che 
bisogna  applicare  o  ricorda  problemi  analoghi,  in  molti  dà  il  sistema  risolvente, 
ed  in  altri  indica  soltanto  il  risultato. 
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Questi  problemi  son  divisi  in  10  paragrafi:  nel  primo  ci  sono  quelli  relativi 
ai  segmenti,  nel  secondo  quelli  relativi  ai  triangoli,  ecc.,  ed,  infine,  il  decimo  com- 
prende dei  problemi  di  ripetizione  ed  alcuni  temi  degli  esami  di  licenza  degli  isti- 
tuti tecnici  (sezione  F.  M.). 

I  problemi  di  ciascun  paragrafo  sono  posti  in  ordine  progressivo  di  difficoltà, 
e  sono  preceduti  dalle  formolo  che  riguardano  le  proprietà  fondamentali  della  fi- 
gura a  cui  i  problemi  si  riferiscono. 

Gli  insegnanti  delle  scuole  secondarie,  considerando  l'utilità  di  questa  raccolta 
di  problemi,  saranno  certamente  grati  all'autore  per  averla  compilata  con  tanta 
cura  e  diligenza,  e  non  mancheranno  di  accoglierla  favorevolmente. 

K. 

RiVELLi.  —  Stereometria  applicata  allo  sviluppo  dei  solidi  ed  alla  loro 
costruzione  in  carta,  —  Mani^nli  H5epli  —  Serie  artistica. 

Questo  nuovo  manuale  pubblicato  dal  solerte  editore  U.  H5i>)ili  non  ha  altro 
scopo,  come  dice  il  suo  titolo,  che  quello  di  addestrare  i  giovani  studenti  special- 
mente delle  scuole  tecniche  e  industriali  a  costruire  con  poca  spesa  i  modelli  in 
cartoncino  dei  principali  solidi  che  si  presentano  nello  studio  della  geometria.  — 
Questo  scopo  può  dirsi  felicemente  raggiunto;  l'eleganza  delTedizione  contribuirà 
ad  invogliare  i  giovanetti  a  darsi  a  questo  utile  passatempo. 

A.  13. 
♦  ♦— 

ESAMI  DI  BACCALAUREATO  DELL'APRILE  1896 

(Continuazione  vedi  pag.  69) 


Accademia  di  Reiines. 

1**.  Quistioni  a  scelta.  —  a)  In  qual  caso  si  dice  che  alcune  relazioni  fra  piìi  va- 
riabili sono  distinte?  Quante  relazioni  distinte  esistono  fra  le  sei  linee  trigonome- 
triche di  uno  stesso  angolo?  Trovarle,  e  mostrare  perchè  esse  sono  distinte.  Dedurne 
i  valori  di  senx  e  coSwP  in  funzione  di  tango:. 

bj  Calcolare  sen  —  e  cos  —  in  funzione  di  senx. 

Discussione. 
e)  Risolvere  un  triangolo  conoscendo  due  lati  e  l'angolo  opposto  ad  uno  di 
essi.  Discussione. 

Problema.  —  Si  formi  1  '  il  quadrato  della  somma  dei  quadrati  di  due  numeri 
interi  consecutivi  a,  a  —  1,  2'  il  quadrato  del  doppio  2a  del  maggiore  di  essi;  di- 
mostrare che  nella  divisione  di  questi  due  quadrati  la  parte  intera  del  quoziente 
ed  il  resto  sono  pure  dei  quadrati.  Se  a  è  il  numero  che  segue  immediatamente 
un  quadrato,  il  resto  è  il  quadrato  che  segue  immediatamente  il  quadruplo  del 
quoziente. 

Accademia  di  Tolosa. 

\  Per  gli  estremi  A  e  B  d'un  diametro  d'una  circonferenza  data,  di  raggio  R  e 
centro  0,  si  conducano  le  tangenti  AC,  BD  a  questa  circonferenza,  e  s'indichino 
con  G,  D  i  punti  d'incontro  con  una  tangente  CD  alla  circonferenza. 
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r.  Dimostrare  che  il  triangolo  COD  è  rettangolo  e  che  ÀGXBD=sR'. 

2'.  Determinare  la  tangente  CD  in  modo  die  l'area  del  trapezio  ACDB  sia  equi- 
valente a  quella  d*un  quadrato  di  Iato  dato  a. 

3".  Determinare  il  minimo  dell'area  del  trapezio  ACDB,  quando  si  fa  variare  la 
tangente  CD. 


Il  19  febbraio  ultimo  scorso  si  è  spento  a  Berlino  Carlo  Teodoro  Guglielmo 
Weierstrass,  al  quale  poco  più  di  un  anno  prima,  in  occasione  del  suo  ottantesimo 
anniversario,  tutta  la  Germania  aveva  reso  solenni  onoranze  come  al  più  illustre 
dei  Matematici  tedeschi. 

L'indole'del  Periodico  non  ci  consente  di  parlare  delle  opere  insigni  di  lui,  per 
le  quali  fu  detto  il  padre  dell'analisi  moderna;  crediamo  però  di  fare  cosa  grata 
ai  lettori  dando  qualche  cenno  sulla  sua  vita. 

C.  Weierstrass  nacque  il  31  ottobre  1815  a  Ostenfelde  in  Vestfalia.  Dal  1834 
al  1838  studiò  diritto  e  scienza  delle  finanze  nell'Università  di  Bonn;  ma  poco 
soddisfatto  degli  studi  giuridici  all'età  di  23  anni  si  dedicò  alle  matematiche,  che 
studiò  privatamente  a  Miìnster  dove  nell'estate  del  1841  dette  l'esame  prò  facid- 
tate  doccndi. 

Dal  1842  insegnò  in  vari  Ginnasi  e  pubblicò  i  lavori  sulle  funzioni  Àbeliane, 
che  furono  il  fondamento  della  sua  gloria,  e  gli  dischiusero  nel  1856  le  porte  del- 
l'Università  di  Berlino,  che  ha  illustrato  per  oltre  40  anni. 

Inchiniamoci  reverenti  dinanzi  alla  tomba,  che  chiude  il  corpo  di  C.  W.  ma  non 
il  suo  spirito,  il  quale  vive  e  vivrà  nelle  sue  opere. 


Accademia  delle  scienze  fisiche  e  matematiche,  —  L'Accademia,  non  avendo  rite- 
nuta degna  di  premio  nessuna  delle  due  memorie  presentate  per  il  concorso  del  1896, 
ha  bandito  il  concorso  per  un  premio  di  L.  1000  sul  medesimo  tema,  che  è  il  se- 
guente : 

Es2)orre,  discutere  e  coordinare  fu  forma  posfiibilmente  compendiosa  tutte  le  ri- 
cerche concernenti  la  determinazione  delia  totalità  dei  numeri  primis  apportando 
qualche  notevole  contributo  alle  leggi  secondo  le  quali  questi  numeri  si  distribuiscono 
fra  i  numeri  interi. 

Le  memorie  dovranno  essere  inviate  al  segretario  dell'Accademia  non  più  tardi 
del  31  marzo  1898. 

Accademia  Pontoni ana  (Concorso  al  premio  Tenore).  —  Si  ripropone  al  concorso 
pel  premio  di  L.  500  il  seguente  tema: 

l.e  Matematiche  in  Kapoli  dalla  fondazione  dell'antica  Reale  Accademia  delle 
Scienze  (1762)  alla- nuova  (1861). 

1  lavori  dovranno  farsi  pervenire,  franchi  da  ogni  spesa,  al  Segretario  generale 
dell'Accademia  non  più  tardi  del  31  marzo  1898. 

Errata-Corrifre.  —  Nel  fascicolo  II  a  pag.  57,  riga  7*,  alle  parole:  ,... apparisca  come  faUore 
coMenOf  devono  seguire  le  altre:  mentre  la  seconda  parie  ci  dà  tutti  i  termini  in  cui  lo  etesso  arco 
apparifce  come  fattore  seno;.... 

Giulio  Lazzrri  —  Direttore  responsabUe 
Finito  di  stampare  11  4  Maggio  1897. 
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UN'  OSSERIME  SEL'  EQUIVALENZA  DEI  POLIR! 

per  congruenza  delle  parti 


Quando  un  poliedro  convesso  P  è  diviso  in  parti  poliedriche  con- 
vesse in  modo  che,  se  un  punto  è  vertice  di  una  delle  parti,  esso  sia 
vertice  anche  di  tutte  quelle  parti  cui  appartiene,  noi  diremo  che  P 
è  diviso  in  parti  annodate,  e  diremo  nodo  ogni  punto  in  cui  cadano 
i  vertici  delle  parti. 

Ciò  posto  vale  il  seguente 

Teorema.  —  Se  un  poliedro  convesso  P  è  diviso  in  parti  poliedriche 
convesse  annodate,  la  somma  degli  angoloidi  delle  parti  aumentata  o  di- 
minuita di  un  multiplo  di  un  diedro  piatto  eguaglia  la  somma  di  con- 
tementi  multipli,  secondo  numeri  non  minori  di  2,  dei  diedri  di  P. 

Dimostrazione.  —  Consideriamo  infatti  i  4  seguenti  possibili  casi 
relativi  alle  varie  posizioni  di  un  nodo. 

1.  Il  nodo  sia  interno  a  P.  In  tal  caso  tutti  gli  angoloidi  delle  parti 
che  hanno  il  vertice  in  esso  riempiono  l'intero  spazio,  cioè  sommano 
due  diedri  piatti.  Se  dunque  n  è  il  numero  di  tali  nodi  ed  S^  è  la  somma 
di  tutti  quegli  angoloidi  delle  parti  che  hanno  i  vertici  in  essi,  si 
avrà  Si  ==  2  wtu. 

2.  //  nodo  sia  interno  ad  una  faccia  di  P.  Allora  tutti  gli  ango- 
loidi delle  parti  che  hanno  il  vertice  in  quel  nodo  riempiono  soltanto 
quella  metà  dello  spazio  in  cui  cade  P,  cioè  un  diedro  piatto.  Se 
dunque  m  è  il  numero  di  tali  nodi  ed  S,  è  la  somma  degli  angoloidi 
delle  parti  che  hanno  i  vertici  in  essi,  si  avrà  S,  =  wtu. 

3.  Il  nodo  sia  interno  a  uno  spigolo  di  P,  Allora  tutti  gli  angoloidi 
delle  parti  di  P  che  hanno  il  vertice  in  esso  riempiono  il  diedro  Di  cor- 
rispondente a  quello  spigolo.  Se  dunque  n  è  il  numero  dei  nodi  interni  a 


106  PERIODICO   DI   MATEMATICA. 

tale  spìgolo  ed  S,  è  la  somma  di  tutti  gli  angoloidi  delle  parti  che  hanno 
i  vertici  in  nodi  interni  agli  spigoli  di  P,  sarà  S,  =  r,  D»  -f  r,  D,  -f  ... 

4.  Il  nodo  cada  infine  in  un  vertice  di  P.  Allora  gli  angoloidi  delle 
parti  che  hanno  il  vertice  in  esso  riempiono  queirangoloide  di  P  che 
ha  il  vertice  in  quel  nodo.  Detta  dunque  A  la  somma  degli  angoloidi 
di  P  ed  S4  la  somma  di  tutti  quegli  angoloidi  delle  parti  di  P  che 
hanno  i  vertici  nei  vertici  di  P,  sarà  S^  =  A. 

D'altronde,  se  A,  è  un  angoloide  di  P,  ni  il  numero  degli  spìgoli 
di  A,  e  Si  la  somma  dei  diedri  di  A^  si  ha  Ai  =2,  —  (ni-2)iu. 

Perciò 

S4  =  (Si  +  S,  +  . . .)  —  (n,  -I-  n, . . .  —  2  V)ii:, 

essendo  V  il  numero  dei  vertici  di  P.  Ma,  poiché  ogni  diedro  di  P 
appartiene  a  due  angoloidi,  si  ha 

S,  +  S,  +  . . .  =  2  D,  -h  2  D,  -f  . . . ,    ni  +  n,  4  . . .  =  2  C, 

essendo  C  il  numero  degli  spigoli  di  P. 
Rimane  dunque  in  ultimo 

S,  =2D, +  2D, +  ...    -(2C-2V)7r. 

Raccogliendo  ora  in  una  sola  S  le  quattro  somme  S^,  S„  S„  S4,  e 

facendo 

4:  K  =  2«  +  m  -  2V  +  2C, 

otterremo  appunto 

S  ±  Ktt  =  ir,  +  2)  D,  +  (r,  +  2)  D,  -f  . . . 
conformente  nll'enunciato. 

Da  questo  teorema  si  può  ricavare  un  notevole  corollario,  che  ri- 
chiede però  due  particolari  lemmi. 

Lemma  V.  —  Se  h  è  U  diedro  del  tetraedro  regolare  R  eÒ  U  diedro 
acuto  del  tetraedro  trirettangolo  isoscele  T,  si  ha 

28  =  TC  — D. 

Dimostrazione.  —  Bisogna  ricordare  che  in  ogni  tetraedro  una 
faccia  qualunque  è  la  somma  delle  projezìoni  delle  altre  tre  su  di 
essa.  Applicando  questo  principio  ad  R  avremo  dunque  (se  a  indica 
l'area  di  una  faccia  di  R)  a  =  3  a  cos  D,  donde 

cos  D  =  -0 . 
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Applichiamo  poi  Io  stesso  principio  a  T;  allora,  indicando  con  ^ 
l'area  della  base  e  con  y  l'area  di  una  qualunque  delle  tre  faccio  ret- 
tangole di  T,  avremo  le  due  equazioni 

p  =  3  Y  cos  8, 
Y  =  p  cos  5, 


donde,  moltiplicando, 


cos*  5  =  H-  • 


Da  questa  si  ha  successivamente 

2  co8«  8  =  2  sen*  (y  -  s)  =  1  -  cos  (tc  -  25)  =  g-, 
opperò 

cos  (tc  —  25)  —  o  =  cos  D. 

Ora,  essendo  8  <  ^ ,  si  ha 

7c>7C  —  28>o;  ed  è  poi  tc<D>o, 
dunque 

D  ==  TU  -  25. 


Lemma  2*.  —  Il  diedro   D   del  tetraedro  regolare  è  incommensu^ 
rabile  con  w. 

1  V8 

Infatti,  essendo  (lemma  V)  cos  D  =  g  ,  si  ha  sen  D  =  -ò-  • 

Allora,  ponendo 


i±ì\r8 

e  = ó i 


se  fosse 


(1)  D  =  -  TU 

sarebbe 

m       ,   ,        m 

e  =  cos  —  TU  +  1  sen  —  tu  ; 

e  perciò 

e»»  ±  1  —  0. 

Ma  e  è  radice  dell'equazione  3x'  —  2a;  +  3  =  o,  dunque  nell'ipo- 
tesi (1)  deve  essere  x^  ±1  divisibile  per  P==3a?*  —  2a?  +  3. 

Sia  1^  il  quoziente  di  tale  divisione,  ed  indichi  Q  un  polinomio  in« 

tero  (di  grado  n  —  2)  e  E  un  numero  intero,  primo  con  Q. 

Potremo  scrivere 

K  {x^  ±  1)  =  QP. 
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Detto  a^  il  coefficiente  di  a?*"''  in  Q,  dovrà  essere  intanto 

opperò  QP  dovrà  essere  divisibile  per  3.  Ora  3  non  può  dividere  Q, 
perchè  3  divide  E,  dunque  (Bertrand,  Alg.  ehm)  3  deve  dividere  P. 
Ma  poiché  3  non  divide  P,  Q  non  esiste  e  quindi  D  è  incommensu- 
rabile con  Tz.  (*) 

Veniamo  ora  all'accennato 

Corollario.  —  Un  tetraedro  regolare  R  e  un  tetraedro  trirettangolo 
isoscele  T  non  si  possono  dividere  in  uno  stesso  numero  di  parti  anno- 
date  rispettivamente  simili  (e  tanto  meno  congruenti). 

Sia  infatti  possibile  dividere  R  e  T  in  parti  annodate  rispettiva- 
mente simili  ;  allora  la  somma  degli  angoloidi  delle  parti  di  R  o  di  T 
sarebbe  la  stessa.  Perciò,  indicando  con  r,  p,  a,  K  degli  interi  non 
negativi  dovrebbe  essere  pel  teorema  dimostrato 

(r  +  12)D  =  (p  +  6)5  4  (o  ^  6)|-  ±  Ktc, 


(^)  Anche  i  diedri  deirottaodro,  del  dodecaedro  e  dell' icosaedro  regolare  sono  iiicommonsurabiii 
con  1C.  Infatti,  se  si  cbiama  D  il  diedro  di  un  poliedro  regolare  convesso,  si  trova  ^r.  Traiti  H«  Géom 
di  Roucai  e  Combbroussk  pag,  245  del  2^  toI.  %*  edizione) 


D       ^"»m 
Ben —-a- , 

son  — 

n 

ove  m  è  il  numero  degli  spigoli  di  eiaseun  angoloide  e  n  il  numero  dei  lati  di  ciascuni  faccia. 
Facondo  allora 

t  Bs  cos  D  4"  (  aon  ^% 
si  vede  facilmente  che  pel  tetraedro 

VT4-< 

Ve  — =r— ; 

V» 


per  l'ottaedro 


per  r  icosaedro 


e  infine  pel  dodecaedro 


Vtss = 

vs 


,,~     (V5-l)  +  i(l4- V5  ) 

Ve  = = 

2V8 

—    (vT- 1)4-2  » 
v«  ~ 


V10-2V5 


Si  trova  perciò  ebe  pei  primi  due  solidi  s  è  radice  della  stessa  equazione  Sdr*  — 2x-)-3^o  (e 
quindi  i  D  corrispondenti  sono  supplementari);  mentro  per  l' icosaedro  t  è  radice  della 

9*«-2ar«4-9»o. 
e  per  il  dodecaedro  8  è  radice  della 

6«*+6««  +  5s=o, 

a  si  prova  corno  pel  caso  del  tetraedro  (e  dell'ottaedro)  che  questi  due  ultimi  diedri  sono  incom- 
mensurabili con  n.  Nel  testo  citato  è  detto  invece  che  il  diedro  doli'  icosaedro  è  dato  «iraf.'afNfii'*  da 

188«.ir.22",76. 
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ossia 

(2r  +  24)D  =  (p  +  6).28±w, 

ove  X  è  un  intero,  D  è  il  diedro  di  R  e  8  è  il  diedro  acuto  di  T. 

Ma  pél  lemma  1*  2  8  =  tc  —  D,  dunque  la  precedente  relazione 

diviene 

(2r  4  24)D  =  (p  +  6)1:  — (p  +  6)D  ±  xn 
ossia 

(2r  +  p  -f  30)  D  =  (p  +  6  ±  x)k; 
e  quindi,  poiché  2r  +  p  4  30  non  può  essere  zero  perchè  r  e  p  deb- 

bone  essere  positivi  0  nulli,  dovrà  essere  D  =  —  tc,  cioè  D  commen- 
surabile con  7c,  ciò  che  è  contrario  al  lemma  2^ 

Aprile  1897. 

G.  Sforza. 


Una  definizione  di  poligono  conyesso 


1.  Le  definizioni  di  poligono  convesso,  che  comunemente  vengono  date  nei 
trattati  di  geometria  elementare  per  le  scuole  secondarie,  sono  sovraìjhondanti,  cioè 
contengono  più  di  quanto  è  strettamente  necessario  per  definire,  nel  vero  senso  di 
questa  parola,  tale  figura.  Proposizioni  di  tal  fatta  le  chiamerei  piuttosto  den(h 
minazioni. 

Mi  propongo  in  questa  Nota  di  esporre  una  definiziofu  di  poligono  convesso. 
Le  citazioni  che  si  troyano  nel  seguito  si  riferiscono  agli  *  Elementi  di  Geometria 
di  Giuseppe  Veronese  trattati  con  la  collaborazione  di  Paolo  Gazzaniga  ..  Avrei 
potuto  conseguire  forse  maggior  brevità  nell'esposizione,  ricorrendo  per  le  citazioni 
ad  un  lavoro  nel  quale  fosse  svolto  più  completamente  Targomento  della  divisione 
del  piano  in  parti  mediante  rette,  ma  preferisco  attenermi  al  libro  accennato  come 
quello  che  più  è  conforme  al  metodo  di  trattazione  da  me  seguito  in  altre  Note 
sui  fondamenti  della  geometria.  Ho  invece  pensato  di  tener  distinto  ciò  che  ò  affatto 
inerente  alla  quistione  che  mi  son  proposto  di  trattare,  da  quanto  è,  dirò  così, 
d'indole  più  generale,  e  che  espongo  in  alcune 

OsBBBYAZiovi  PBELixiHABi.  —  K  Dal  fatto  chc  una  retta  a  divide  il  piano  in 
due  parti  M,  N  (n.  3  oss.  e  def.)  e  che  se  una  retta  b  taglia  a  in  un  punto,  essa 
vien  divisa  in  due  raggi  posti  uno  in  M  e  uno  in  N  (n.  23  t.  Ili),  resulta  imme- 
diatamente con  dimostrazione  per  assurdo  che,  se  un  segmento  ha  gli  estremi  in  una 
ddle  due  parti  M,  N  vi  giace  per  intero. 

II*.  Se  0  è  un  punto  di  a  e  CQ  un  raggio  di  N,  esso  divide  questa  regione 
in  due  parti,  corrispondenti  a  quelle  in  cui  vien  diviso  da  esso  il  mezzo  fascio  con 
centro  in  C  posto  in  N  (n.  23  lemma),  parti  che  sono  due  angoli  piani  (n.  21  def.  I  4) 
ECQ,  QCH.  Se  si  prende  un  punto  X  in  KCQ  ed  uno  Y  in  QCH,  cioè  da  bande 
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opposte  rispetto  alla  retta  CQ,  il  segmento  (XY)  taglia  questa  (o.  t.  III)  e  preci- 
samente il  raggio  CQ,  trovandosi  tutto  in  N.  Cioè: 

Vn  Bémipiano  è  diviso  da  un  suo  raggio  qualunque  CQ,  uscente  da  un  punto  C 
della  retta  origine  a  in  due  partii  e  ogni  segmento  che  ha  un  estremo  in  una  e  l'altro 
nélV altra  di  queste  taglia  il  raggio  CQ,  e  perciò,  se  una  retta  non  parallela  ad  a 
taglia  U  raggio  opposto  a  CQ,  quel  suo  raggio  che  si  trova  nel  semipiano  in  discorso 
giace  tutto  in  una  delle  due  parti  considerate, 

III*.  Dato  un  triangolo  ABC  (lascio  le  figure  alla  cura  del  lettore),  il  suo  lato  BO 
divide  il  piano  in  due  parti,  di  cui  chiameremo  M  quella  che  contiene  il  triangolo, 
N  l'altra.  Il  raggio  CQ  opposto  a  CA  si  trova  nella  seconda  (n.  23  t.  III)  e  la 
divide  (oss.  prelim.  II)  in  due  angoli  piani  BCQ,  QCH  (CH  opposto  a  CB),  ed  ogni 
raggio  AS  che  taglia  la  BC  in  un  punto  S  e  che  perciò  appartiene,  a  partire  da  S, 
ad  N,  deve  trovarsi,  a  partire  da  S,  tutto  o  in  BCQ  o  in  QCH  (oss.  II).  Per  con- 
seguenza tutti  e  soli  quei  raggi  in  discorso,  per  i  quali  S  cade  sul  raggio  CB,  sa- 
ranno in  BCQ,  e  quelli  per  cui  S  cade  in  (BC)  danno  la  parte  comune  ai  due  angoli 
BCQ,  BAC,  mentre  quelli,  per  i  quali  S  cade  sul  raggio  BE  (opposto  a  BC),  ci 
danno  la  parte  che  il  primo  non  ha  in  comune  col  secondo,  la  quale,  essendo  BK 
da  banda  opposta  a  BH  rispetto  alla  AB,  trovasi  rispetto  a  questa  retta  da  banda 
opposta  all'angolo  BAC.  Possiamo  concludere:  V angolo  piano  interno  BAC  dd 
triangolo  ABC  e  l'angolo  esterno  BCQ  hanno  in  comune  tutta  la  parte  del  primo 
che  si  ha  astraendo  dal  triangolo  dato,  la  qual  parte  è  tutta  quella  che  l'angolo 
esterno  ha  dalla  stessa  banda  in  cui  trovasi  l'angolo  interno  considerato  rispetto  al 
lato  AB. 

IV*.  Dati  due  angoli  adiacenti  ACB,  ACD,  se  un  raggio  CE  delVangolo  piatto 
opposto  a  quello  che  risulta  dalla  somma  dei  due  nominati  determina  col  raggio  CA 
un  angolo  ACE  convesso  che  contenga  il  raggio  CB,  l'opposto  di  CE  cade  in  ACD. 
Difatti  CF,  opposto  di  CE,  deve  trovarsi  o  nell'uno  o  nell'altro  dei  due  angoli  adia- 
centi anzidetti  (23  t.  III).  Ma  essendo  ACE  convesso,  il  raggio  opposto  a  CE  cade 
fuori  di  esso  (21  def.),  e  quindi  anche  di  ACB,  perciò  si  trova  in  ACD. 

2«  Consideriamo  una  retta  A^A,  che  divide  il  piano  in  due  parti  M,  N,  ed  in 
una  di  queste,  per  es.  in  M,  prendiamo  un  punto  A,;  vien  cosi  determinato  un 
triangolo  A^A,A,  di  M. 

Nella  parte  che  A^A,E  (A,E  opposto  a  A^AJ  ha  in  M  si  prenda  un  punto  A^; 
nella  parte  che  A^A^L  (A^L  opposto  ad  A^A.)  ha  in  M  si  prenda  un  punto  A^,  e 
così  si  proceda  fino  ad  un  ultimo  punto  Ao.  I  punti  A,,  A„  A„  . . . . ,  Ab  determi- 
nano un  poligono  ohe  chiamerò  convesso.  Possiamo  perciò  porre  la  seguente 

DaFiKjzioNB.  —  Chiamasi  convesso  ogni  poligono  che  sia  tutto  da  una  parte 
rispetto  uno  dei  suoi  lati  A^A,,  e  sia  tale  che  ognuno  dei  triangoli  determinati  da 
un  vertice  A^  di  questo  lato  con  le  coppie  A^,  A^;  A,,  A^; . . . .  An~i ,  Ab  abbia  il 
vertice,  che  non  è  comune  col  precedente,  nell'angolo  esterno  di  questo  che  è  adiacente 
al  lato  comune,  e  che  non  ha  il  vertice  in  A^. 

S«  Conduco  (supposto  eseguita  la  figura  determinata  dalla  definizione)  la  A^A^. 
Essendo  A^  in  A^A.E  e  in  M,  è  pure  (n.  1  oss.  Ili)  in  A^A^Ag,  nel  quale  trovasi 
adunque  il  raggio  A^A^,  che  perciò  taglia  (A^A^),  per  cui  il  raggio  A, A,  trovasi 
in  AiA^A,,  e  così  i  raggi  A^A^,  A^A,  si  trovano  da  parte  opposta  rispetto  alla 
retta  A^A,.  Perciò  i  due  angoli  adiacenti  A.A^Aj,  A^A^P  (A^P  opposto  ad  A^A,) 
e  A^A,  si  trovano  nelle  condizioni  dell'oss.  IV,  e  quindi  A^L  è  in  A^A^P  e  A^A^L 
è  parte  di  A^A^P,  per  cui  A^  cadendo  in  quello  per  definizione,  si  trova  pure  in 
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questo,  dunque  (oss.  Ili)  essendo  Ag  anche  in  M»  trovasi  pure  in  k^A^A^  fuori 
del  triangolo  A^A^A^.  Così  proseguendo  si  vede  che  gli  angoli  A^k^A^t  A^A^Ag, . . . . 
AbA,Aj  sono  successivi,  e  chs  il  poligono  trovasi  tutto  néU* angolo  A^A^A,,  cioè  tutto 
da  una  parte  rispetto  a!  lato  A,A,. 

Ora  abbiamo  gli  angoli  adiacenti  A^A^A^,  A^A^P  e  in  quest'ultimo  c'è  A,L, 
per  cui  AjA^L  ò  consecutivo  a  A.A^A^,  cioè  A^A^  è  interno  all'angolo  convesso 
(minore  del  piatto  A^A^P)  A,A^L,  perciò  A^  cadendo  per  ipotesi  in  A^A^L,  trovasi 
anche  in  A^A^L.  Così  continuando  si  conclude:  Se  un  poligono  è  convesso  in  un 
dato  verso  a  partire  da  un  suo  vertice  A^,  esso  lo  è  anche  a  partire  dal  siw  stuf- 
cessivo  A,,  nello  stesso  verso,  e  quindi  da  ogni  altro. 

Dalla  definizione  e  da  questi  teoremi  si  ricava  facilmente:  Ogni  angolo  di  un 
poligono  convesso  è  convesso,  (Per  il  triangolo  ciò  si  suppone  già  noto.)  Il  poligono 
è  tutto  contenuto  in  ciascuno  dei  suoi  angoli.  Ogni  diagonale  divide  U  poligono  in 
due  poligoni  convessi.  Considerando  le  diagonali  uscenti  da  un  vertice,  il  poligono 
risulta  somma  di  n  —  2  triangoli. 

4.  Riferendoci  alla  figura  precedente,  e  supponendo,  per  fissare  le  idee,  che 
sia  A^  Tultimo  vertice,  esso  ò  situato  in  A,A,Y  (A^Y  opposto  ad  A^A^),  perciò  i 
raggi  AjAj,  A^Y  sono  da  bande  opposte  rispetto  alla  A, A,,  ed  applicando  agli 
angoli  adiacenti  A,A,A,,  A^A^R  (A.R  opposto  ad  A^À,)  Toss.  lY,  si  vede  che  A^ 
cade  in  A^A^R.  Così  continuando  si  arriva  a  concludere:  Ogni  poligono  che  è  con- 
vesso a  partire  da  un  vertice  A^  in  un  dato  verso,  lo  è  pure  nel  verso  opposto. 

5.  Arrivati  nella  costruzione  del  nostro  poligono  per  es.  al  vertice  A^,  si 
prenda  A^  in  AjA^A^.  Allora  la  A^A^  deve  tagliare  (A^AJ,  che  ha  gli  estremi  sui 
lati  dell'angolo;  e  perciò  taglierà  un  altro  lato  (segmento)  del  triangolo  A^A^A^. 
Proseguendo  si  vede  che  A^A^  deve  tagliare  un  lato  del  poligono,  che  così  non 
rimane  tutto  da  una  parte  rispetto  a  quella  retta.  Analogamente  avviene  se  A,  si 
prende  neiroppesto  di  A^A^A^.  Prendendolo  poi  nell'opposto  di  A^A^^U  (A^IJ  op- 
posto ad  AgAJ  viene  a  trovarsi  con  A^  da  parte  opposta  rispetto  A^A.,  e  perciò 
continuando  nella  costruzione  si  dovrà  arrivare  ad  un  vertice  che  converrà  unire 
con  A|  o  con  un  altro  vertice  che  si  trova  dalla  stessa  banda  di  A^,  e  allora  il 
lato  che  si  ottiene  ò  segato  dalla  A^A^,  rispetto  alla  quale  dunque  il  poligono  non 
trovasi  tutto  da  una  parte.  Concludendo:  Un  poligono  non  convesso  non  si  trova 
tutto  da  una  parte  rispetto  ad  ognuno  dei  suoi  lati.  Un  poligono  che  si  trova  tutto 
da  una  parte  rispetto  ciascuno  dei  suoi  lati  è  convesso. 

£d  ora  rimane  tolto  l'inconveniente  lamentato  dal  Prof.  Frattini  nel  Periodico 
del  1896,  al  quale  si  può  del  resto  ovviare  mantenendo  anche  la  solita  definizione, 
come  trovasi  dimostrato  nel  Trattato  di  Geometria  dei  signori  Lazzeri  e  Bassani. 

Sondrio  febbraio  1897. 


Fbancbsco  Palatihi. 


La  scienza  matematica  ha  perduto  uqo  dei  suoi  piìi  illustri  cultori. 

GIACOMO   GIUSEPPE   SYLVESTER 

è  morto  a  Londra  il  15  marzo  scorso  nella  grave  età  di  83  anni. 
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ALCUNE  PROPRIETÀ  DELLA  SVILUPPANTE  DI  CERCHIO 


(Continuazione  e  fine  vedi  fascicolo  precidente). 


§  3.  Dividere  un  arco  AB  di  A  in  due  parti,  aventi  un  dato  rap- 
porto m.  -^  Chiamando  C  il  punto  di  divisione  ed  x  il  raggio  vettore  OC, 

8Ì  ha: 

AC      a?'-R* 


CB      R\  -  a?*  ' 
d'onde  : 


(6) 


V    w-f  1 


Se  dunque  m  è  razionale,  il  problema  proposto  si  risolve  colla  riga  e  col 
compasso. 

A  questo  problema  si  può  connettere  l'altro  di  dividere  un  dato  arco 

AB  di  A  iu  n  parti  eguali.  Basta  fare  nella  (6)  m  =» 

n  — 1 

Facendo  nella  (6)  m  =  1,  si  ha  la  formola  (facilmente  costruibile)  : 


(') 


..y5%±5;, 


corrispondente  alla  divisione  del  dato  arco  AB  per  metà. 

Nella  (7)  si  supponga  R^  =»  nR,  con  n  intero;  si  ottiene  allora: 


-bV=^- 


n*  4- 1 

Se  si  mette  la  condizione  che  anche  x  sia  multiplo  di  R,  il  numero  — r — 

deve  essere  un  quadrato  perfetto  intero  e  perciò  n  dispari.  Posto  allora 
n  =  2p  4-  1,  si  ha: 

— 2:^  =  ^1  + (p  +  1). 

e,  dovendo  il  secondo  membro,  che  è  la  somma  dei  quadrati  di  due  nu- 
meri interi  consecutivi,  essere  un  quadrato  perfetto,  si  deve  avere  neces- 
sariamente p  =  3  e  per  conseguenza  : 

n  =  7  ,        a?  =  5R. 
Dunque  : 

«  Se  in  una  sviluppante  di  cerchio  si  tirano,  dal  centro  del  cerchio 
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evoluta,  tre  raggi  vettori  proporzionali  ai  numeri  1,  5,  7,  il  medio  di-' 
vide  per  metà  Parco  intercetto  dagli  estremi  >. 

Questo  è  il  solo  caso  possibile,  quando  si  metta  la  condizione  che  il 
secondo  e  il  terzo  raggio  vettore  siano  multipli  del  primo. 

Se  nell'equazione  (6)  si  suppone  ma—,  risulta: 

^1 


X  =  VRRr 
Perciò  : 

<  Se  in  una  sviluppante  di  cerchio  si  tirano,  dal  centro  del  cerchio 
evoluta,  tre  raggi  vettori,  di  cui  il  medio  sia  media  proporzionale  fra 
gli  altri  due,  esso  divide  l'arco  in  due  parti  proporzionali  ai  raggi  vet" 
tori  estremi  >• 

Siccome,  qualunque  sia  m,  si  può  scrivere: 


«-V 


R 

(mR).  -i, 
m 


si  ha: 

€  Vi  sono  infiniti  archi  AB  t  quali,  da  un  punto  fisso  C,  sono  divisi  in 

parti  proporzionali  ai  raggi  vettori  estremi;  il  prodotto  di  questi  raggi 

è  costante  ed  egtmle  al  quadrato  del  raggio  vettore  OC  >. 
Dividere  un  arco  di  sviluppante  in  sezione  aurea.  — 
Tenute  ferme  le  notazioni  del  problema  precedente,  se  la  parte  aurea 

è  AG,  deve  essere: 

AB  :  AC  =  AC  :  CB 

Si  ha  dunque  l'equazione: 

(R«,  -  &*)  (R\,  -  a?»)  =  0?»  -  R' 

che,  risolta  rispetto  ad  ^*,  dà: 

(8)  ..  =  3-yE.^,^V5^.^,^^ 

essendo  l'altra  radice  da  -  escludere. 
Perciò  : 

€  //  quadrato  del  raggio  vettore  x  è  eguale  alla  somma  di  due  ret^ 
tangolif  uno  dei  quali  è  la  parte  minore  del  quadrato  di  R  diviso  in 
sezione  aurea  e  l'altro  è  la  parte  aurea  del  quadrato  di  B,^  » 

Se  inveoe  si  mette  la  condizione  che  la  parte  aurea  dell'arco  AB  sia 
CB,  si  ottiene  per  co*  l'espressione  a  cui  si  riduce  (8)  scambiando  fra 
loro  R  e  Rj. 

Esprimere  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  punti  della  sviluppante. 

I  quattro  punti  siano  A,  B,  C,  D  e  si  supponga  che  i  primi  due  siano 
separati  dagli  altri;  si  ha: 

^  ^      BC    BD 
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ossiai  in  causa  dell'equazione  (4): 

^^^^^^^-CR'.-RMCR'.-R') 

Ponendo  : 

(ABCD)  =  X 

e  risolvendo  l'equazione  precedente  rispetto  a  R*,,  si  trova: 

j,,  _  R«.  (R»  -  R%)  -  X  R'  (R',  -  R%) 
(R'  -  R\)  -  X  (R*.  -  R'.) 

Con  questa  formola  si  può  determinare  il  quarto  punto  di  una  svilup- 
pante di  cerchio  che,  insieme  a  tre  punti  dati  della  medesima,  formano 
un  gruppo  di  punti  avente  un  dato  rapporto  anarmonico. 

Fatto  X  =  ~  1,  si  ha  il  teorema: 

«  Se  in  una  sviluppante  di  cerchio^  e  a  partire  dal  centro  del  cerchio 
evoluta,  si  descrivono  quattro  raggi  vettori  R,  R^,  R„  R, ,  i  primi  tre 
arbitrari  e  il  quarto  definito  dalla  relazione: 

(9)  R.  =  2R«R',  -  (R«  +  R\)  R% 
^  ^  •  R-  -h  R\  -  2R%        ' 

i  quattro  estremi  formano^  sulla  spirale^  un  gruppo  armonico  ». 
Siccome  l'equazione  (9)  è  identicamente  soddisfatta  da: 

(10)  R,  =  VR*  -  RR,  +  R", ,    Rs  =  VR*  +  RR.  +  R%  , 

si  ha: 

«  /  quattro  punti  della  sviluppante  che  corrispondono  ai  due  raggi 
vettori  arbitrari  R,  R^  e  ai  due  altri  R„  R^  definiti  dalle  equazioni  (\(i)^ 
costituiscono  un  gruppo  armonico  p. 

§  4.  Ci  proponiamo  di  trovare  l'area  di  un  settore  compreso  fra  due 
raggi  vettori  qualunque  e  l'arco  compreso  fra  i  loro  estremi. 

Siano  OA,  OA,  due  raggi  vettori  vicinissimi,  Aa,  A^a^  i  raggi  di  cur- 
vatura corrispondenti,  AC  l'arco  di  centro  0  descritto  col  raggio  OA  ed 
intercetto  fra  i  raggi  vettori  OA,  OA|.  Abbiamo,  applicando  i  risultati 
precedenti  : 

Area  OAC  =  --  OA  .  arco  AC  =  —  OA  .  arco  AA.  .  sen  G  == 

2  2  ' 


=  ÌR.AA..y]-;^=lAA,.p 

Area  ACA,  =  ^  AC  .  CA,  =  1 AA^ .  sen  9  .  CA^  = 

^  2 


Perciò  : 


.ÌAA,.OA,.y,-^:^.lAA,.,^ 

Area  OAA,  =  -  AA,  .  p  ^1   f  — -^j 
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D'altronde  potendosi  considerare  la  figura  AA ^aa^  come  un  settore  cir- 
colare di  centro  a  e  di  raggio  p,  si  ha 


e  quindi: 


Area  AA^aa^  =  —  p .  AAj 


Area  OAA,         ,       CA, 


Area  AAj  €ui^  R 

Passando  al  limite  col  supporre  che  A^  vada  avvicinandosi  indefinitamente 
ad  A,  si  ha: 

lim.  Area  OAA^  =  lim.  Area  AAiaa^ 
Scomponendo  quindi  un  settore  qualunque  OAB  e  l'area  corrispondente 


A'Bab  in  un  numero  grandissimo  di  settori  analoghi  ai  precedenti  OAAj, 
AAi^^j,  ed  applicando  la  proprietà  ora  dimostrata,  si  giunge  al  teorema: 

«  In  una  sviluppante  di  cerchio  l'area  ABab  compresa  fra  l'arco  qual- 
sivoglia AB,  l'arco  corrispondente  ab  dell'evoluta  e  i  due  raggi  di  cur- 
vatura estremi  Aa  Bb  è  equivalente  all'area  del  settore  OAB  ». 

Facendo  uso  della  figura,  si  ha: 

Area  M^.j  M  kW^.i  m^  =  —  m^  M^  .  arco  M^  Mk_i  =:  —kt .  arco  M  M^.i 

^  2 


Siccome  (V.  §  1): 


h 


risulta  : 


Area  M^.i  M^  m^.j  m^  =  --  A'  ^*, 

h 
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e  perciò: 

S^Mk.i  Mk  m^.i  Wk  =  (1'  -f  2»  +  3»  + +  w»)^  = 

k  =  l  ^ 

Passando  al  limite  per  n  »  co ,  si  trova  : 

Area  MAa  =  —, 

oh 

essendo  o  Parco  circolare  Ma. 

Se  dunque  si  indica  con  S  l'area  del  settore  compreso  fra  il  raggio 
vettore  iniziale  OM  e  un  raggio  vettore  qualunque  OA  e  si  applica  il 
teorema  dimostrato  in  questo  §  e  le  formolo  (1),  (2),  (S),  si  trova: 


(11)  s 


(hs)^  _  Pi  _  (4 R»  —  h*) » 
3A      ""  3A  ""        24  A 


Con  tale  formola  si  può  evidentemente  trovare  l'area  di  un  settore  qua- 
lunque OAB,  considerandolo  come  dififerenza  dei  due  settori  0MB,  OMA. 

Se  8,  S|  sono  due  settori  contati  dal  raggio  vettore  iniziale  OM;  s^  s^ 
gli  archi  corrispondenti  ;  p?  pi  i  raggi  di  curvatura  nei  punti  estremi  di 
questi  archi,  si  ha: 

s\  "  s\  '    s,  "  f\ 

Dunque  : 

<  I  settori,  contati  dall'origine  della  sviluppante,  sono  proporzionali 
ai  cubi  dei  raggi  di  curvatura  nelle  estremità  degli  archi;  e  i  quadrati 
di  detti  settori  sono  proporzionali  ai  cubi  degli  archi  corrispondenti  ». 

Ne  viene  di  conseguenza  che: 

«  Prendendo  sopra  una  sviluppante  di  cerchio  una  serie  di  archi,  tutti 
contati  dall'origine,  e  formanti  una  progressione  geometrica  di  ragione  q, 
t  corrispondenti  settori  formano  un'altra  progressione  geometrica  di  ra- 
gione qT»  ^  reciprocamente  >. 

Se  gli  archi  consecutivi  MA,  AApAjA,,  ....  dell'evolvente  sono  pro- 
porzionali ai  numeri  dispari,  si  può  mettere: 

A1A  =  (X,  AA|  =  oo(,  A|A|  ^  ^OL,  .... 
Risultando  allora: 

MA  =s  a,  MA|  =  4a,  MA,  =  9a. .... 
dall'equazione  (11)  si  ricava  per  i  settori: 

MOA  =  -'^a  *  ;       MOA,  =  8.-^.  a*  J 

ó  O 

Va  a. 


MOA.  =  27  .  — ~.  a 


I 
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Perciò  : 

«  Se  sopra  una  sviluppante  di  cerchio  si  prendono  degli  archi  suc^ 
cessivi  proporzionali  ai  numeri  dispari^  il  primo  dei  quali  abbia  un  estremo 
nell'origine^  i  settori  corrispondenti  snno  proporzionali  ai  numeri  1,  7, 
19,  37,  61,  . .  .  differenze  dei  cubi  dei  numeri  della  serie  naturale;  e 
reciprocamente  ». 

§  5.  Se  MBp  B,B^,  ^fitì  •  •  •  ^^^^  archi  eguali  del  oerobio  evolata 
ed  Ma,,  a,  a,,  A^Àgi  ...  gli  archi  corrispondenti  della  sviluppante,  po- 
nendo MBj  =»  Oy  si  ha  : 


OA.  =  '^o'  +  y,  OA.  =  ^^40'  4  p  OA,  =  Vgo'  +  ^,  . . . 
e  quindi  : 

MA   ~   ^"       MA  ^^'       MA  ^^' 

MA|=— ,     MA,  =  — ,     MA,  =  —,... 

Avremo  dunque: 

MA,  =  1MA||  A|A,  ^=  SMAp  A^A,  »  5  .  MA,  ,  •  •  • 
cioè  : 

€  Gli  archi  della  sviluppante  di  cerchio  chk  corrispondono  ad  archi 
eguali  del  cerchio  evoluta,,  il  primo  dei  quali  ha  un  estremo  nell'origine 
sono  proporzionali  ai  numeri  dispari;  e  conseguentemente  (§4)  i  settori 
che  corrispondono  a  questi  archi  sono  proporzionali  ai  numeri  1,  7,  19, 
37,  61,  .  . .  differenze  dei  cuòi  dei  numeri  della  serie  naturale  ». 

Soidisfano  evidentemente  a  questo  teorema  gli  archi  MP,,  P|P,,  P,P,... 
dell'evolvente  che  sono  compresi  fra  le  estremità  dei  vari  cicli  (V.  §  2). 

Sicome  poi  si  ha: 

MP,  ^hK    B  quindi  :     OP,  =  A/^*^*  +  T» 

sarà  : 

arco  MP,  =  Tz'^h 

Dunque  : 

«  L'arco  di  sviluppante  che  corrisponde  a  tutto  lo  sviluppo  del  cerchio 
evoluta  è  eguale  alla  circonferenza  avente  per  diametro  la  circonferenza 
del  cerchio  evoluta  ». 

Se  si  prendono  gli  archi  MA,,  A,A„  A,A„  .  .  .  tutti  eguali  ad  /,  si 
hanno  le  eguaglianze  : 

(arco  MB,)»  =  hl\  (arco  MB,)«  =  2hl]  (arco  MB,)»  =  3W;  .  .  . 

le  quali  dimostrano  il  teorema: 

<  Se  più  archi  successivi  della  sviluppante  (il  primo  dei  quali  abbia 
un  estremo  nelV origine)  sono  eguali  fra  loro,  i  quadrati  degli  archi  cor^ 
rispondenti  del  cerchio  evoluta,  contati  tutti  a  partire  dall'origine,  for- 
mano una  progressione  aritmetica  di  ragione  hi,  essendo  1  la  lunghezza 
degli  archi  dell'evolvente  », 
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Se  fra  Parco  s  della  sviluppante  e  l'arco  corrispondente  a  del  cerchio 
evoluta  ha  luogo  la  condizione  s  =  ma^  siccome: 

hs  =  o', 
si  ottiene: 

s  =  m*/i,     o  =  vnh 

Dunque: 

«  Quell'arco  della  smluppanle  che  comincia  dall'  origine  e  che  è  eguale 
ad  m  volte  il  corrispondente  arco  dell' evoluta^  ha  una  lunghezza  eguale 
a  m*  volte  il  diametro  del  cerchio  evoluta,  e  il  raggio  di  curvatura  nella 
sua  estremità  è  ra  volte  questo  diametro  ». 

Se  poi  la  proprietà  precedente  ha  luogo  per  un  arco  AB  non  comin- 
ciante  dall'origine,  ponendo  MA^  =  s^  MA,  =  s^y  si  ha: 

7w.  =  o'i,     hs  =  o* 
e  quindi: 

h  (s^  -  5)  =  (o.  -  o)  (oi  4-  o)  =  —  (s»  -  s)  (oi  4-  o) 

m 

Dividendo  per  «j  —  *,  risulta  : 

Oi  -f  o  =  Pi  +  p  =  mA 
Dunque: 

€  Gli  archi  della  sviluppante  che  sono  eguali  ad  m  volte  i  corrispon- 
denti dell'evoluta,  sono  quelli  in  cui  la  somma  dei  raggi  di  curvatura 
estremi  è  eguale  ad  m  volte  il  diametro  del  cerchio  evoluta  >. 

Se  OA,  OA,,  0A„  .  .  .  OA^^i,  OAn  sono  dei  raggi  vettori  in  progres- 
sione geometrica  di  ragione  ^  e  si  pone  : 

XV  =3  v/Aj  Sj  ^  AA.p    S^  ^=3  AjA.|f  •  •  •  ^Q  ^  An— 1  **B  > 

si  ha: 

a«  — 1 

s^  =  ^— 5«(-»).  R« , 

h 

ovvero  : 

secondo  ohe  gli  archi  s  sono  diretti  dalla  parte  dei  raggi  vettori  crescenti 
o  decrescenti. 

Possiamo  dunque  dire: 

«  Se  si  prendono  dei  raggi  vettori  consecutivi  in  progressione  geome- 
trica  di  ragione  q,  gli  archi  successivi  che  essi  determinano  sono  in 
progressione  geometrica  di  ragione  q*  ». 

Se  q  2>l,  si  ha  un'infinità  di  raggi  vettori  B  e  di  archi  «;  8e^<Il| 
dalla  parte  dei  raggi  vettori  decrescenti  si  potranno  portare  m  archi  con- 
secutivi purchò  si  abhia: 

=  23» 
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Siano  A,  B,  C  tre  punti  della  sviluppante,  B,  R|,  B,  i  loro  raggi  vet- 
tori, e  sia: 


Rj  =  fìiRj 

R,  =  «R 

Avendosi  : 

.B  =  =^B., 

— "-^ 

risulta  : 

(12) 

AB 

AC 

m'  -  1 
n'  -  1 

R', 


Se  ora  consideriamo  gli  altri  tre  punti  A^,  B^,  C^  corrispondenti  ai  raggi 
vettori  ^'R,  qR^,  qB,^,  si  ha  pure: 


m'  —  1  w'  —  1 

A,B, -—  q'R^ ,       A  fi,  =  — — -  g*B> 


e  quindi: 


AjBj  __  my-  1   _  AB 
AjCj  ^  n«  -  1   ""AC 


Da  questo  teorema  derivano  molte  proprietà  della  sviluppante  di  cerchio. 
Cosi  ad  esempio: 

€  Se  qiuxttro  raggi  vettori  consecutivi  di  una  particolare  sviluppante 
di  cerchio  determinano  tre  archi  che  si  possano  considerare  come  i  lati 
di  un  triangolo  rettangolo,  i  medesimi  raggi,  o  altri  ad  essi  pt  oporzionali, 
hanno  la  stessa  proprietà  in  tutte  le  sviluppanti  di  cerchio  ». 
Cosi  pure  : 

«  Il  rapporto  anarmonico  di  quattro  punti  A,  B,  C,  D  di  una  parti- 
colare sviluppante  di  cerchio  è  eguale  al  rapporto  anarmonico  degli  altri 
quattro  punti  Ap  Bp  C,,  Dj  di  qualsivoglia  sviluppante  di  cerchio,  i  cui 
raggi  vettori  sono  eguali,  o  proporzionali,  a  quelli  dei  primi  >  ecc.  eoo. 

Dall'equazione  (12)  si  ricava  l'altra: 

^^^>  AB  -  m'  -  1  ' 

la  quale  conduce  a  molte  proprietà  della  nostra  curva. 

Supponendo   per  esempio  successi vameote  m  =  2,  3,  4,  5  e  determi- 

BC 
nando  per  quali  valori  di  n  il  rapporto  *-^  è  intero,  nonché  il  valore  di 

AB 

detto  rapporto,  si  giunge  al  teorema: 

€  Se  in  una  sviluppante,  di  cerchio  si  conducono  tre  raggi  vettori  OA, 
OB,  OC,  il  primo  arbitrario,  il  secondo  multiplo  del  primo  secondo  uno 
dei  numeri  2;  3;  4;  5  e  t7  texzo  multiplo  del  primo  rispettivamente  se- 
condo uno  dei  numeri: 

3a  ±  1;  8a  ±  1,  ovvero  8a  :i:  3;  15a  ài  1,  ovvero  15a  dL  4;  24a  ±  1, 
ovvero  24a  dL  5,  ovvero  24a  ±  7,  ovvero  24a  ±11, 
Varco  BC  è  multiplo  di  AB  rispettivamente  secondo  i  numeri: 
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3a'  ±  2a  —  1,'  8a*  ±  2a  —  1,  ovvero  8a'  ±  6«;  15a«  ±  2a—  1,  ovvero 
15a'  ±  8a;  24a»  ±  2a  —  1,  ovvero  24a'  ±  lOa,  ovvero  24x«  ±  14a  +  1, 
ovvero  24a*  ±  22a  +4,  essendo  a  t^it  numero  intero  qualunque  >. 

Parma,  maggio  1896. 

G.    PlRONDINI. 


■•-•-•■ 


N0T4  SOPRA  ALCUNE  FORMOLE  DI  STEINER 


Si  descrivano  due  circonferenze  interne  Tana  al]*altra  coi  raggi  R,  r  ed  i  centri 
0  ed  E  alla  distanza  d;  il  punto  D  della  retta  OE  di  egaal  potenza  rispetto  ai 
due  cerchi  lontano  da  0  del  segmento  OD  =  t,  vien  determinato  da 

(1  )  f  —  d»  —  R«  =»  (d  —  d)«  —  r=  ; 

da  cui  si  traggono  (2) 

Sulla  stessa  OE  prendiamo  il  punto  I  alla  distanza  01  ■»  d  ±  f  per  centro  d'in- 
versione e  p*  per  potenza,  i  cerchi  0  ed  E  si  trasformeranno  in  due  altri  con- 
centrici coi  raggi  (3)  r'  —  2tft'^ò  —  d)  *  ^'  ^  2t  U  +  t)  *  ^^^  centro  comune 
0'  definito  per  10'  =  -^.  Due  circonferenze  Co»  Cafi  tangenti  ai  cerchi  0,  E  ed 

esternamente  fra  loro  si  convertono  nei  cerchi  inversi  G'a,  O'a+i.  che  toccheranno 
le  circonferenze  concentriche  0'  e  fra  loro  avranno  pure  il  contatto  esterno;  la 
distanza  di  due  centri  successivi  pari  al  diametro  r'  —  R'  di  ciascuna  apparirà  dal 

0)       ,.'  —  R' 

centro  0'  sotto  Tangolo  co  dato  per  (4)  sen  -^  — ■  ,  .   Supponendo  m  cerchi 

G|,  Cg,  G,, . . .  Cm-i»  Ca,  tangenti  fra  loro  e  Tultimo  col  primo,  iscritti  nello  spazio 
comune  ai  cerchi  0  ed  E,  ne  conseguirà  i  centri  degl'inversi  G'a  esser  i  vertici 
di  un  poligono  regolare  stellato  m-latero  e  della  specie  h;  quindi  m(o=2Àic  ed 
in  virtù  delle  relazioni  (1),  (2),  (3)  (4)  ricaveremo 

il  quaVteorema  di  Steiner  si  enuncia  '  affinchè  m  cerchi  G, ,  G,,  G, . . .  Gm  tangenti 
suceessivamente  fra  loro  e  VtiUimo  al  primo  tocchino  due  cerchi  R,  r  interni  Puno 
àlValtro  e  coi  centri  alla  distanza  d,  dovrà  sussistere  la  condizione 

(5)  d'  =  (R  -  ry  —  4Rf  tang*  — , 

fn 
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essendo  h  ed  m  interi  posUici;  la  condizione  è  injìipendente  dalla  situazione  del 
cerchio  iniziale. 

In  secondo  luogo  eonsideriamo  due  cerchi  della  superficie  sferica,  descritti  coi 
poli  0  ed  £,  i  raggi  sferici  B,  r  e  <i  rappresenti  Parco  OE  di  cerchio  massimo; 
scegliendo  per  origine  d'inversione  il  punto  della  sfera  opposto  ad  0,  si  denotino 
con  R|,  f'i  i  raggi  delle  proiezioni  stereografiche  aventi  i  loro  centri  0^,  E^  alla 
distanza  d^;  posto  uno  il  raggio  della  sfera  facilmente  otterremo  le  relazioni 

,  seni  senr  t>        .        R 

(6)  d.  — « T-: t  *\  ■«' 1 f  R.  =  tang  —  ; 

^^  '       oosd  +  cos r       '       cos li  -h  eos r        '  *  2 

sostituendo  questi  valori  nella  (5),  dopo  aver  messo  l'indice  1  ai  simboli  d,  R,  r, 
deduciamo  Teguaglianza 

cos*  — 8en*d~j  sen— cosd-f-sen  (•ir—*')  1  ™*28enR8enr{co3r +  co8(i)tang'  — . 

Osservando  il  primo  membro  essere  identico  a 

d-4-R  —  r         d4-f— R, 
2  sen 5 .sen 5 .  (cos  d  -f-  cos  r), 

ne  scaturisce  la  seconda  formola  di  Steiner 

(7)  cos  d  ■»  cos  (R  —  r)  4-  2  sen  r  sen  R  tang'  —  . 

Infine  due  sfere  interne  Tuna  all'altra  coi  centri  0  ed  E  situati  alla  distanza  d 
e  eoi  raggi  R,  r  mediante  l'inversione  per  le  relazioni  (3)  sì  cambieranno  in  due 
sfere  coi  raggi  r',  R'  ed  il  centro  comune  0';  ogni  sfera  ad  essa  tangente  avrà 
il  diametro  r  —  R'.  Ora  i  centri  C'n  della  m  sfere  tangenti  fra  loro  successiva- 
mente ed  alle  sfere  concentriche  sono  distanti  dal  centro  0'  dei  segmenti  eguali 

ad  — ^ e  giacciono  in  una  certa  circonferenza  avente  il  centro  0"  ed  il  raggio 

p' = — sen  6,  dove  6  simboleggia  l'angolo  O'O  C'n.  Oli  stessi  punti  C'n  sa- 

ranno  vertici  di  un  poligono  regolare  stellato  m-latero  e  della  specie  h,  allorché 

2Aic 
l'ultima  sfera  C'm  tocchi  la  prima  G/;  ponendo  a  = per  l'angolo  sotto  cui 

vedesi  dal  centro  0''  la  distanza  Q\  C'b+i  eguale  al  diametro  di  ogni  sfera  C'n  tro- 
veremo 

r-R'-2p'8en|; 

e  eliminando  p'  ed  a  fra  le  precedenti  eguaglianze  risulterà 

»K      f^-R'      rfR-(R-r)«  +  8) 

(8)  «•"«*«*°;;r-;M^"(R  +  r)(t  +  8)-dR 

a  causa  delle  (3).  Nel  caso  particolare  di  0  «=  (o  a  motivo  della  (4)  dedurremo 
e  rìduoendo  con  le  formolo  (3)  si  conchiuderà  la  terza  relazione  di  Steiner 


rf'-=,(R  +  r)«  —  16Rrsen' 

m 


6.  Bhllàcohi. 
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GRANDEZZE  FINITE  ED  INFINITE 


{Estratto  di  una  lettera  del  Prof,  Rodolfo  Bettazzi  al  direttore  del 

**  Periodico  di  Matematica  „) 


Carissimo  Amico, 

Il  tuo  articolo  «Sul  postulato  delF  equivalenza  »  comparso  nel  fasci- 
colo 2*  del  Periodico  di  quest'anno,  mi  suggerisce  alcune  osservazioni 
in  proposito,  che  vedrei  volentieri  pubblicate  sul  tuo  giornale. 

Trovo  opportunissimo  quello  che  dici  circa  la  definizione  Frattini' 
Givdice  della  grandezza  finita,  che  cioè  un  ente,  in  quanto  è  grandezza, 
va  giudicato  a  seconda  della  classe  a  cui  si  considera  appartenente,  poiché 
variano  insieme  a  questa  gli  enti  che  possono  dirsi  sue  parti  ;  ma  osservo 
che  non  si  è  fatto  abbastanza  quando  si  siano  dette  finite  od  infinite  le 
grandezze,  secondochò  appartengono  a  classi  di  1*  o  di  2*  specie. 

Infatti  nelle  classi  di  2*  specie  vi  possono  essere  grandezze  tali  che 
convenienti  multiple  di  qualunque  loro  parte  le  superano,  e  grandezze 
per  cui  esistono  parti  nessuna  multipla  delle  quali  può  superarle  :  e  una 
distinzione  fra  le  une  e  le  altre  è  opportuna,  non  essendo  conveniente 
dire  infinite  tutte  quelle  grandezze  per  il  solo  fatto  che  appartengono  a 
classi  di  2'  specie.  Pure  ammettendo  dunque  che  lo  studio  delle  gran- 
dezze debba  farsi  dopo  definite  le  classi  a  cui  si  fanno  appartenere, 
(come  dico  ancor  io  nella  mia  <  Teoria  delle  grandezze  >)  e  che  nelle 
classi  di  1^  specie  non  occorrono  altre  distinzioni,  essendo  in  esse  finite 
tutte  le  loro  grandezze,  resta  stabilito  che  per  quelle  di  2»  specie  con- 
venga distinguere  le  grandezze  stesse,  secondochò  hanno  il  carattere  del 
finito  o  dell'infinito.  Ciò,  in  particolare,  ò  necessario  nella  classe  di 
tutte  le  superfìcie  piane  (poligoni,  striscio,  angoli)  e  in  quella  delle  parti 
dello  spazio  (poliedri,  prismi  indefiniti,  strati,  diedri  ed  angoloidi)  le 
quali  sono  di  2*  specie. 

Sta  bene  poi  che  le  grandezze  infinite  si  potrebbero  graduare  anche  per 
l'ordine  d'infinito,  secondo  quello  che  tu  dici;  ma  purché  ciò  si  faccia 
nell'interno  di  ciascuna  classe,  potendo  una  grandezza  da  dirsi  infinita 
del  1^  ordine  in  una  classe  divenire  di  2^,  di  3^,...  ed  anche  di  nessun 
ordine  in  un'altra. 

Venendo  all'ultima  parte  del  tuo  articolo,  alla  questione  cioè  se  con- 
venga o  no  adottare  il  concetto  delle  grandezze  finite  da  dirsi  trascura- 
bili di  fronte  a  quelle  infinite,  rispondo  che,  a  mio  credere,  non  conviene 
sia  per  la  complicazione  dell'idea  eccessiva  in  un  corso  elementare,  sia 
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perchè  la  ritengo  come  pericolosissima  in  mano  ad  uno  scolaro,  che 
potrebbe  finire  facilmente  col  trascurare  anche  quello  ohe  non  ò  tra- 
scurabile. 

Si  potrebbe  eliminare  questo  secondo  pericolo  dando  al  postulato  la 
forma  più  precisa  :  <  Due  grandezze  infinite  di  una  classe,  tali  che  Vuna 
si  ottenga  dall'altra  sottraendo  una  parte  finita,  o  infinita  dordine  in- 
feì'iore,  sono  equivalenti  >  ma  non  scompaiono  nonostante  tutte  le  dif- 
ficoltà. Ed  invero  l'equivalensa  di  cui  si  parla  in  questo  postulato  non 
può  essere  in  generale  TuguaglianEa  :  per  es.  un  piano  non  sarà  mai 
uguale  ad  un  piano  a  cui  sia  tolto  un  poligono.  Allora  o  è  necessario  ohe 
venga  data  una  prima  defìnisione  d'equivalenza  anche  per  le  grandezze  in- 
finite di  una  classe,  il  che  in  geometria  non  si  è  soliti  a  fare  contentandosi 
di  considerare  l'uguaglianza  per  le  grandezze  di  classi  di  1*  specie  (seg- 
menti, angoli,  strisce,  archi,  settori  circolari,  diedri,  strati  ecc.)  e  l'e- 
quivalenza per  le  grandezze  finite  di  classi  di  2*  specie  (poligoni  nelle 
saperficie  piane,  poliedri  fra  le  parti  di  spazio  ecc.)  oppure  il  postulato 
può  includersi  nelle  definizioni  di  equivalenza,  dicendo  equivalenti  due 
grandezze  infinite  di  una  classe  quando  sono  scomponibili  in  parti  uguali, 
tranne  alcuna  finita  o  infinita  di  ordine  inferiore  che  compaiono  nell'una 
e  non  nell'altra. 

Che  la  questione  abbia  importanza  scientificamente  debbo  essere  io  il 
primo  ad  ammetterlo;  giacche  usare  il  tuo  postulato  equivale  a  censi- 
derare  isolata  nella  classe  di  2*  specie  la  sottoclasse  delle  sue  grandezze 
infinite,  e  l'isolamento  delle  sottoclassi  introdussi  appunto  e  studiai  nella 
mia  «  Teoria  delle  grandezze  »  (§§  34  e  segg.)  Ma  credi  tu  che  convenga 
trattar  questo  nella  scuola?  Io  giudico  di  no,  quando  penso  al  da  fare 
che,  e  nella  scuola  e  fuori,  dà  ai  geometri  la  teoria  dell'equivalenza 
anche  per  le  sole  grandezze  finite! 

Anche  ammettendo  il  postulato  o  la  nuova  definizione  d'equiva- 
lenza, ti  confesso  poi  che  non  vedo  come  con  esso  si  semplifichino  le  dimo- 
strazioni dei  teoremi  che  tu  citi,  almeno  quando  queste  si  vogliono  avere 
rigorose.  Esse  invero  sono  fondate  sul  fatto  che  due  figure  equivalenti 
fra  loro  in  una  classe  abbiano  ad  essere  equivalenti  in  un'altra,  ed  anzi 
uguali,  ciò  che,  colle  osservazioni  da  me  fatte  in  principio,  non  è  cosa 
davvero  evidente.  P.  es.  nel  Teorema  V  sulla  somma  degli  angoli  di  un 
triangolo  tu  dimostri  che  la  somma  degli  angoli  esterni  (cioè  il  piano 
meno  il  triangolo)  è  equivalente  all'intero  piano,  il  che  è  giusto,  consi- 
derando tali  figure  come  grandezze  della  classe  superficie  piane,  nella 
quale  il  triangolo,  grandezza  finita,  è  trascurabile  rispetto  all'intero  piano, 
almeno  dato  il  postulato.  Ma  quando  tu  consideri  la  somma  degli  angoli 
come  un  angolo  ed  il  piano  come  un  giro,  cioè  quando  consideri  quegli 
enti  non  più  nella  classe  delle  superficie  piane  ma  bensì  in  quella  degli 
angoli,  come  fai  a  concludere  che  in  questa  nuova  classe,  dove  il  con- 
cetto di  equivalenza  è  diverso,  e  le  parti  non  sono  che  angoli,  le  figure 
continuino  ad  essere  equivalenti,  e  più  ancora  che  siano  uguali?  Ciò  sarà 
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anche  vero;  ma  per  lo  meno  richiede  una  dimostrazione,  che  toglie  ogiti 
semplicità  al  teorema. 

Concludo  che.  l'idea  della  graduazione  degli  ordini  d'infinito  nelle 
classi  geometriche  non  mi  pare  appropriata  alla  geometria  elementare: 
e,  quanto  meno,  non  può  usarsi  per  applicare  ad  enti,  considerati  in  una 
classe,  conclusioni  dedotte  quando  quegli  enti  si  considerano  in  un'altra. 

Osservo  qui  di  passaggio  che  Tammissione  del  postulato  da  te  chiesto 
darebbe  come  conclusione  che  una  grandezza  che  è  infinita  in  una  classe, 
essendo  equivalente  a  quella  ohe  si  ottiene  trascurandone  una  parte 
finita,  non  sodisfarebbe  al  Postulato  De  Zolt-De  Paolis:  e  avremmo  la 
distinzione  delle  grandezze  in  finite  ed  infinite  seoondochè  sodisfano  o 
no  a  tale  postulato. 

tuo  afif^o 
Rodolfo  Bbttazzi. 
Torino  23  Marzo  1897. 


r  m*  35f  u*  m*  m* 


339.  Nel  cono  descritto  dalla  rotazione  delCangolo  0  intorno  ad  un  suo  lato  si 
conduce  un  piano  perpendicolare  ad  una  generatrice  e  distante  dal  segmento  d  dal 
vertice  ;  esprimere  in  funzione  di  B  e  d  gii  assi,  il  parametro  della  conica  e  gli 
angoli  formati  dalle  generatrici  passanti  per  due  vertici  della  curva. 

340*  Per  un  punto  di  una  superficie  conica  circolare  retta,  condurre  un  piano 
secante  in  modo  che  gli  assi  della  ellisse  (o  dell'iperbole)  abbiano  una  data  ra- 
gione k.  Si  conosce  la  distanza  d  del  punto  dal  vertice  e  Vangolo  20  del  cono, 

Bellaochi. 

Risoluzione  del  sig.  Riccardo  MIcks  professore  al  Ginnasio  Comunale  di  Trieste. 

Facendo  passare  pel  vertice  del  cono  un  piano  normale  al  piano  dato  (MN), 
otterremo  le  due  generatrici  empasse  della  conica.  Sia  O  il  punto  in  cui  una  di 
queste  generatrici  viene  tagliata  dal  detto  asse,  d  la  distanza  del  punto  0  dal 
verh'ce  Y  del  cono  e  p  l'angolo  che  l'asse  forma  colla  generatrice. 

Facendo  inoltre  passare  per  un  punto  qualunque  Q  di  quest'asse  un  piano  pa- 
rallelo alla  base  del  cono,  questo  taglierà  il  cono  secondo  un  cerchio  di  raggio  TR 
(diametro  STR)  ed  il  piano  della  conica  nella  retta  PQ»  ove  P  è  un  punto  della 
c<i!)ii'a. 

Prendendo  0  quale  orìgine  delle  coordinate,  il  menzionato  asse  della  conica  come 
as'ie  delle  ascisse  ed  una  parallela  alla  PQ  come  asse  delle  ordinate  avremo 

OQ  =  a;     e     PQ  =  y. 

Essendo  29  l'angolo  delle  due  generatrici  del  cono,  avremo  che  Taugolo  OQR 

del  triangolo  OQR  sarà  ==  90"  —  (P  —  6)  e  quindi,  applicando  al  triangolo  OQR  il 
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ttorema  dei  seni,  avremo 

X  C08  (3  —  e)  ^<?  Ben  p 

Ult«=a e     ytt  =  r-. 

C08  0  cos  0 

E  quindi  il  raggio  TR  =  (VO  4-  OR)  sen  9, 

ed 

SQ  =  SR— QR  —  2.TR--QR. 

Da  un  teorema  noto  si  ha 


PQ  —SQ.QR; 
da  cui,  sostituendo  tutti  i  valori  e  riducendo,  si  ottiene 

.      «  ,    .    n           «            sen  p  .  sen  (P  —  2p)    - 
(1)  y«  =  2d  .  tg  9  .  sen  p  .  or —^ ^  *^ 

la  quale  equazione  della  conica  confrontata  coirequazioni 

y«  s^  2px  —  qx*  per  Telisse 
y*«a.2pa?  ,     la  parabola. 

y«  Bs  2/>a?  4-  qx^  „     l'iperbole, 
dà 

{per  l'elisse  la  condizione  P  !>  29 
,     la  parabola  p«-29 

.     l'iper^ld  P<29. 

Calcoliamo  ora  i  semiassi. 

Dalla  (1)  risulta  p  =»  (2  tg  9  .  sen  P,  e 


^~  a""  cos*  9  ' 

per  cui  otteniamo  facilmente  i  semiassi 

cos  9 


a  =  (2  sen  9  . 


sen  (P  —  29) 


ft  =  d  sen  9  .  \/ !!°     ^nx 

V  Mn  (P  —  29) 

ProìfUma  339.  —  Dalle  condizioni  (2)  risulta  che  pel  caso  speciale  p  »»  90** 
avremo 

una  olisse  se  29<90*,  una  parabola  se  29  =»90\  ed  un'iperbole  se  29>>90*. 

'  I  semiassi  si  ottengono  dalla  (8)  per  p  '•^-  90*, 

^  sen  9 

a  — ^tg29     e     b'^drj===; 
2  V<^OB  29 

per  cui  in  tal  caso  l'angolo  (cp)  che  incbiudono  le  due  generatrici,  che  passano  pei 
vertici  della  conica,  si  ottiene  dall'equazione 

sen  9  . . 
Problema  340.  —  Sia  la  ragione  dei  semiassi  -r  ^=k. 

0 

Da  (8)  si  ottiene  allora 

sen  p  .  sen  (p  -  29)  =.  5^, 
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e  quindi 

«/«      «N            «n      2  eoe' e 
eoe  2(P  —  e)  —  008  29 ~— - 

oi  dà  l'angolo  f,  che  deve  in  tal  caso  inohiudere  il  piano. 

Altre  risoluzioni  della  questione  340  del  Prof.  Retali,  delle  839  e  340  del  sifl.  Guido 
Fubinl  studente  della  Scuola  nomale  superiore  di  Pisa. 

852**  Determinare  una  piramide  triangolare  regolare,  conoscendo  la  superficie 
totale  a  e  la  distanza  h  dei  vertici  della  base  dalle  facce  opposte, 

Luioi  BoBi. 

Risoluzione  dei  sig.  Emesto  Tuceii  alunno  del  R.  Istituto  Tecnico  di  Livorno. 
Sia  (S,  ABC)  la  piramide,  BD  =sz  Tapoteina  di  essa,  SP  ==  y  l'altezza  relativa  ad 
ABC,  X  il  lato  della  base,  m  la  saa  mediana.  —  Poniamo,  per  l'omogeneità  s  «•  a*. 

Si  ha  per  dato: 


(I) 


_--_  ^ J. —  --  o»^  ossia  6xz  -f  «•  V  3  -■  4a\ 

Dal  triangolo  rettangolo  SPD  si  ha        z^'^y*  +  PD*. 

1         «  Vs 

P  essendo  il  baricentro  del  triangolo  ABC,  è  PD  =  -r-  m  ■»  — | —  e  quindi 

o  o 


«• 


PD*  =  j2 ,  per  cui 


./;• 


(Il)  ^'"y*  +  l2 


Si  ha  pure 


1       ^       1       ,\r3,  a-yVs 

—  ,czh  «s»  —  ya?"-rr-  da  cui  z  =  — ^rr — 


(III)  _.,^fc«_y^.      ^       ^^ 

Innalzando  a  quadrato  e  sostituendo  nella  (II)  avremo, 

(^^^  -4S^  =  y  +I2'^*^""^-97=*^ 

Sostituendo  nella  (I)  il  valore  di  z  dato  dalla  (III),  avremo 

x^  Vl(8y  +  »)  =  4«'fc,  e  per  I.  (IV)  12*V  V»(8v  +  A)  ^^^.^^ 

ovvero 

(V)  f(jf)  =  8 V  V 8  -3aV  +  «•^—0 

a«V^±aV8a''~4^'V8 

DisoussioHB.  •  Affinché  y  sia  reale  dev'essere  Sa*  >4V  V^,  ossia 

(VI)  a  ^  1^. 

VI 

Soddisfatta  questa   condizione,    le  due   radici   della  (V)   sono   positive,  però  y 
dev'essere  tale  da  rendere  positivo  il  secondo  membro  della  (lY)  e  cosi  dev'essere 

y>-—    Ora  sostituendo  nella  (V)  si  ha:fl-r-j=« — | — ^O;  d'altra  parte  la  se- 
misomma  delle  radici  della  (V)  è  espressa  da — -p=  quindi,  in  causa  della  (VI),  sarà 
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maggiore  di  ^  e  a  fortiori  di  ^.  Si  conclude  che,  soddisfatta  la  (VI),  entrambi 

le  radici  sono  reali  e  maggiori  di  — .  Il  problema  ha  quindi,  in  tale  ipotesi,  due 

soluzioni  che  si  riducono  ad  una  nel 

2k     o    .   .  ,  Ah  2h  4fcV^. 

Caso  rABTiooLAKB a  =  -j—  •  Sarà  in  questo  oaso a;^  —  t  y^  —  ,  «■>  — - — , 

VI 

e  quindi  :  '^  Data  solamente  h,  la  superficie  totale  »  è  minima  ed  uguale  ArT=^f  quando 

Y3 

4h 
il  lato  della  base  ò  uguale  a  -^  ,. 

856*  Costruire  le  parabole  che  hanno  una  data  direttriet,  e 

a)  paséano  per  due  punti  dati; 

b)  passano  per  un  punto  e  toccano  una  retta  data; 

e)  toccano  due  rette  date. 

Rbtali. 

Risoluzione  del  lig.  Ernesto  Jucci,  alunno  nel  R.  istituto  Tecnico  di  Livorno. 

Basta,  per  ogni  caso  costruire  il  fuoco  della  curva. 
a)  Siano  M  ed  N  i  punti  dati.  Centro  in  M  ed  in  N  successivamente  si  de- 
scrivano due  circonferenze  tangenti  alla  direttrice.  Il  fuoco,  per  una  proprietà  della 
parabola,  dovendo  appartenere  ad  ambedue  le  circonferenze  sarà  sulla  loro  inter- 
sezione. Avremo  quindi  due,  una,  o  nessuna  soluzione,  secondo  che  le  ciroonferenze 
sono  secanti,  tangenti  esternamente  o  esterne  l'una  all'altra.  Se  sono  tangenti 
esternamente,  i  punti  e  il  fuoco  sono  in  linea  retta.  Se  la  retta  MN  è  perpendi- 
colare alla  direttrice,  le  circonferenze  sono  tangenti  internamente  e  la  parabola 
degenera  in  una  semiretta. 

h)  Sia  M  il  punto  dato,  t  la  retta  data.  Centro  in  M  si  descriva  la  circon- 
ferenza tangente  alla  direttrice. 

Per  il  punto  d'incontro  P  della  retta  t  colla  direttrice  conducasi  la  retta  PQ 
simmetrica  della  direttrice  rispetto  alla  t.  Il  fuoco,  per  un  noto  teorema,  dovendo 
appartenere  alla  PQ  e  alla  circonferenza,  sarà  sulla  loro  intersezione.  Avremo  quindi 
due,  una  o  nessuna  soluzione,  secondo  che  la  PQ  è  secante,  tangente  o  esterna 
alla  circonferenza.  Per  avere  il  punto  di  contatto  della  tangente  t,  basta  costruire 
il  simmetrico  del  fuoco  rispetto  a  t,  il  quale  apparterrà  alla  direttrice,  e  da  quel 
punto  innalzare  una  perpendicolare  alla  direttrice  fino  air  incontro  della  t  in  un 
punto,  che  sarà  quello  richiesto.  Oppure  si  può  innalzare  dal  fuoco  una  perpendi- 
colare alla  PQ  fino  all'incontro  della  t  in  un  punto,  etc.  Se  la  PQ  è  tangente  alla 
circonferenza  M,  il  punto  M,  il  fuoco  ed  il  punto  di  contatto  saranno  in  linea 
retta. 

e)  Si  conducano  le  simmetriche  d,  d'  della  direttrice  rispetto  alle  tangenti 
date  t,  t\  Il  loro  punto  d'incontro  F  è  il  fuoco  della  parabola.  Al  solito  i  punti 
di  contatto  si  troveranno,  determinaudo  le  intersezioni  rispettive  della  t  ^  t'  con 
le  normali  alle  d,  d'  condotte  da  F. 

Se  le  tangenti  tei'  sono  parallele,  oppure  se  fanno  con  la  direttrice  angoli 
uguali  a  un  semiretto,  allora  \%  d  e  d'  saranno  parallele  ed  il  problema  non  avrà 
soluzione. 

Aiiro  risoluzioni  del  Prof.  Umberto  Cerotti  e  del  sig.  Emilio  Stretti,  allievo  della 
R.  Accademia  navale. 
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864.  Indicando  in  generale  con  f(a,  b)  Veeprensione: 

''••^ "^••»(d..d'...dj' 

nella  guàU  è 
a.=  D(.,b),d.-D(i.d.).d.>D(j;^.d,);....d.-D(;j-^j-±^ 

$  9i  iuppone  da -1-1  =^  1  »  dimostrare  che,  ae  a,  b  eono  divisori  di  m,  eueeiete  la  relazione 

f  (m,  a) .  f  (a,  b) .  b  =  f  (m,  b)  f  (b,  a) .  a. 

865«  Sia  DI  multiplo  di  a  «  b. 

Se  m  non  contiene  altri  fattori  primi  oltre  quelli  di  a,  b  sussiete  la  reazione: 

f  (a,  b) .  m  «a  f  (m,  b) .  a; 

ed  inversamente,  se  ha  luogo  tale  relazione,  m  si  compone  con  soli  fattori  primi  di  a,  b. 

U.  SOABFIS. 

Ritoluzione  del  tlg.  Eugenio  Strocchi  alunno  del  R.  Utituto  tecnico  di  RavonMU 

Lbmka.  —  Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  ogni  fattore- primo  di  p 
sia  fattore  prinio  di  q  e  viceversa,  è  che  i  due  numeri  siano  proporzioncUi  ai  loro 
indicatori. 

Sia 
ai  ha  quindi 

quindi  ?P«  .  ?pM 

P  Q 

La  eondizione  ò  dunque  neoesaaria. 
Si  abbia  ora 

y(p)^y(g) 

e  81  ponga 

pm^a    h^  c^  .... 
Allora  ai  ha 

^  =  ('-i)('-|)(-i) »?^-(-è)(-|)('4)-' 

quindi  per  ipotesi 

(■4)(-i)'-l)--{-.')(-4J.(-4)-' 

ouw 

(1)  (a-l)(6-l)(o-l)....  ^  (g.-l)(6.-l)(c.-l).... 

a  .  ò  .  c... .  a^  6^  Cj .. . . 

Ed  ora  riducendo,  ai  minimi  termini  la  frazione  ^^ ^4 Imi^  otterremo  la 

ah.... 
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frazione  -p,  in  cai  k,  non  potendo  essere  eguale  al  1,  perchè  la  frazione  considerata 
è  evidentemente  minore  del  l'uni  tè,  contiene  qualcuno  dei  fattori  primi  a,  b,  e,,,.. 
Supponiamo  che  contenga  a.  —  D'altra  parte  la  frazione  ^-^ — r~T^ -~~-'  ^*  * 

suoi  termini  equimultipli  dei  termini  della  —,  dunque  il  prodotto  dei  fattori 
primi  a^  b^  Cj....  è  divisìbile  per  k  e  quindi  per  a;  ma  allora  a  è  eguale  ad  uno  di 
essi;  sia  eguale  ad  a^.  Allora  si  ha  «=*— ' ,  per  cui  dalla  (1)  si  ricava 


a 


<2) 


(t-l)(e  — 1)....  _  (6,  — l)(e,-l).... 

In  modo  analogo  possiamo  provare  che  uno  dei  fattori  primi  b,  e,....  è  uguale 

ft—l       6.-1 


ad  uno  dei  fattori  primi  b^,c^,,.,.;  sia  b^b^.  Ma  allora  si  ricava 


per  cut  dalla  (2)  si  ha 


*t  ' 


(e  —  1)....       ((?,  —  1).... 


C»  •  •  •  e*!  «  •  •  • 

E  chiaro  che  cosi  continuando  potremo  provare  che  ciascuno  dei  fattori 
primi  a,b,c,.,.,  è  eguale  ad  uno  dei  fattori  primi  a^fb^,c^,,•,,;  e  non  può  darsi  che 
si  esaurisca  l'una  serie  di  fattori  prima  dell'altra  perchè  allora  si  avrebbe  un'e- 
guaglianza della  forma 

,       (m  —  1)  (n  —  1).... 

1  = ■ , 

m  .  fi. . . . 

il  che  è  evidentemente  impossibile. 

La  condizione  è  quindi  anche  sufficiente. 


Passiamo  ora  alla  risoluzione  delle  quistìoni  proposte. 

864.  Si  formino  i  seguenti  specchi  di  eguaglianze: 


(1) 

(5)a  =  rfa  . 

;  a  primo  con  p 


(5)«  =  tf»ax. 


d  =  dj, 


;  a^  primo  con  p^ 


y     V«  J  *t  P"«>o  con  p. 


(5)  Oli|.S  =  (fh-lBh-l  a 

\  j      •       ;  «k-i  P""*o  con  ph-1 

(b)  a^^t  mm  dhOth;  «h  primo  con  ph 


(2) 


(6)  m  a—  a  .  r 
assa .  1 


(6)  r  =  r^  co, 

.      ;  **i  pnmo  con  ti. 


;  CI),  primo  con  (i. 


(6)»p-j  =  ^-ia)p-i^ 


'p— 8  =  ^p— iWp.i 


;  (Op.i  primo  con  |&p.i 


(6)  qpp.i=sfp(Dp;  (i)p  primo  con  jip 


^p-i— *pj4p;  Wp 


.     h 
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(7)6 
a 


(8) 
;  p  primo  con  « 


l  '^l 


«  ''t 


(7)  pk-a=8k-i  Pk-i 


^1-8=  ^-l'^k-] 


;  pk_i  primo  CMi  ak.i 


(7)pk-i==^pk;  Pk  primo  con  o^ 

dk-i"*^Ok;  pk     ,       ,    &k. 


(8)ma-&« 


w 


6  =s  it  e  '  **  primo  con  8^ 


"i  =  «*i  ®* 


;  4;q_i  pnmo  con  »<,- 1 


(8)4»q-i  =  M,4*,;  ♦,  primo  con  8, 


Si  consideri  uno  qualunque  di  questi  specchi,  il  1^  p.  es.;  è  facile  vedere  che 
si  ha: 

d==J)(a,b);  (^ -D(a,d)-D (|,  dj  ;  if,«D(«,rf.)=D  (^,rf,) .... 

rfh— D(ah-i  ,dh-i  )  =D  (  ,  ,     ^    , ,  dh-i  )  ; 

Vaa^ ... .  Cih.i  / 

infine  ({h-i"*D(«h,<^h)"»D  {■r-r t)""^»  *  qi«8t'ulkimo  risultato  si  giunge  ne- 
cessariamente, perchè  le  a  e  le  (f  vanno  continuamente  decrescendo. 

Sopra  i  medesimi  specehi  facciamo  le  seguenti  osservazioni,  che  ci  serviranno 
in  seguito: 

Si  consideri  lo  specchio  (1),  e  sia  y  un  fattore  primo  di  a,  non  comune  a 
b;  non  potendo  f  dividere  h,  non  può  dividere  d;  e  allora  dividendo  a  dovrà  di- 
videre a;  non  dividendo  d  non  può  dividere  d^,  ma,  dividendo  a,  dovrà  dividere 
a^;  non  dividendo  d^  non  divide  d,  e  dividendo  «,  dovrà  dividere  oc.;  ecc.  Così 
proseguendo  si  arriva  a  provare  che  f  divide  ah.  Sia  ora  y  un  fattore  primo  di  ah; 
esso  non  può  dividere  né  %  nò  dh  (perchè  primi  con  ah),  non  può  dunque  dividere 
dh-i,  però  dividendo  ah  divide  ah-i,e  allora  non  può  dividere  ph-i (perchè  h-i  ^ 
primo  con  «h-i)»  quindi  non  dividendo  nò  (fh-i  uè  Ph>i  non  divide  tth.i  ecc.  Con- 
tinuando si  arriva  a  provare  che  T  divide  a  e  non  ò.  Si  può  osservare  che  con- 
seguenza di  queste  considerazioni  è  che  ah  è  formato  con  tutti  e  coi  soli  fattori 
di  a  non  comuni  a  b. 

Si  tratta  dunque  di  provare  che: 

Moltiplicando  membro  a  membro  le  (5)  dello  specchio  (1);  e  lo  stesso  facendo 
per  le  (6)  dello  specchio  (2);  per  le  (7)  dello  specchio  (8);  per  le  (8)  dello  specchio 
(4),  si  ha  facilmente: 
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a ■■  dd^ d^,,.,  dh  Ah 

6  =3  ddj  9^....  dk  Pk 

•  aostituendo  nella  (9)  essa  diviene: 


da  cui 


dd^,, ..  dh 
dÒ^,,.,òk 

Ò  Mj  . . . .  Mq  • 


a 

Ofc 

m 

Pk 

m 

4n 


m 
co. 


«0. 


«h 


ossia: 


(10) 


y  (»p) .  y  («h)  ^  y  (♦,) .  gp  (Pk) 

«Dp  .  «b  l'q  •  pk 


(11) 


Consideriamo  ora  an  fattore  primo  f  di  och;  sappiamo  che  esso  divide  a.  Suppo- 
niamo che  Y  divida  anche  o^;  allora  esso  (specchio  2)  non  può  dividere  a,  il  che 
è  assurdo.  Dunque  och  è  primo  con  cop. 

Analogamente  si  prova  che  pk  è  primo  con  ^q.  Dunque  si  ha 

9(«p) .  ;p(ah)  =  9(»p .  «h)  ,  9  (*q)  .  y  (pk)  =  y (tq  •  pk). 

Quindi  la  (10)  diviene: 

y  («p .  «h)      y  (yq .  pk) 

e>p  .  OCh  4^q  •  >k 

Prendiamo  un  fattore  primo  y  del  prodotto  tOpah,  esso  dividerà  (Op  od  a^; 
supponiamo  che  divida  ah:  ma  allora  specchio  (1)  divide  a  e  non  b;  dividendo  a 
divide  m;  quindi  dividendo  m  e  non  b  specchio  (4)  divide  4>q  e  per  conseguenza 
il  prodotto  ^q  pk.  Supponiamo  ora  che  f  divida  Q)p  allora  specchio  (2)  divide  m 
e  non  a;  dividendo  m  potrà  dividere  b  e  potrà  non  dividerlo.  Lo  divida,  allora 
specchio  (8)  dividendo  b  e  non  a  divide  fk  quindi  j'q  Pk.  Infine  si  supponga  che 
y  non  divida  b,  allora  specchio  (4)  dividendo  m  e  non  b  divide  4^4*  Concludiamo 
dunque  che  un  fattore  primo  di  cOp  ah  ò  pure  fattore  di  ^q  pk;  in  modo  analogo 
possiamo  provare  che  ogni  fattore  primo  di  ^q  pk  divide  Q>p  «h;  ma  allora  per  il 
Lemma  premesso  la  (11)  è  vera,  quindi  anche  la  (10)  ed  infine  la  (9). 

365.  Si  formino  gli  specchi: 


(1) 

(8)a  =  <««  ^ 

,        ,  o  ;  a  primo  con  f 
o  ="  »  p 


(8)a«.d,a. 


(8)  a.  =s  d.flt-  -, 

»i  *■  »t  Pt 


(2) 


(4)  m^^b  .n 
b^bA 


(4)n  — d,p, 

,       ^       ;  Pi  primo  con  o, 
6  ^  8.a.  ' 


Wpi-^p.. 

9  =  d  0 


;  p,  primo  con  o. 
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(8)  ah-2«=<fb  .i*h-i     _  .  o 

;  a^-i  pruno  con  Ph-i 

«h-2==  «h-l  Ph-1 


(8)aii.i  =  (fbah;  «h  primo  con  ph 


;  Pk-i  primo  con  o^.i 


(4)Pk-i"»dk  pk  ;  Pk  primo  con  o^ 
^-1  =  ^  ^k  ;  pk       ,.        ,    ^c 


La  condizione  posta  dal  problema  è: 

Ma  moltiplicando  membro  a  membro  le  (8)  dello  specchio  (1)  ;  poscia  le  (4)  dello 
specchio  (2)  si  ha 

a  ^dd^,.,  dhO^ht        tn  ==  ò d^d,...  5hph  I 
da  cai 


a 


dd. . . .  rfh  ^  —  » 


m 


pk 


per  le  quali  la  5  diviene 


a        la 
«h       la' 


ossia 

6) 


qp  («h)      qp  (pk) 


«h 


Pk 


Supponiamo  che  m  sia  formato  da  soli  fattori  semplici  di  a,  h.  Sia  y  un  fat- 
tore primo  di  ah;  per  le  considerazioni  fatte  nella  risoluzione  della  precedente 
quistione,  si  ha  che  y  divide  a  e  non  p.  Ma  dividendo  a  divide  m,  e  allora  divide 
HI  e  non  6  per  cui  specchio  (2)  divide  pk,  Inversamente  sia  t  un  fattore  primo 
di  Pk,  esso  divide  m  e  non  ò,  quindi  per  l'ipotesi  fatta  dovrà  dividere  a;  miti  al- 
lóra dividendo  a  e  non  h  specchio  (1)  divide  «h-  Ma  allora  per  il  Lemma  premesso 
sussiste  la  (6),  quindi  la  (5). 

La  condizione  è  necessaria. 

Supponiamo  ora  che  la  (5)  sia  vera,  quindi  anche  la  (6),  allora  per  il  suddetto 
Lemma  «h  è  formato  con  tutti  e  coi  soli  fattori  semplici  di  pk.  Sia  y  un  fattore 
primo  di  m,  esso  dividerà  h  o  non  lo  dividerà:  se  non  Io  divide,  dividendo  m  e 
non  b  specchio  (2)  divide  Pk,  ma  allora  divide  ah  quindi  a.  Dunque  qualunque 
fattore  primo  di  m  o  divide  &  o  se  non  divide  6  divide  a. 

La  condizione  è  dunque  anche  sufficiente. 


■  ♦  « 


QUISTIONI  PROPOSTE  (•) 


359*.  In  un  triangolo  qualunque  ciascuna  bisettrice  è  divisa  dal 
centro  del  circolo  iscrìtto  in  due  parti,  che  stanno  fra  loro  come  la 
somma  dei  Iati  che  comprendono  l'angolo  bisecato  sta  al  terzo  Iato. 


(*)  Le  quistioni  contrassegnate  con  un  asterisco  sono  proposte  particolarmente  agli  studenti  delle 
scuole  secondarle;  le  altre  a  tutti  gli  studiosi  indistintamente. 
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360*.  In  un  triangolo  qualunque  il  rettangolo  dei  due  segmenti 
determinati  su  ciascuna  altezza  dal  punto  d'incontro  con  le  altre  due 
è  costante  (ed  equivalente  al  quadruplo  del  rettangolo  che  ha  per  lati 
i  ra^gi  dei  cerchi  iscrìtto  e  circoscritto  al  triangolo,  che  ha  perver- 
tici 1  piedi  delle  altezze). 

G.  Cardoso-Laynes. 

36 i*.  Costruire  il  triangolo  conoscendo  un  lato,  l'angolo  opposto  e 
la  bisettrice  dell'angolo  noto. 

A.   VlVARBLLI. 

362*.  1*.  Determinare  tre  numeri  in  progressione  geometrica,  cono- 
scendo la  loro  somma  S  e  quella  P*  dei  loro  cubi. 

Supposto  che  S  e  P  siano  reali  e  positivi,  quali  condizioni  si  ri- 
chiedono perchè  siano  reali  e  positivi  anche  i  tre  numeri  domandati? 

363*.  2».  Sui  lati  AB,  BC,  CD,  DA  di  un  quadrilatero  gobbo  ABCD 
siano  quattro  punti  A,,  Bj,  C, ,  Di  presi  in  modo  che  il  loro  bari- 
centro coincìda  con  quello  dei  vertici  A,  B,  C,  D  del  quadrilatero 
dato.  Dimostrare  che  si  ha 

AA^_BB^      ce,       DD. 

A,B  ""  B,C  "  C,D  "^  D.A* 

Luigi  Bosi. 

366*.  1*.  La  condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  un  numero  a 
sia  eguale  alla  somma  di  p  numeri  dispari  consecutivi  è  che  p  sia  un 
divÌ3ore  di  a  tale  che 

p  =  numero  pari  (lo  0  compreso). 

367*.  2^.  La  condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  un  numero  a 
sia  eguale  alla  somma  di  p  numeri  pari  consecutivi  è  che  p  sia  un 
divisore  di  a  tale  che 


p  =  numero  dispari. 


368.  Dimostrare  che 


A.   FONTEBASSO. 


2  =  lim  ìli  + 


r'(— r"(-r'-(-^) 


2  — 


G.  FUBINI. 


369*.  Se  T  è  un  tronco  di  prisma,  che  ha  per  base  un  poligono  rego- 
lare S,  P  è  il  punto  d'incontro  dell'altra  base  S'  colla  retta  parallela 
agli  spigoli  laterali  condotta  per  il  centro  del  circolo  circoscritto 
ad  S,  A  la  distanza  di  P  dal  piano  dì  S,  A,  la  media  aritmetica  delle 
distanze  dei  vertici  di  S'  dal  piano  di  S,  si  dimostri  che  T  è  equiva- 
lente alla  somma  di  tre  piramidi,  che  hanno  la  base  eguale  ad  S  e 
l'altezza  una  eguale  ad  A  e  due  ad  Ai . 

370*.  Il  volume  di  un  segmento  sferico  ad  una  base  di  altezza  A  ha 

per  misura  -q  tc  A*  (3R  —  A).  Da  questa  misura  si  deducano  quelle  più 
comunemente  usate  per  il  segmento  sferico  ad  una  e  due  basi. 

G.  Lazzeri. 
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Paolo  Gazzaniga.  —  Libro  di  Aritmetica  ed  Algebra  elementari^.  — 
(II»  edizione.  Padova,  Tip.  Prosperini,  1897.  L.  3,50). 

La  letteratura  matematica,  in  questo  ultimo  decennio,  specialmente,  si  è  arric- 
chita anche  in  Italia  di  opere  pregevoli,  che  al  rigore  scientifico  uniscono  eccel- 
lenti qualità  didattiche.  Non  sono,  purtroppo,  ancora  scomparsi  i  mestieranti,  che 
pubblicano  libri  per  le  scuole  raifazzonati  alla  peggio,  e  che  incontrano  il  favore 
dei  pigri  e  degli  ignoranti,  ma  alla  loro  azione  deleteria  si  oppone  ora  quella  be- 
nefica (che  dovrà  pure  trionfare)  di  egregt  scienziati,  i  quali  non  isdegnano  di 
scendere  dalla  loro  altezza  per  occuparsi  della  scienza  elementare.  Anche  nelle 
scuole  secondarie  deve  penetrare  un  soffio  di  vita  nuova,  che,  iniziandole  nei  me- 
todi della  scienza  moderna,  tolga  quella  discontinuità  tanto  deplorata  quanto 
dannosa  fra  gii  studi  secondarii  e  quelli  superiori.  È  doveroso,  in  un  tempo  che 
alla  scienza  deve  tante  conquiste,  dare  ad  essa  la  dovuta  importanza  nella  scuola, 
cominciando *dalla  più  bella,  dalla  più  pura,  da  quella  che  alle  altre  dà  forza  e 
diritto  di  esistere:  la  matematica. 

11  libro  del  Gazzaniga  per  l'aritmetica  razionale  e  per  l'Algebra  elementare 
mira  a  questo  scopo  nobilissimo  e  lo  raggiunge. 

Il  libro  del  Gazzaniga  in  324  pagine  comprende  tutto  il  programma  attuale 
di  Aritmetica  ed  Algebra  elementare  del  corso  secondario,  compresa  la  trigono- 
metria piana  e  qualche  argomento,  che,  sebbene  non  compreso  nei  programmi  uf- 
ficiali, può,  ove  l'indole  della  scuola  lo  permetta,  essere  svolto  anche  nel  Liceo, 
perché  importante  e  divertente. 

Della  prima  edizione  di  questo  libro  si  occupò  nel  Periodico  il  prof.  Ciamberlini 
(anno  XI,  fascicolo  IV- V,  1896),  quindi  io  mi  limiterò  ad  accennare  alle  differenze 
esistenti  tra  la  prima  e  la  seconda  edizione,  per  non  ripetere  uu'altra  recensione 
pubblicata  da  me  nel  Comune  di  Padova  del  S  marzo   1896. 

Nel  §  7,  n.  44,  del  cap.  I,  il  Gazzaniga,  accogliendo  volentieri  un'osservazione  ri- 
voltagli, modificò  il  teorema:  Se  fra  i  numeri  1, .. .,  E  (  V  n)  non  vi  è  alcun  divisore 
primo  di  n,  U  numero  stesso  noè  primo,  oppure  è  il  quadrato  di  un  numero  primo, 
sopprimendo  Tultima  parte.  Nel  §  10  "  Osservazioni  ed  aggiunte  ,  sono  trasportati 
i  principi  dell'analisi  combinatoria,  che  nella  I"  edizione  comparivano  nel  §  8,  e  cosi 
chiunque  voglia  non  oltrepassare  mai  i  limiti  dei  programmi  ufficiali,  può  omettere 
nella  scuola  lo  svolgimento  di  quella  parte  del  testo,  del  resto  interessante  e  pia- 
cevole. Nelle  osservazioni  è  accennato  in  modo  breve  e  chiaro  alle  condizioni 
sufficienti  perchè  un  gruppo  sia  numerabile. 

Nel  §  11  '^  Prime  proprietà  dei  numeri  frazionari  ,  le  frazioni  sono  introdotte 
in  modo  formale:  le  osservazioni  preliminari  sono  utili  per  togliere  quel  senso  di 
arbitrarietà,  che  presenta  ai  giovani  il  sistema  formale,  l'unico  però  da  adottarsi 
in  un  insegnamento  veramente  razionale  dell'aritmetica  e  dell'algebra. 

Nel  §  12,  n.  80  vi  è  un  breve  cenno  sulla  proporzionalità  dei  numeri  interi  e 
frazionari  dedotto  dalla  teoria  delle  frazioni. 

11  §  13  (corrispondente  al  12^  della  1*  edizione)  contiene  le  proprietà  generali 
dei  numeri  razionali  (con  una  nota  storica  importante  che  riferisce  il  vero  signi- 
ficato della  parola  irrazionale),  salvo  il  cenno  sulle  frazioni  continue  trasportato 
al  §  11  *  osservazioni  ed  aggiunte,  ,  anche  qui  collo  scopo  di  separare  nettamente 
lo  svolgimento  del  programma  ufficiale  da  quelle  nozioni  che,  per  quanto  impor- 
tanti, non  figurano  in  esso.  Approvo  anche  l'aggiunta  del  §  19,  ove,  dopo  aver 
introdotto  formalmente  lo  zero  ed  i  numeri  negativi,  e  studiate  le  operazioni  con 
i  numeri  algebrici  positivi  e  negativi,  si  accenna  al  fatto  che  anche  i  numeri  ne- 
gativi servono  ad  esprimere  aggregati  di  oggetti  o  rapporti  di  grandezze,  e  quindi 
le  operazioni  con  questi  numeri  possono  servire  a  risolvere  questioni  di  importanza 
pratica.  Fra  le  aggiunte  di  questo  §  troviamo  un  cenno  sulla  teoria  delle  congruenze, 
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i  teoremi  di  Wilson  e  di  Fermat  (che  nella  prima  edizione  appartenevano  al  §  8 
"  altre  proprietà  dei  numeri  „),  e  sul  n.*^  dei  termini  periodici  di  —  con  n  primo  o 

potenza  dì  numero  primo. 

La  teoria  dei  numeri  reali,  svolta  magistralmente  anche  nella  1*  edizione,  non 
presentava  ragione  alcuna  per  essere  modificata;  soltanto  nella  ristampa  del  libro 
le  osservazioni  e  le  aggiunte,  prima  sparse  per  il  capitolo  vennero  raccolte  nel- 
l'ultimo paragrafo  (il  27*^). 

In  line  del  cap.  Y^  (Numeri  complesei)  una  tabella  riassume  i  diversi  numeri 
studiati  fin  allora,  e  si  passa  quindi  airAlgebra  propriamente  detta. 

E  a  proposito  dei  numeri  complessi  ripeto  quanto  scrissi  altrove  qualche  tempo 
fa:  non  so  perché  la  loro  teoria,  bella,  semplice  e  feconda,  non  faccia  parte  del 
programma  liceale,  quando  è  accettata  quella  degli  irrazionali,  introdotti  per  uno 
scopo,  che  viene  raggiunto  completamente  soltanto  colT introduzione  dei  numeri 
complessi:  alludo  airestrazione  di  radice,  di  qualunque  indice,  di  un  numero  reale. 
Nel  primo  §  dell'algebra  è  introdotto  esplicitamente  il  concetto  di  numero  finito  e 
determinato  (di  solito  ammesso  in  silenzio  dagli  autori  e  dai  docenti)  e  alla  defi- 
nizione di  espressione  algebrica  e  di  ciò  che  s'intende  per  suo  valore  fa  seguito 
l'osservazione:  Non  sempre  una  espressione  algebrica  produce  un  numero  finito  e 
determinato^  che  mancava  nella  prima  edizione. 

Il  teorema  n.  45  a  pag.  222  è  enunciato,  nella  ristampa,  in  modo  completo  e 
chiaro,  mentre  la  sua  distinzione  in  parti  (adottata  da  quasi  tutti  gli  altri  autori) 
lascia  sempre  dei  dubbi  ai  discenti. 

L'applicazione  della  teoria  generale  delle  equazioni  alle  equazioni  ad  una  in- 
cognita di  I\  ir,  IH"  e  IV"  grado  è  opportunamente  raccolta  in  un  solo  paragrafo, 
nel  quale  il  docente,  ove  non  sia  persuaso  di  estendere  il  suo  programma,  può 
aopprimere  i  cenni  sulle  equazioni  di  IH"  e  IV"  grado,  indipendenti  da  quelle  di 
I'  e  ir,  svolte  con  brevità,  semplicità  ed  eleganza. 

AI  §  sui  sistemi  di  equazioni  segue  un'aggiunta  interessante  sulle  equazioni 
non  algebriche,  (esponenziale,  logaritmica,  applicazione  dei  logaritmi  ai  problemi 
d'interesse  composto,  ecc.). 

Il  libro  termina  con  l'applicazione  dell'Algebra  alla  Geometria,  svolgendo  la 
trigonometria  piana.  La  chiusa  è  degno  epilogo  del  libro  bellissimo,  prova  luminosa 
dell'alto  sapere  e  delle  ottime  qualità  didattiche  di  chi  lo  scrisse. 

L'autore  nella  ristampa  ha  tenuto  conto  delle  lievi  osservazioni  degli  amici, 
ha  raccolto  una  maggior  quantità  di  esercizi  per  ogni  paragrafo,  ha  distinto  con 
caratteri  speciali  tutte  le  definizioni,  le  proprietà  caratteristiche  e  gli  enunciati  dei 
teoremi,  e  infine  ha  esteso  qualche  nota  storica  interessante.  Il  libro  del  Gazzaniga 
a  mio  parere,  è  uno  dei  migliori  fra  quanti  uscirono  finora  in  Italia  per  l'inse- 
gnamento dell'aritmetica  e  dell'algebra  nei  Licei  e  ad  esso  non  può,  non  deve  man- 
care il  favore  degli  insegnanti  colti  e  studiosi. 

D^  G.  B.  Marakgoni. 

OiusEPPE  Veronese  (con  la  collaborazione  di  P.  Gazzanioa).  —  Elementi 
di  Geometria y  ad  uso  dei  Licei  e  degli  Istituti  Tecnici  (V  biennio). 

Questo  del  Prof.  Veronese  è  diverso  dagli  altri  trattati  di  geometria,  che  sono 
in  UBO  nelle  nostre  scuole  secondarie.  Le  ragioni  del  libro  sono  svolte  nella  Pre- 
fazione, e  si  riducono  alle  seguenti:  coordinare  gli  Elementi  di  Euclide  allo  stretto 
rigore  scientifico  dei  metodi  moderni  ;  formare  della  geometria  un  sistema  di  ve- 
rità tale  ohe  l'osservazione  empirica  dia  i  concetti  limitati  e  concreti,  l'intuizione 
ne  tragga'  alimento  a  concetti  generali,  e  la  scienza  dia  a  questi  ultimi  leggi 
indipendenti  dall'esperienza  e  logicamente  connesse  ognuna  alla  successiva. 

Notevole  è  specialmente:  1"  la  soppressione  del  concetto  del  movimento  senza 
deformazione  nello  studio  della  eguaglianza  delle  figure,  per  non  restringere  il 
concetto  di  eguaglianza  a  quello  di  congruenza;  2*  l'applicazione  di  un  principio 
moderno,  secondo  il  quale:  se  è  data  una  figura  A  mediante  alcuni  postulati  e  un'altra 
figura  B  in  tale  corrispondenza  con  A  che  collo  scambio  di  alcune  parole  valgono 
per  B  le  proposizioni  contenute  nei  postulati  di  A,  allora  valgono  pure  per  B, 
con  lo  scambio  di  quelle  medesime  parole,  tutte  le  proposizioni  dedotte  per  A. 

11  Libro  è  preciso,  ò  chiaro,  è  breve,  ma  non  ò  facile,  nel  senso  volgare  della 
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parola;  offerto  a  menti,  nou  addestrate  alla  perfezione  logica,  reca  fatica  in  sul 
principio  ma  poi  —  io  lo  dico  per  l'esperimento  che  ne  ho  fatto  quest'anno  — 
riesce  più  facile  di  ogni  altro,  e  reca  diletto  ed  utile  a  scolari  e  a  maestri. 

Anche  gli  esercizi,  che  sono  numerosi,  e  divisi  paragrafo  per  paragrafo,  danno 
argomento  di  utile  ricapitolazione  della  materia,  ed  aggiungono  pregio  didattico 
al  trattato. 

Questo  è  diviso  in  IX  Capitoli,  ed  è  preceduto  da  alcune  nozioni  generali  sui 
gruppi,  sulle  serie  e  sulla  corrispondenza  univoca  e  del  medesimo  ordine  tra  i 
gruppi;  nozioni  che  hanno  importanza  essenziale  nel  testo. 

Senza  volere  addentrarci  in  un  esame  minuto  di  tutti  i  capitoli,  che  richie- 
derebbe spazio  non  breve,  mi  limiterò  per  ora  ad  accennare  i  punti  più  importanti 
e  le  piccole  lacune  che,  a  parer  mio,  si  riscontrano  in  quelle  parti  che  furono 
argomento  delle  mie  lezioni  al   1'  corso  dell'Istituto. 

Ad  es.  nel  §  1  '  del  libro  primo  le  dimostrazioni  dei  teoremi,  che  per  l'addizione 
dei  segmenti  valgono  la  legge  associativa  e  la  legge  commutativa,  non  sono  estese 
al  caso  di  un  numero  qualsivoglia  di  segmenti.  Al  Teorema  I  (pag  18)  sui  se- 
gmenti multipli,  converrebbe  mettere  innanzi  alcuni  cenni  su!  metodo  di  conclusione 
da  n  ad  n  -h  ^  che  è  opportunemente  applicato  qui  ed  altrove. 

Notevoli  sono:  la  definizione  di  figure  opporle  rispetto  ad  un  punto;  quella 
dell'eguaglianza  di  esse,  che  viene  data  prima  e  indipendentemente  dalla  nozione 
del  piano,  e  quella  di  rette  parallele,  che  discende  immediatamente  dal  concetto 
di  figure  opposte. 

Non  intendo  piuttosto  come,  date  le  definizioni  di  figure  eguali  e  di  coppie 
rettilinee,  non  debba  dedursi  immediatamente  che  gli  angoli  di  due  coppie  rettilinee 
eguali  e  gli  angoli  opposti  al  vertice  sono  eguali.  Perchè,  se  l'angolo  è  definito  come 
una  parte  del  fascio  limitato  da  due  raggi,  esso  è  una  figura  di  una  coppia. 
Il  teorema,  ad  ea.,  che:  *  due  figure  F,F'  eguali  ad  una  terza  F'',  sono  eguali 
tra  loro  ,  non  è  rigorosamente  dimostrato  nel  caso  che  le  figure  non  siano  ret- 
tilinee; perchè  la  figura  rettilinea  che  stabilisce  la  corrispondenza  di  eguaglianza 
tra  F^'  ed  F  può  essere  diversa  da  quella  che  stabilisce  la  corrispondenza  d'egua- 
glianza tra  F"  ed  F  • 

Noto  ancora  che  il  perimetro  di  un  triangolo  è  considerato  da  Veronese  come  parte 
esterna,  il  che  lascia  dubbio  su  alcune  altre  definizioni,  come  ad  es.  su  quella  di 
parte  interna  del  poligono  convesso  cioè  *  parte  interna  dei  triangoli  che  hanno 
un  vertice  comune  in  un  vertice  del  poligono,  e  per  lati  le  rette  congiungenti  il 
vertice  comune  cogli  altri  vertici  del  poligono  ,  perchè  in  tal  modo  i  punti  delle 
diagonali  del  poligono  potrebbero  essere  supposti  esterni  al  poligono  stesso. 

Il  Postulato  lY  (pag.  85)  dovrebbe  essere  preceduto  da  un  teorema. che  dimo- 
strasse la  possibilità  di  costruire  i  segmenti  a  e  ò. 

Ma  queste  ed  altre  poche  osservazioni  che  si  potrebbero  fare  sugli  altri  capi- 
toli sono  di  poca  importanza  per  sé  medesime,  e  possono  essere  completate  o  illu- 
strate dal  maestro. 

Ciò  che  importa  di  dire  è  che  il  trattato  è  un'opera  originale  e  degna  del  suo 
autore;  il  quale,  dedicando  il  suo  intelletto  alla  soluzione  del  problema  dell'inse- 
gnamento della  Geometria  elementare,  ha  bene  meritato  della  scienza;  tanto  meglio 
ha  meritato,  quanto  più  il  suo  libro  è  lontano  dalla  speculazione  materiale. 

Per  parte  mia  io  lo  ringrazio,  perchè  con  questo  suo  lavoro  egli  mi  ha  procu- 
rato più  vivo  il  piacere  di  insegnare  le  cose  vecchie  e  di  trovarvi  dentro  insieme  il 
fresco  spirito  delle  nuove. 

G.    BORDIOA. 


ERRATA-CORRIGE. 
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Giulio  Lazzkri  —  Direttore  reapon^abUe 
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GENERALIZZAZIONE  DI  UN  TEOREMA  DEL  PROF.  E.  CESARO 


1.  All'illustre  prof.  E.  Gesàro  è  dovuto  il  seguente  elegantissimo 
teorema: 

Se  con  a  si  rappresentano  gli  interi  positim  pei  quali 

E(|l).2i  +  1. 

essendo  n  un  numero  intero  posUivo  qualunque,  si  ha: 

S<p  (a)  =  n\  (*) 

—  I  indica  la  parte  intera  del  quoziente  — e  la 

funzione  cp(a)  è  la  nota  funzione  di  Gauss,  la  quale  rappresenta  il 
numero  dei  numeri  primi  con  a  e  inferiori  ad  esso. 

Il  teorema  precedente  può  essere  notevolmente  esteso  in  base  alla 
generalizzazione  da  me  fatta  della  funzione  cp  di  Gauss.  (**) 

2.  Col  simbolo  qpp(a)  indicheremo  il  numero  dei  gruppi  costituiti 
ciascuno  di  p  numeri  non  superiori  ad  a,  il  cui  massimo  comuu  di- 
visore è  primo  con  a.  La  funzione  9p(a)  è  definita  da  una  delle  se- 
guenti uguaglianze: 

(1)  /    ?pW  =  «^(i-i)(i-i)---- 

l  S  9p  (5)  =  «p  , 

dove  a,  6, ... .  sono  i  divisori  primi  del  numero  a  e  la  sommatoria 
s'intende  estesa  a  tutti  i  divisori  S  di  a. 

Faremo  uso  del  simbolo  s^^  per  indicare  la  somma  delle  p^^  po- 
tenze dei  primi  m  numeri  naturali. 


(*)  U.  SoABPis:  Primi  elementi  della  teoria  dei  numeri  •  pag.  24,  voi.  225.  -  Mannali  Hoepli. 

(**)  Veggasi  la  mia  nota  :  Sopra  un  problema  delta  teoria  dei  numeri  (Roma,  Periodico  di  mate- 
matiea,  anno  1891,  pag.  119)  e  l'articolo  del  Prof.  £.  Cesàro  :  A  propoeito  di  una  generaliesagione 
della  funzione  q>  di  Oauee,  (Roma,  Periodico,  anno  1892,  pag.  1). 
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Teorema.  —  Se  con  a  si  rappresentano  gli  interi  positivi,  pei  quali 
E  1 — I  —  2A;  -f  1,  essendo  n  un  intero  positivo  qualunque,  si  ha: 

Indichiamo  con  ^  quei  numeri  che  entrano,  esattamente  o  no,  un 
numero  dispari  di  volte  in  2  (n  —  1),  con  h  tutti  i  divisori  di  2«— 1, 
tolta  l'unità,  e  con  k  tutti  i  divisori  pari  di  2m,  che  danno  quozienti 
dispari. 

E  chiaro  che  il  gruppo  dei  numeri  a  sarà  costituito  : 
1^  di  tutti  i  numeri  ^,  meno  però  quei  numeri  ^i  >  1  divisori 
di  2n  che  danno  quozienti  pari; 
2°  di  tutti  i  numeri  h; 
3®  di  tutti  i  numeri  L 
Avremo  quindi 

(2)  Scpp  (a)  =  2(Pp  (3)  -  Scpp  (?,)  4-  Scpp  (A)  +  Scpp  (k). 

Poniamo 

n  =  2"  «1  , 

essendo  n^  un  numero  dispari  (è  evidente  che  se  n  è  dispari,  deve 
essere  v  =  0). 

I  numeri  p,  >  1,  cioè  i  divisori  di  2n,  tolta  l'unità,  che  danno  quo- 
zienti pari  sono  della  forma  2'''S,  essendo  v'<v  4-  1  e  8  divisore  di 
n^  ;  i  divisori  di  2n  che  invece  danno  quozienti  dispari,  sono  della 
forma  2H-i  g.  Quindi,  se  indichiamo  con  d  tutti  i  divisori  di  2m,  avremo 

SV,  (p.)  =  S<p,  {d)  -  S?,  (2H-1  S)  -  <Pp  (1). 

Ora,  essendo  5  numero  dispari  e  quindi  primo  con  2**+^,  ed  osser- 
vando la  prima  delle  (1),  ricaviamo 

<Pp  (2H-1  6)  =  9p  (2-hi)  ^^  (5)  =  2^p  (2^  -  1)  <pp  (5)  ; 

applicando  la  seconda  delle  (1),  abbiamo  inoltre 

S^Pp  (d)  =  2«»  np , 

Scpp  (2»+i  8)  -  2-P(2p  -  1)  Sq)p  (5)  =  2''p(2p  -  1)  n,^  =  (2^  -  1)  n^ . 

Pertanto  avremo,  giacché  è  cpp  (1)  =  1, 

S?p  (3»)  =  2p  nP  -  (2p  -  1)  np  -  1, 
ossia 

Scpp  (p.)  =  fip  -  1. 

I  numeri  h  sono  i  divisori  di  2n  ^  1,  esclusa  l'unità,  quindi  sarà: 

S<Pp  (h)  =  (2n  -  1)'  -  <Pp  (1)  =-  (2n  - 1)'  -  1. 
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Infine  i  numeri  k,  cioè  i  divisori  pari  di  2n  che  danno  quozienti 
dìspari,  sono  della  forma  2H-iS,  essendo  5  divisore  di  n^:  quindi 
avremo,  come  abbiamo  trovato  poco  fa, 

S?,  (i)  «  S^p  (2H-1 8)  «  (2^  -  1)  f•^ 

Sostituendo  nella  (2)  le  espressioni  trovate  per 

STp  (Pi)  ,  29p  (A)  e  S^p  (i) , 
otteniamo  dopo  semplici  riduzioni, 
(8)  S(Pp  (a)  =  2;<Pp  (P)  +  (2n)'»  +  (2n  -  1)«»  -  2n^ 

Se  rappresentiamo  ora  rispettivamente  con 

a,  p,  Yt  •  •  •  •  »  ^t  |A»  «t> 

i  numeri  che  sono  contenuti  esattamente  o  no  un  numero  dispari  di 
volte  nei  numeri 

2w,    2(n-l),    2(n-2) ,2,3,    2.2,    2.1, 

ed  applichiamo  la  (3),  otteniamo 

S(Pp  (a)  =  S^Pp  (P)  +  (2n)p  -f  (2fi  -  1)p  -  2  .  n% 

2ì)p(p)  =  Svp(y)  +  (2n  -  2)"^  +  (2n-.3)'  -  2.(»  -  1)% 

Stp(X)  =  S^pCfji)  +  e»»  +  5»  -  2 . 3% 
Scpp  ((i)  =  S9p(<o)  +  4'  +  S»'  -  2  .  2^ , 
S(Pp(od)-  2P4-1P-2.  1p. 

Addizionando  membro  a  membro  tutte  queste  uguaglianze,  ridu- 
eendo  e  ricordando  il  significato  del  simbolo  5™(p),  otteniamo  infine: 

Svp(a)  =  «J»^-2««<p>, 

appunto  come  volevasi  dimostrare. 

Esempio.  —  Supponiamo  n=>5ep»3;i  numeri  che  entrano 
esattamente  o  no  un  numero  dispari  di  volte  in  2 .  5  "=  10,  sono 

2,  3,  6,  7,  8,  9,  10. 
Ora  abbiamo 

9.(2)  +  9.(3)  +  9,  (6)  +  9,(7)  +  9.(8)  +  9.(9)  +  9.  (10)  « 
=  7  +  26  -f  182  f  342  +  448  +  702  +  868  =  2575, 

ed  è  effettivamente 

^•^-25W-(l»  +  2*  f  ....+  10*)-2(l*  +  2«  +  3»-f4»  +  5*)«2575. 

Dott.  Luigi  Gablini. 

Melfi,  giugDo  1897. 
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DIMOSTRAZIONE  ELEMENTARE 

di  un  teorema  della  teoria  delle  equazioni 


Siano  2n  incognite  o^^ . . . . a;^  ,  ^i .. . .  yn*  Indichiamo  con  (a?^. . .  .x^  )^ 
la  somma  dei  prodotti  A  a  A  delle  a?,  ....  a?^  ed  analogamente  con 
(Vi'  -  '  'Vn  )k  queHa  dei  prodotti  ^  a  A  delle  j/i .  .  *  .t/u*  ^ì  propongo 
di  dimostrare  in  modo  elementare  il  seguente 

Teorema.  —  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  il  sistema 
di  equazioni 

{x, .e»  )i  =  (y, Vo  ), 

(o?,  .  .  .  .  a?„  )„  =3  )y^  .  .  .  .  yn  )n 

5ia  soddisfatto  da  un  dato  sistema  di  valori  delle  ned  y  si  è  che  questi 
possano  distribuirsi  in  n  coppie,  i  due  di  ciascuna  coppia  essendo  uguali 
fra  loro. 

Che  la  condizione  sia  sufficiente  risulta  subito  dall'ispezione  del  si- 
stema (1).  Sia  infatti  ir]|  •  •  •  •  Tja»  6i  .  . . .  6n  un  sistema  di  valori  delle 
OTj  . . .  .  07^  ,  Vi  ì  •  '  •  Vn  tali  che 

(2)  T]r,  =  6b,  ;    T]r.  =  6t,  ; r)rn=6BB, 

Tj  r,  . .  . .  To  ,  ^j  «,....  ^a  essendo  due  permutazioni  degli  indici  1,  2, 
....  n.  Se  X  è  un  intero  positivo  tale  che  1  <[  X  <C^)  evidentemente  si 
avrà  :  "^^    "^ 

(3)  (ìfji   Tf)j  ....   r)n)A   =   (6i   6j   ....  9n)A 

giacchò  a  motivo  delle  (2)  ad  ogni  prodotto  del  1^  membro  della  (8)  ne 
corrisponde   uno  uguale  nel  2^,  ed  oltre  a  ciò  ambo  i  membri  della  (3) 

contengono  lo  stesso  numero  (^)  di  prodotti.  Dunque  le  T]i  .  .  .  .  ii]b 
6i  • .  .  •  6n  soddisfano  la  \^^  equazione  del  sistema  (1),  e  quindi  anche 
tutto  il  sistema,  giacche  X  può  farsi  uguale  ad  uno  qualunque  dei  nu- 
meri 1,  2,. . .  n. 

Ohe  poi  la  condizione  (2)  sia  necessaria  si  dimostra  facilmente.  In- 
tanto per  n  =  1  il  sistema  (1)  si  riduce  alla  sola  equazione  or,  =^yi]  se 
questa  è  soddisfatta  ponendo  a?j  =  tJi  ,  yj  =  6j  ;  dev'essere  nji  =«  6„  vale  .a 
dire  per  n  =  1  il  teorema  è  dimostrato.  Dico  ora,  che  supposta  la  condi- 
zione (2)  necessaria  quando  le  ^  e  cosi  le  y  sono  in  numero  di  n —  1, 
vale  a  dire  quando  il  sistema  (1)  si  riduce  a 
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{X^  .  .  •  .  J7n-i  )i  ^^  (l/i  •  •  •  •  3/0-1  )i 

W  

(J7j   ....   ^n  .1  )n«i    ^=  (3/4   ....   J/n-l  )a-l  ) 

lo  ò  pure  quando  le  a;  e  cosi  le  y  sono  in  numero  di  n. 

Sia  adunque  Yji  •  •  .  •  7]a »  61  • . •  •  6n  un  sistema  di  valori  delle  x^  ....x^ 
t/i  '  »  »  »  y»  soddisfacente  il  sistema  (1).  Avremo  allora  le  identità 

(iQi  •  •  •  •  l'In  )t  =  (61  •  •  •  •  6»  )i 

(5)  

(Y]i   •  •  •  •   "yja  /n  *™  \Pi   •  •  •  •  "tt  jn  • 

Posto  X|  =  0  possiamo  scrivere  if]^  =  r^i  +  X^.  Possiamo  poi  determinare 
in  un  modo  unico  2n  —  1  quantità  X, .  .  .  .  X^  ,  Y^  . .  .  Yq  tali  che  : 

(6)  T),  =  if]i  +  X,  ; . . . .  Y]a  =  Y]i  +  Xn  ;  61  =  Tji  +  Yj  I  ....  6»  =  i]i  +  Y» . 
Tenuto  conto  delle  (6),  la  1*  della  identità  (5)  diviene 

Analogamente,  tenuto  conto  di  questa,  dalla  2*  delle  (5)  si  ricava  : 

In  generale  se  sono  vere  le  identità 

^A.j   •  *  .  .  A.n)|    =  ^Xj   .  .  .  .    JLtk/i 

(7)  

(m  <  n)  sarà  vera  anche  quest'altra 

(0)  (Xj   ....   Xn  )tt^.i  =  (Yj  ....  Yn  )ta^l 

Infatti  ridenti tà 

(TJi   ....   7]n)m+l  =  C6|   •  .  .  .  Un)m+1) 

tenuto  conto  delle  (6)  e  ritenendo  (X,  .  .  . .  Xtt)^  =  (Y,  .  .  . .  Y»)©  =  1 
si  può  scrivere 

2    (-f  ')  (X. . . . .  X.)._,+.  t].'  =  S   (- V'-M  (Y.  . . . .  Y.)...^,  »,.', 

la  quale  a  motivo  delle  (7)  si  cambia  appunto  nella  (8). 

Ora  si  è  visto  che  le  identità  (7)  sussistono  quando  m  =  2  ;  perciò 
sussistono  anche  quando  m  =»  8,  4,  .  .  . .  n,  vale  a  dire  le  X,  ....  X^ , 
Y,  . .  . .  Yb  verificano  il  sistema  (1).  Abbiamo  adunque  le  identità 

^A.j  ....   Aq  }j   =  ^  1  I  .  .  .  •    Xn  )j 

(9)  

l'ultima  delle  quali  si  può  anche  scrivere: 

A.|  Jk.|  ....  ^Q    =3    Yj    Y,  ....    Xn 
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ma  poiché  segue  che  una  almeno  delle  Y  ad  es.^  Tj  è  nulla,  perciò  il  si- 
stema di  identità  (9)  diviene 

(Aj  ....  JLn  )a—i    =*   (  Yj  •  .  .  .    Y„  )n_i 

0   =::   0 

vale  a  dire,  le  X,  .  . . .  X^ ,  Y,  .  . .  .  Y,^  costituiscono  un  sistema  di 
2(n  —  1)  numeri  soddisfacenti  le  (4)  quando  si  ponga:  oci  =Xi+i; 
yi  =  X|  +  i  ;  (t  =»  1,  2,  ....  ;  n  —  1).  Perciò,  a  causa  delle  ipotesi  fatte, 
tra  le  X,  . . . .  X„ ,  Y,  .  . .  .  Y^  passeranno  n  —  1  relazioni  del  tipo 

Xp,  =  Yq,  ;    Xp,  +  Yq^  ;  .  .  .  .  Xpa_i  s=  Yqn»!  ;    Pi  Pi  •  •  •  *  Pn-i .    5^1  ^1  •  •  •  •  ?n-l 

essendo  due  permutazioni  degli  indici  2,  8,  ....  n.  Da  queste  relazioni, 
tenuto  conto  delle  (6),  si  deducono  le  altre 

7]p,  =  9<i,  >  iipi  =  6qi  ;  •  •  •  •  1}       =9       ) 

che  insieme  alla  Y,  »  0  ossia  i]^  b  6i  costituiscono  un  sistema  di  n  re- 
lazioni del  tipo  (2).  È  cosi  provato  che  se  le  condizioni  (2)  sono  neces- 
sarie per  un  dato  valore  di  n,  lo  sono  pure  aumentando  tale  valore  di  1. 
Ma  si  vide  eh'  esse  sono  necessarie  per  n  =3  1  ;  quindi  lo  saranno  per 
n  =  2,  3,  . . . .  Il  teorema  è  pertanto  dimostrato. 

N.  Traverso. 


-»♦•♦- 


SULLE  FRAZIONI  PERIODICHE 

Proprietà  dei  gruppi  in  cui  si  può  scomporre  il  periodo  e  dei  relativi  resti  (*} 


I.  Abbiasi  la  frazione  propria -r,  ridotta  ai  minimi  termini,  e  nella 

quale  b  sia  primo  con  10.  Suppongasi  x  il  numero  delle  cifre  del  pe- 
riodo co7*rispondenfej  vale  a  dire  del  periodo  della  frazione  periodica  sem- 

plico  che  si  ottiene  convertendo  -j-  in  frazione  decimale.  Nella  divisione 

occorrente  per  eseguire  tale  conversione  siano  r^  r,,  . . . .  r.  i  successivi 
resti  che  si  ottengono,  cosicché  sarebbe  r,  »  a,  e,  supposto  di  continuare 
ancora  il  processo  della  divisione,  r^^i  =  r,,  r,^.,  =  r„  .... 


(*)  Questo  artieoletto  è  la  soconda  parte  di  ano  studio  che  da  molti  mesi  avevo  fatto  •  quasi 
completato  su  le  frazioni  periodiche.  Nella  prima  parte  trattavo,  seguendo  il  metodo  già  da  me  trac- 
ciato nel  giornale  /{  Pitagora  (Anno  II,  n.  6)  la  questione  del  numero  di  cifre  che  deve  avere  il 
periodo;  ma,  prevenuto  dal  Prof.  Bettiui,  il  quale,  nel  suo  pregevole  articolo  inserito  nel  fasoieolo  III 
di  questo  periodico,  risolve  la  questione,  non  mi  resta  ohe  pubblicare  quel  poco  che  non  ha,  per 
quanto  mi  pare,  perduto  in  nulla,  e  forse  anzi  aumentato,  il  suo  interesse. 
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Osserviamo  che  ì  resti  sono  primi  con  b,  come  subito  si  ricava  dalla 

a.  10*  E  »'k  (mod.  b). 
Questo  conferma  la  nota  proprietà  ohe  o)  può  essere  al  più  eguale  a  9  (6), 

e  mostra  ohe  la  frazione  -r-  è  essa  pure  ridotta  ai  minimi  termini.  É  poi 

evidente  che  i  resti  corrispondenti  a  questa  frazione  sono  i\^i  y 

r,  . . .  •  r^i-xi  0  ol^6  il  periodo  è  la  corrispondente  permutazione  circolare 

di  quello  relativo  alla-r. 

0 

2.  Supponiamo  che  x  sia  scomponibile  in  due  fattori  interi  m  e  q] 

dove  9>-l,  e,  per  conseguenza,  of^-ì.  (Ciò  esclude  quindi  il  solo  caso 

a;  =  1,  opperò  6  =s  3  oppure  9).  Il  periodo  allora  si  può  spezzare  in  q 

grappi  successivi  di  m  cifre  l'uno,  pj,  p„  Pgi  . . . .  2>q  1  o  sarà  eguale  a 

P  =  p,  .10(o-i>»  +  p,.10(<i-»)-  +  ....  4-Pq,i.lO»4-p,  . 
Avremo  poi,  per  lo  stesso  procedimento  della  divisione 

a  .  10»  =  6  p,  +  r„ 

a.lO«-  =  6(p,  .10-  + p,)  +  r,„ 

a  .  10«-  =  6(p, .  10««  +  p. .  10»  +  p.)  +  r,» 


a.  10'«°  =  6(p,  10(«-i)«  +  p, .  10C«i-««»-f  ....  +p,-|.  10«  +Pq)  f  r,„. 

Levando  da  ognuna  di  queste  eguaglianze,  moltiplicata  per  10»,  la 
successiva,  otterremo 

10».  r„  =s  6.  p,  -f-  ^2111 
10».rj„  =  6.  P3  +  r,„. 


10».r(,_,)„  =  6.  p,  4-  r,„; 

cui  si  può  aggiungere 

10".r,„=a6.pj  +  r«, 

che  ò  la  prima  delle  eguaglianze  precedenti,  per  essere  r^m  =»  a. 
Poniamo 

S  r  =a  r^  +  r,„  i-  ....  Tqa  ,  S  p  =  Pj  +  . . . .  4-  Pq  . 

Sommando  le  egaaglianze  precedenti  avremo 

(10»— l)Sr  =  6Sp. 

Supponiamo  ora,  e  supporremo  sempre  in  tutto  quanto  segue,  ohe  b 
sia  primo  con  10»  —  1.  Dovrà  allora  b  essere  contenuto  in  S'',  e  per 
conseguenza,  10»  —  1  in  Sp  ;  avremo  cioè,  detto  k  un  intero  : 

^^^  è     10»  - 1   * 

Risulta  chiaro  in  tal  modo  ohe  la  somma  dei  resti  di  posto  m,  2>n, 
8m,  ....  qm,  è  multipla  di  b,  e  la  somma  dei  corrispondenti  gruppi  con- 
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seontivi  di  m  cifre,  in  cui  il  periodo  si  può  scomporre,  ò  multipla,  se- 
condo lo  stesso  fattore,  del  numero  composto  di  m  cifre  eguali  a  9. 

3.  Il  teorema  si  può  estendere  in  questo  senso  :  che  i  q  resti,  invece 
di  contarli  a  partire  dal  primo,  si  potrebbero  contare,  sempre  di  m  in  m, 
a  partire  da  uno  qualunque  di  essi;  ed  i  $. gruppi  di  m  cifre  andreb- 
bero contati  in  modo  corrispondente,  supposta  continuata  la  successione 
delle  cifre  al  quoziente,   anche  dopo  Tultima  cifra  del  periodo. 

E  infatti,  questi  nuovi  resti  e  questi  corrispondenti  nuovi  gruppi, 
contati  a  partire  dal  /(«'^o  resto,  sarebbero  resti  e  gruppi,  contati  a  par- 
tire dal  primo  resto,    nella  divisione  che  si  farebbe  per  convertire  in 

decimali  la    ^"^ .  E  per  questa,  essendo  essa  ridotta  ai  minimi  termini 

(n.  1),  vale  il  teorema  precedente. 

Abbiamo  dunque: 

a 
Se  il  periodo  corrispondente  alla  -r  ha  x  =^  mq  cifre,  dove  q  >  1,  e 

(supposto  contintuzta  indefinitivamente  la  divisione  necessaria  per  con- 

a 

vertire  r-  in  decimali)  si  considerano  q  resti  di  posto  m,  2m,  3m,  .... 

a  partire  dal  k^"^*»  ;  e,  parimenti  a  partire  dalla  k*»*"**  cifì'a  del  periodo 
si  considerano  in  esso  q  gruppi  consecutivi  di  m  cifre  l'uno,  le  somme 
di  quei  resti  e  le  somme  di  quei  gruppi  saranno  equimultiple  di  b  e  del 
numero  formiate  da  m  cifre  eguali  a  9. 

4.  Ci  sia  permesso  porgere  qui  un  esempio  un  po'  minuzioso,  per  fis- 
sare meglio  le  idee  sulle  cose  dette  e  su  quelle  che  diremo. 

Convertendo  in  decimali  la  frazione  r-^  si  ottengono  al  periodo  le  cifre 

631.  578.  947.  368.  421.  052 

e,  come  resti  successivi,  i  numeri 

6,3,  11;   15,  17,  18;  9,  14,7;  13,  16,8;  4,2,  1;  10,5,  12. 

Ora  abbiamo,  scomponendo  in  tutti  i  modi  possibili  il  periodo  in  gruppi, 
a  cominciare  dalla  prima  cifra  : 

Somma  dei  gruppi  di  9  cifre» 631.578.947 4-868.421.052==999.999.Xl. 

6     ,     =  631.578+947.368+421.052«=999.999X2. 
3     .     =631-1-578+947+368+421+052=999X3. 
2    .     =-63+15+78+94+73+68+42+10+52—99X5. 
,    di  tutte  le     8     ,     =6+3+....  +5+2=9X9. 

E  per  i  resti,  contati  a  partire  dal  primo: 

Somma  dei  reali  di  9  in  9  =  7  +  12«19X1. 

6  ,  6 --18+8+12=19X2. 
3  ,  3  =  11  +  18+7+8  +  1  +  12=19X3. 
2  ,  2=3  +  15+18+14  +  13+8+2+10  +  12—19X5. 
,      di  tutti  i  resti       =6+3+....  +10+5+12=19X9. 
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Se  i  gruppi  si  contassero  a  partire  dalla  seconda  cifra,  invece  che 
dalla  prima,  si  avrebbe  : 

Somma  dei  gruppi  di  9  cifre» 815.789.473+684.210.526=^999.999.999X1. 

6     ,     =  315.789 +  478.684-l-210.526«999.999Xl. 
3     ,     =  315-1-789+473-1-684+210  f  526=999X3. 
2     ,     =  31+57+89+47 -f36+84  +  21  +  05+26«99X4. 
,     ditattele  ,     =3+1+....  +2+6=9X9. 

Le  analoghe  somme  dei  resti,  contati  a  partire  dal  secondo  di  essi,  3, 
sono  rispettivamente  eguali  a  19  moltiplicato  per  gli  stessi  coefficenti 
ohe  si  sono  trovati  per  ì  corrispondenti  gruppi  di  cifre,  e  cioè  per  1,  1, 
3,  4,  9. 

5.  Si  può  determinare  la  condizione  perchè  il  periodo  abbia  mq  cifre, 
essendo  q  un  numero  primo  contenuto  in  b  —  1. 

Dovendosi  infatti  avere,  (sempre  rispetto  al  modulo  b)  le  congruenze 

si   avrà,  innalzando  i  membri  della  prima  di  queste  alla  q**^^  potenza 

^q  .  10»«5r„<i; 

e  moltiplicando  per  a^"^  quelli  della  seconda, 

«q  .  io°»iErt«i  , 
donde 

j^'^eiimo  resto  deve  quindi  essere  un  numero  a?  che  soddisfi  alla  con- 
gruenza 

(II)  a?*»  E  «^      (mod.  b) 

E  la  condizione  è  anche  sufficiente  e  cioè  se  rm*''™°  resto  è  il  primo 
che  soddisfi  a  questa  congruenza,  ed  è  diverso  da  a,  il  periodo  avrà  qm 
cifre.  E  infatti  essendo  in  questo  caso 

r.'iErt'  ,        a.lO-'Er^, 
si  avrà 

^q        l()inq^,.^q  ^  ^q   ^     Oudo    fl  .   10"*>  E  «, 

la  quale  dimostra  che  V  mq^'^^  resto  è  a,  opperò  il  periodo  finisce  alla 
^^•■fan»  cifra.  E  non  prima;  vale  a  dire  il  trovato  periodo  di  qm  cifre 
non  può  essere  la  riunione  di  periodi  irriducibili  di  un  altro  numero  di 
cifre,  y.  Perchè,  se  ciò  fosse,  dovrebbe  y  essere  contenuto  in  qm^  e  due 
oasi  potrebbero  darsi  :  o  la  ^  contiene  il  fattore  7,  ed  è  quindi  della 
forma  qm\  con  m'  <Z  m,  oppure  non  contiene  q  ed  allora,  essendo  esso 
un  numero  primo,  opperò  primo  con  q,  divide  m,  e  sarà  per  es.  eguale 

ad  — .  Nel  primo  caso,  della  congruenza  a .  10"*'*»  E  ^  si  ricaverebbe  a^ . 

s 

IQm'q^  rti  e  dalla  a  .  10™'E»v  si  avrebbe  a«.  lO^'^^E  'V**    onde  r„.*i  E  rt**  0 
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non  sarebbe  l' m**^^  resto  il  primo  ohe  verifica  ]a  (II).  Nel  seoondo  il 

— j       cifra,  epperò  m,  resto  di  posto  m,  (ohe 

dovrebbe  essere  nua  ripetizione  di  quello  di  posto  — i  sarebbe  a,  contro 

il  supposto. 

Osserviamo  poi  che  ]a  (II)  lia,  come  è  noto,  q  soluzioni,  (perchè  una 
ne  ha  certamente,  ed  è  a?  =  a),  e  che  nel  caso  che  una  di  queste  fosse 
il  resto  di  posto  m,  le  altre  sarebbero  rispettivamente  i  resti  di  posto 
2m,  3m,  ....  qm. 

Si  può  dunque  dire  : 

a 
€  Il  periodo  della  frazione  irriducibile  -r  si  potrà  scomporre  in  q 

«  (q  numero  primo  contenuto  inh  —  1)  gruppi  di  m  cifre  aventi  le  pro~ 
«  prietà  vedute,  quando,  e  solo  quando,  l'  m*»'"**»  resto  sia  il  primo  resto 
€  diverso  da  a,  che  soddisfi  alla  congruenza  (II).  /  resti  poi  di  posto 
€  2m,  3m,  ....  qra  saranno  le  rimanenti  radici  della  stessa  >. 

6.  Dei  teoremi  ora  veduti  sono  degni  di  speciale  menzione  i  casi 
particolari  di  m  =  1  e  di  g  =:  2,3,  che  esamineremo  quindi  separatamente. 

Se  si  suppone  m  ==>  1,  ossia  se  si  considerano  tutte  le  cifre  del  pe- 
riodo e  tutti  i  resti  ottenuti  nella  divisione  di  a  per  6,  si  ha  subito: 

<  La  sornm^  delle  cifre  del  periodo  è  multipla  di  9,  e  quella  dei  resti 
€  è  multipla  di  b,  denominatore  della  frazione,  secondo  lo  stesso  numero 
€  nel  caso  che  b  sia  primo  con  3  ». 

Che  la  somma  delle  cifre  del  periodo  sia  multipla  di  9,  qualora  b 

P  a 

sia  primo  con  8,  si  ricava  anche  immediatamente  dalla  ^^  ^  ^  =  -r , 

dalla  quale  appare  essere  P  un  multiplo  di  9.  Ma  che  la  somma  dei  resti 
debba  essere  multipla  di  6,  e  precisamente  secondo  lo  stesso  numero,  non 
è  ancora  stato  da  altri,  ch'io  sappia,  dimostrato. 

Cosi  per  le  frazioni  aventi  per  denominatori  i  numeri  primi 

7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  43,  47,  53,  59,  61,  67, 
71,  73,  79,  83,  89,  97,  101,  103,  107,  109,  113,  127, 

i  periodi  delle  quali  hanno  rispettivamente 

6,  2,  6,  16,  18,  22,  28,  15,  3,  5,  21,  46,  13,  58,  60,  33, 
35,  8,  13,  41,  44,  96,  4,  34,  53,  108,  112,  42 

cifre,  {*)  ho  verificato  (e  riporto  questi  numeri  per  comodo  di  chi  volesse 
studiar  meglio  ^argomento)  che  la  somma  delle  cifre  del  periodo  è  9 
moltiplicato  risp.  per 

3,  1,  3,  8,  9,  11,  14,  6,  1,  2,  10,  23,  7,  29,  30,  16, 
14,  4,  6,  19,  22,  48,  2,  17,  25,  54,  56,  21 


(*)  Vedasi  anclie  la  tav.  che  il  prof.  Bottini  pubblica  iu  altro  numero  di  questo  periodico,  dorè 
è  bene  osseri^re  che  h  incorso  un  errore;  per  ps»  23,  n  deve  essere  22  o  non  32 
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e  la  somma  dei  resti  è  il  rispettivo  denominatore,  moltiplicato  per  questi 
stessi  numeri.  Si  noti  che  questi  numeri  sono  le  metà  dei  numero  delle 
cifre  del  corrispondente  periodo,  nel  caso  che  tal  numero  sia  pari  (ciò 
ohe  è  evidente  dalle  proprietà  generali  esposte  e  si  vedrà  meglio  nel  n.  seg.), 
e  press'a  poco  la  metà  negli  altri  casi  (non  saprei  formulare,  nò  tanto 
meno  dimostrare,  una  regola  più  precisa). 

7.  Pongasi  ora  invece  ^  =:  2,  il  che  presuppone  che  le  cifre  del  pe- 
riodo (periodo  binario)  siano  in  numero  pari.  Allora  il  periodo  si  potrà 

dividere  in  due  semiperiodi  di  ^  »  m  cifre  l'uno,  i  quali  avranno  per 

somma  un  numero  composto  di  9.  Si  osservi  che  il  valore  k  nella  for* 
mola  (I)  non  può  evidentemente  essere  diverso  da  1.  Segue  che  Vm^^  resto 
sommato  col  2m^^^'^^  darà  b,  opperò  sarà  6  —  a,  poiché  quest'ultimo  è  a;  e 
parimente  daranno  per  somma  b  due  resti  qualunque  che  distano  di  m  posti. 
Viceversa,  se  Vm"^^  resto  è  6  —  a,  avendosi,  sempre  rispetto  al  mo- 
dulo bj 

r^^b  —  a^  —  a,  epperò  r^^^=:a'^^ 

il  periodo  avrà  2m  cifre,  per  quanto  ò  detto  nel  n.  5.  Dunque: 

Se  /'m®'*™®  ì^esto  (e  non  un  altro  precedente)  é  b  —  a,  il  periodo 
avrà  2ra  cifi^e.  Arrivati  al  resto  b  —  a,  si  sarà  ottenuta  la  prima  metà  del 
periodo  e  quella  dei  resti.  Le  rimanenti  cifre  del  periodo  si  avranno  le- 
vando dal  9  quelle  del  primo  semiperiodo,  e  parimente  si  otterranno  i 
resti  successivi  all'm^^^°^^  levando  da  b  quelli  che  li  precedono  di  m  posti,  (*) 
In  questo  caso  il  periodo  si  può  anche  scomporre  in  m  gruppi 
di  2  cifre,  tanto  a  cominciare  dalla  prima  cifra  che  dalla  seconda,  e  pa- 
rimente i  resti  si  possono  raggruppare  nelle  due  somme  di  quelle  di 
posto  pari  e  di  quelli  di  posto  dispari.  E  perchè  tutti  insieme  i  resti 
hanno  per  somma  bm,  se  la  somma  dei  resti  di  posto  pari  è  Am,  quella 
dei  resti  di  posto  dispari  sarà  (m  —  A)  ò  :  e  i  coefficienti  A  e  m  —  k  sa- 
ranno necessariamente  diversi  se  m  dispari,  mentre  sono  eguali  per  m  pari. 
Parimente  la  somma  dei  gruppi  di  2  cifre  in  cui  si  può  dividere  il  pe- 
riodo sarà  99  X  A  oppure  99  {m  —  A),  a  seconda  che  i  gruppi  si  contino 
a  partire  dalla  prima  o  dalla  seconda  cifra.  Se  poi,  essendo  m'  un  divi- 
sore di  m,  si  scompone  il  periodo  in  gruppi  di  m  cifre  (sottogruppi  del 
semiperiodo)  la  somma  di  questi  gruppi  sarà  sempre  (qualunque  sia  la 
cifra  da  cui  si  comincia),  eguale  al  numero  composto  di  m'  cifre  9,  mol- 

m  ,     ,  , 

tiplicato  per  —7;  e  quindi  la  corrispondente  somma  dei  gruppi  di  wi'  resti 


m 


m 


sarà  b  X  ~~~;*  ^  infatti  quei  gruppi  si  possono  associare  in  modo  da  for- 


m 


m 
mare  —;  coppie,  che  danno  per  somma  numeri  composti  di  tutti  9. 


m 


(*)  Questo  teor.  fu  già  dimostrato  dal  Lugli  per  il  solo  caso  di  a  =3 1  e  &  numero  primo  {Perio- 
dico di  Matem.  Anno  II),  e  poi  da  me  con  metodo  diCFerente,  ma  colle  stesse  restritioni,  nell'  ac- 
eeonata  nota  inserita  nel  giornale  //  Pitagora, 
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Cosi  per  la  frazione  yq  ^&  somma  dei  resti  di  posto  dispari,  è,  come 
vedemmo,  19  X  5,  e  quella  dei  resti  di  posto  pari  è  19  X  ^  f  mentre  la 
somma  dei  resti  di  3  in  3,  da  qualunque  s' incominoi,  è  19  X  ó'-* 

Meglio  si  vedono  queste  cose  considerando  la  frazione  ^j  il  periodo 
della  quale  ha  le  seguenti  96  cifre 

010.    S09.    278.    350.    515.    463.    917.    525,    773.    195.    876.    288.    659.    798.    814.    482. 
989.    690.    721.    649.    484.    536.     082.    474.    226.    804.    123.    711.    340.    206.    185.    567. 

I  rèsti  poi  sono 

10,    8,30;  9,90,27;  76,81,34;  49,    5,50;  15.53,45;  62,68,89;  17.78,51;  25,56,75 

71,  31,  19;  98,  57,  85;  74,  61,  28;  86,  84,  64;  58,  95,  77;  91,  87,  79;  14,  43.  42;  32.  29,  96 

87.  94.  67;  88,    7,  70;  21,  16.  63;  48,  92,  47;  82.  44.  52;  35,  59,    8;  80,  24.  46;  72,  41,  22 

26,  66,  78;  4,  40,  12;  23,  36,  69;  11,  13,  33;  39,    2,  20;  6,  60,  18;  83,  64,  55;  65,  68,    1. 

Qui  si  ha  che  il  valore  di  k  (vedi  formola  (1))  è  per  la  somma  dei 
gruppi  di  48  cifre  =  1,  opperò  48  per  la  somma  di  tutte  le  cifre.  Per  i 

gruppi  di  24,  12,  8,  6,  4,  3,  2  cifre  è  quindi  rispettivamente  di  —  =s  2, 

48  48  48  48  48  48 

Y2  =  4,  —  =  6,  -^  =  8,  -j-  =  12,  -^  =  16,  "2-=  24.  Invece  per  le  somme 

dei  gruppi  di  32  cifre,  epperò  anche  dei  resti,  di  32  in  32,  (dove  32  non  ò 
divisore  di  48,  numero  delle  cifre  del  semiperiodo),  si  ha  A  =  1,  se  s'in- 
comincia dalla  prima  cifra,  ma  non  sempre  per  gli  altri  punti  di  par- 
tenza. Cosi  mentre  i  resti  di  posto  32,  64,  96  sono  61,  35,  1,  che  hanno 
per  somma  97,  quelli  di  posto  85,  67  e  99  ovvero  di  posto  3,  35,  67  sono 
30,  84,  80  la  cui  somma  è  97.  E  che  k  non  possa  sempre  essere  eguale 
a  1  per  le  somme  dei  resti  di  32  in  32  lo  si  poteva  prevedere  dal  fatto 
che,  se  cosi  fosse,  la  somma  dei  resti  dovrebbe  essere  97  X  32,  mentre  è 
invece  97  X  48.  (♦) 

Le  stesse  cose  si  possono  ripetere  per  qualunque  altra  frazione  avente 
per  denominatore  97,  il  periodo  e  i  resti  delle  quali  si  possono  subito 
dedurre,  con  permutazione  circolare,  da  quelli  che  ora  abbiamo  ripor- 
tato (vedi  n.   1), 

Non  parmi  inopportuno  richiamare  poi  l'attenzione  del  lettore  su  questo 
fatto,  che  le  cose  ora  dette  per  i  periodi  binari  valgono  per  qualunque 
denominatore  b  che  sia  primo  con  10°^  —  1,  (dove  m  è  la  metà  del  nu- 
mero delle  cifre  del  periodo)  ;  epperò,  in  particolare,  quando  b  è  primo, 
sempre  escluso,  s'intende,  6  =  3. 

45 
Ad  es.  ==  dà  per  periodo  584.  415  e  per  resti  65,  34,  32;  12,  43,  45, 

i  quali    soddisfano   alle   leggi   suesposte,  essendo  appunto   il   77   primo 


(*)  T  restì  sono  collocati,  por  modo  che  il  lettore  possa  subito  verificare,  (anche  per  correggere 
qualche  eventuale  errore  dì  stampa),  che  le  somme  dei  4  resti  contati  di  24  in  24,  è  sempre  97  X2sl94. 
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con  IO*— 1.  Non  cosi  avviene  per 3^0  perrtcq,  cui  corrispondono  i  pe- 
rìodi 01  0  003.  861  ;  ma  qui  99  non  è  primo  con  10  —  1,  né  259  con  10*  —  1. 
8.  Suppongasi  ora  che  sia  g  =  3.  Il  periodo  potrà  dunque  scomporsi 
in  3  gruppi  di  m  cifre  Tuno  (periodo  ternano)  i  quali,  sommati,  daranno 
k  volte  il  numero  composto  di  m  cifre  9.  Il  valore  di  k  non  può  evi- 
dentemente superare  il  2  ;  ma  può  essere  tanto  1  che  2.  Si  può  osservare 

che  k  sarà  =  1  quando  a  sia  •<  3,  e  cioè  per  le  frazioni  -r  -r  ;  suppo- 
nendo i  gruppi  siano  contati  dalla  prima  cifra.  E  infatti  le  somme  dei  resti 
di  posto  m,  2m,  3m  deve  dare  bk]  e  siccome  l'ultimo  di  esso  è  a,  i  primi 
due  daranno  per  somma  bk  —  a.  Ma  questa  somma  non  può  superare  2  ò  —  3, 
perchè  questi  resti  saranno  al  più  6  —  1  e  6  —  2,  onde  se  a  <  3,  sarà  A  =»  1. 

8 

Può  bastare  però  che  sia  a  =^3  perchè  sia  k  =  2,  La  frazione  •=-, 

ad  es.  dà  il  periodo  428.  571  e  i  resti  2,  6,  4,  5,  1,  3.  Ora  si  ha 
42  -f  85  4-  71  =  99  X  2  e,  analogamente,  6  +  5  +  3=»6X2. 

Quando  il  periodo  è  ternario,  trovati  i  due  primi  gruppi  del  periodo, 
è  subito  determinato  il  terzo,  sommando  i  due  primi,  e  levando  questa 
somma  dal  numero  composto  di  tutti  9  oppure  dal  doppio  di  questo. 
Quale  di  questi  due  casi  (se  cioè  k  =s  l  oppure  k  =  2)  si  verifichi,  non 
può  essere  dubbio,  nei  casi  pratici. 

La  condizione  perchè  il  periodo  sia  ternario  è,  per  quanto  si  disse 
nel  n.  5,  che  tra  i  resti  ottenuti  ci  sia  una  delle  radici  (diversa  da  a)  della 

co'^a*  (mod.  b) 

oppure,  poiché  il  numero  delle  cifre  del  periodo  non  dipende  da  a,  che, 

convertendo  la  frazione  -r  in  decimali,  si  giunga  a  un  resto,  diverso  da  1, 

che  soddisfi  la 

a?*^  1  (mod.  6). 

Questa  congruenza  ha  sempre  3  radici  non  congruenti,  se  5  •—  1  è  divi* 
sibile  per  3. 

La  condizione  si  può  presentare  sotto  un'altra  forma  più  pratica.  Se  il 
periodo  ha  3m  cifre  dovrà  essere  r„  +  ^2m  +  ^am  =  ^^;  ed  essendo  ;>„  =  a 
sarà  r„  4-^^»  =^kb — a.  Ed  è  poi  sufficiente  che  si  abbia  r^  4-''2m  =  A^— « 
(con  k  =  1  eppure  2),  perchè  il  periodo  abbia  3m  cifre.  Infatti  si  ha, 
sempre  rispetto  al  modulo  b, 

a.  10"»  =  r„,  a.  10^=  rj»; 

opperò  r„  +  r,^  =  A6  —  a  =  a  (10»  +  lO^»)  =  —  a, 

e  quindi  a  (10»«  +  10™  -f  1)  =  0. 

Sarà  pertanto 

a  (10™  —  1)  (IO*»  +  10»  +  1)  =  0  ; 
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cioè  a  (10»°»  —  1)  ^  0  epperò  anche  :  10*°»  —1  =  0, 

dalia  quale  8Ì  ba 

a.  10»»  =  a. 

Questa  dimostra  essere  a  il  dna^^^ì'^o  resto,  epperò  avere  il  periodo  3m  cifre 
Né  può  nascere  il  dubbio  che  questo  periodo  di  3m  cifre  possa  poi 

essere  la  riunione  di  periodi  irriducibili  (in  questo  caso  il  periodo  vero 

avrebbe  meno  di  3m  cifre).  Basta  ripetere  il  ragionamento  generale  fatto 

nel  n.  5.  Si  ha  quindi: 

Se  il  2m«»»™»  resto,  che  si  ottiene  dalla  divisione  di  a  per  b,  è  il  primo 

che  sommato  co/^' ni«"™<>  itó  kb  —  a  {doutk  =  1  oppure  2),   la  frazione 

a  .  \"; 

periodica  equivalente  alla  r-  avrà  3m  cifre.   Trovate  le  prime  2in  cifre 

del  periodo^  si  potranno  ottenere  le  altre  no,  e  dai  primi  2 ni  resti  si  po^ 
Iranno  avere  i  seguenti  m,  applicando  le  ora  vedute  proprietà  dei  periodi 
ternari. 

Cosi   neiresempio  citato  della  frasione  ^,  arrivati  al  resto  di  posto 

64  »  2.  32,  si  vede  ohe  esso,  sommato  con  quello  di  posto  32,  dà  61  +  35  8  96, 
che  è  la  differenza  fra  il  denominatore  e  il  numeratore  della  frazione. 
Si  può  dunque  dire  che  i  prìmi  due  terzi  del  periodo  sono  già  trovati, 
e  che  l'altro  terzo  si  otterrà  sommando  i  primi  due  e  levando  le  cifre 
della  somma  dal  9.  E  parimente  si  troveranno  tutti  i  resti  dopo  il  64®»**n<> 
con  questa  formola:  r^^^  =  ^  .  97  —  t'n  —  'm+dj  dove  tra  il  valore  1  e  il 
valor  2,  che  k  può  avere,  non  è  possibile  ambiguità. 

Esiha:r^5=-A.97  — r,— . r3,  =  A.  97  — 10  — 28  =  97  — 10-28=59; 

r.,  =  A .  97  -  r,  -  r„  =A  .  97  —  3—86  =  97— 3  —  86  =  3, 

r,^  =  >5!.97-r,  — r3g  =  A. 97— 27-95=2.97  — 27  — 95  =  72,  ecc.  ecc. 

Anche  qui  insisteremo  nel  far  notare  che  queste  proprietà  furono  di- 
mostrate nella  ipotesi  che  b  sia  primo  con  10°^  —  1  ;  epperò,  possono  sus- 
sistere anche  in  altri  casi,  oltre  quello  considerato  in  precedenti  lavori 
sulle  frazioni  periodiche,  cioè  di  b  primo,  diverso  da  3. 

72 
Cosi  la  frazione  ^tò  ^^  luogo  al  periodo  27.  79.  92  e  ai  resti  202, 

207,  257,  239,  59,  72.  Essi  soddisfanno  alle  leggi  del  periodo  ternario, 
avendosi  che  il  259  è  primo  con   IO*  —  1  =  99. 

AlessHndria,  24  marzo  1897. 

V.   MuRER. 
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IITTER.3S/IEZZO 


I  lettori  di  questa  Rassegna  mi  useranno  indulgenza,  se  usurpo  alquanto  spazio 
a  cose  di  maggiore  importanza  per  occuparlo  con  la  mia  persona.  Rispondo  al 
Prof.  F.  ÀHODBo,  che  in  una  lettera  aperta  "  A  proposito  dei  poatulati  della  GeO' 
metria  Prajettiva  «  comparsa  da  poco  sul  Giornale  di  Matematiche  (voi.  84)  di- 
scorre con  mirabile  disinvoltura  de*  fatti  miei,  preso  argomento  da  poche  esser* 
vazioui,  da  me  volute  inserire  in  un  articolo  *  Sugli  enti  primitivi  della  Geometria 
Prqjettha  ,  (che  può  Tederai  agli  atti  di  Torino  del  gennaio  1897)  per  far  palese 
la  temerità  di  qualche  giudizio  dello  stesso  sig.  Amodbo  circa  un  mio  precedente 
lavoro.  Trattandosi  di  cose  molto  pedestri,  il  lettore,  che  non  fosse  al  corrente  del- 
l'antefatto, non  si  ritragga  per  ciò  dal  seguirmi:  che  non  gli  sarà  forse  discaro 
ricrearsi  alquanto  con  me  di  alcuni  amenissimi  inganni,  nei  quali  è,  non  volendo, 
caduto  il  geniale  e  intraprendente  geometra  di  Napoli. 

*  ...  Il  sig.  Pieri  (così  TAMonBo)  ha  messo  un  postulato  soverchio,  il  X.  (*) 
Il  suo  post.  IX,  che  dice  &e  n  è  un  piano  projettivo,  fuori  di  esso  giace  almeno  un 
punto,...  afferma  l'esistenza  dell'S,  {**)  e  i  punti  o  rette  non  complanari  e 
i  piani  differenti  fra  loro  di  cui  si  può  parlare  non  possono  che  far 
parte  di  quelli  che  mediante  il  piano  n  e  il  ponto  fuori  di  esso  si 
possono  costruire  ,.  —  Quest'ultimo  giudizio,  per  chi  noi  sapesse,  equivale 
precisamente  al  (mio)  post.  X:  nel  senso  che  da  una  proposizione  si  deduce  l'altra, 
e  viceversa,  presenti  le  più  comuni  notizie  circa  la  retta  ed  il  piano.  Per  la  qual 
cosa  avviene  che  il  sig.  Amodro  si  valga  senza  saperlo  di  quel  principio,  intro- 
dottosi furtivamente  nel  discorso;  anzi  lo  adoperi  appunto  per  mostrarne  l'inutilità. 

*  E  siccome  in  base  al  post.  IX  si  dimostra  che  nello  S^,  un  S^  e  nn  S,  che 
non  si  appartengono  hanno  un  So  a  comune,  risulta  che  è  inutile  introdurre  il  po- 
stulato X  ,.  —  Tra  parentesi,  non  è  pur  vero  che  il  teorema  citato  si  regga  *  in 
base  al  post.  IX  ,:  anzi  questo  potrebbe  esser  tolto,  senza  niuna  offesa  alla  sta- 
bilità di  quella  proposizione,  contenente  già  nell'ipotesi  il  giudizio  esistenziale 
espresso  da  IX.  Ma  il  sig.  Amodbo  non  rista  dal  produrre  argomenti  contro  la 
propria  tesi,  neanche  dopo  avere  smentito  con  singolare  efficacia  ed  eleganza  (come 
abbiam  visto)  quella  sua  conclusione  circa  V  inutilità  del  post.  X.  Ed  eccolo  poche 
righe  appresso  ad  ammettere,  che  *  con  quel  post,  si  chiude  lo  spazio,  e  lo  si  li- 
mita alla  terza  dimensione  „,  Un  servizio  da  nulla,  come  ognun  vede!  Ben  è  vero 
che  una  dimensione  di  piìi  o  di  meno  poco  importa  al  sig.  Amodbo:  de  minimis 
non  curat  praetor. 

Ne,  del  resto,  può  darai  in  una  scienza  deduttiva  un  postulato  assolutamente 
soverchio:  fuorché  nel  caso,  che  esso  sia  conseguenza  delle  altre  premesse.  Inutile 
potrà  esser  soltanto  di  fronte  allo  scopo  che  l'autor  si  prefigge.  Sicché  bisogne- 
rebbe al  sig.  Amodbo  di  provare,  che  il  X  è  conseguenza  di  altre  premesse  da 
me  pure  accettate;  o  che  certi  fini   (p.   es.   la  dualità  fra  gli   enti  punto  proj^. 


(*)  Questo:  **  Una  retta  (projéliiva)  e  un  piano  (projattivo)  hanno  sempre  almeno  un  punto  (projet- 
tivo) a  comune  „. 

(**)  Per  Sg  s'intende  l' insieme  dei  punti  pr.t  (degli  So)  che  stanno  in  raggi  projettanti  i  vari 
ponti  d'un  piano  pr.o  (di  un  S|)  da  nn  punto  esterno  al  medesimo.  L'Si  è  la  retta  pr.". 
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e  piano  proj^,,  ed  il  fatto  che  Vambiente  prajetHvo,  o  classe  dei  punti  projettivi, 
risulti  precisamente  un  S,)  si  possono  egualmente  raggiungere  con  gli  altri  miei 
postulati.  Impresa  vana  ed  assurda;  perocché  si  dimostra,  come  due  e  due  fanno 
quattro,  che  è  vero  appunto  il  contrario.  (*) 

A  chi  mi  chiedesse,  onde  nascono  gli  equivoci  del  sig.  Amodbo  in  questa  parte, 
direi  senza  punto  esitare:  da  poca  avvertenza  a  certe  particolarità  di  un'ipotesi; 
da  poco  o  niun  conto  di  certe  differenze  ideali,  che  paion  piccine,  e  son  grandi: 
particolarità  e  differenze,  che  men  facilmente  si  scuoprono  a  chi  non  ò  familiare 
con  quelle  tali  **  idee  ai  simboli  logici  .,  di  cui  tocca  elegantemente  U  mio  cri- 
tico verso  la  fine.  Se  per  es.  si  faccia  astrazione  dal  post.  X,  corre  un'  enorme 
distanza  fra  il  dire  "  una  retta  ed  un  piano  ,  e  il  dire  *  una  retta  ed  un  piano 
d'un  S3  ,.  Chi  non  avverte  una  tal  differenza,  non  potrà  neanche  avvedersi 
dell'ufficio  di  quel  postulato.  —  E  come  spiegarsi  altrimenti  l'ingenuità  di  chi 
pronunzia,  ad  es.:  *  avere  io  implicitamente  accettata  altrove  la  soppressione  del 
post.  X,  non  avendolo  piìi  ripresentato  in  un'altra  Nota  sopra  Un  sistema  di 
postìdati  per  la  Geometria  proiettiva  degli  iperspazi:  «  nota,  che  ha  per  iscopo 
appunto  il  definire  ]'am&/>n^e  ^rq/e/^t{70  assoluto^  senz' alcun  limite  al  numero 
delle   dimensioni?  (**) 

Poscia  il  sig.  Amodbo,  guidato  dal  suo  *  buon  senso  geometrico  ,,  che  *  gli 
fa  riconoscer  distinte  due  proposizioni  deducibili  immediatamente  l'una  dall'altra 
per  assurdo  ,  (dunque,  per  es.,  anche  queste:  ogni  a  è  6,  ogni  non  b  è  non  a)  mi 
domanda  ancora  una  dimostrazione  del  come  e  perchè  succeda  che  nella  proposi- 
zione: 1^)  *  Due  So  indipendenti  A  e  B  individuano  una  (ed  una  sola)  classe  AB 
di  infiniti  S„,  di  cui  fan  parte  quei  due  ,  sia  affermata  senz'altro  anche  questa: 
2^)  *  Se  C,  D  sono  due  Sq  di  AB,  sarà  CD  =  AB  ,.  Ma,  forse  presago  dell'imba- 
razzo in  che  mi  poneva  con  questa  (veramente  non  troppo  discreta)  esigenza,  (***) 


(*)  Da  questa  confusione  dell'  Sg  con  la  deuse  dei  punti  neppure  si  gnardan  sempre  i  Maestri. 
Nessun  dubbio  che  il  post.  X  si  possa  evitare,  come  qualunque  altra  premessa;  ma  a  patto  di  sop- 
primere 0  mutare  soatanzialmente  parecchie  proposizioni.  Gos\  p.  es.  una  trattazione  della  Geometria. 
Elementare  indipendente  da  quel  postulato  (o  da  un  altro  che  ne  faccia  le  veci)  —  com'è  quella 
recata  dal  prof.  Vironbsb  negli  Elementi  di  Qeoìtielria,  Verona,  1897  —  porterebbe  a  modificar  gli 
enunciati  consuetudinari  d'un  gran  numero  di  proposizioni:  a  motivo  della  clausola  "  il  tutto  essendo 
supposto  giacere  in  un  dato  spazio  a  tre  dimensioni ,  —  cioè  dentro  una  figura  definita  p.  es.  come 
al  loc.  cit.,  pag.  108  —  che  bisognerebbe  inserir  nelle  ipotesi.  Questa  regola  è  in  fatti  osservata 
sul  principio  del  Libro  terzo  (op.  cit,  pag.  105);  benché  il  prof.  Veronese  adoperi  ia  frase  **  giacenti 
H^lo  spazio,  „  troppo  atta  ad  insinuar  nella  mente  de' giovani  l'idea  che  di  quelle  figure  non  esista 
pih  d'una,  cioè  ad  introdurre  tacitamente  il  postulato  che  si  vorrebbe  appunto  evitare.  Ma  essa 
è  già  trascurata  sin  dal  §  1  (vedi  a  pag.  113  il  teorema  V  e  il  corollario  che  Io  precede),  per  poi 
cadere  in  dimenticanza  al  g  3:  risultandone  proposizioni  (come  gli  importantissimi  teoremi  I,  H  e  III 
a  pagg.  118-19)  le  quali,  cosi  come  stanno  e  senza  una  qualche  premessa  ohe  riduca  la  classe  de' 
punti  ne'  confini  d'uno  spazio  da  tre  dimensioni,  non  possono  aversi  per  dimostrato:  giacché  non  son 
vere  se  l'ambiente  geometrico  può  anche  supporsi  maggiormente  esteso. 

(**)  Tralascio  a  malincuore  di  alcune  altro  riflessioni  del  Sig.  Ax.,  che  toccano  da  vicino  al  suo 
modo  di  vedere  e  d'intendere  in  certe  quistioni  fondamentali  di  logica  e  senso  comune:  ma  di- 
sgraziatamente vi  manca  ogni  appiglio  per  una  discussione  un  po'  concludente.  —  Altra  bontà  d'idee 
chiare  e  ben  definite,  altra  precisione  di  linguaggio,  altro  stile,  altri  metodi  insomma  ci  vogliono 
ormai  per  trattare  con  qualche  frutto  di  certi  argomenti....  Che  costrutto  si  può  eavare  ad  es.  da 
tutti  i  discorsi  che  allegramente  si  rincorrono  a  pag.  2  fra  le  linee  2*  e  20*  della  sua  lettera? 

(***)  "  ....Che  poi  nella  1*  sia  affermata  esplicitamente  la  2>  sarà  manifesto  a  chiunque  consi^ 
dori  un  poco  addentro  il  senso  della  prop.  stessa,  la  quale  in  somma  consiste  nelle  due  affermazioni 
seguenti:  a)  Dati  due  Sj  indipendenti  A  e  B,  esiste  una  classe  d'infiniti  So  contenente  que' due; 
b)  questa  classe  è  determinata  dai  punti  stessi  ed  unica.  —  Or  che  cosa  può  mai  significare  la  prop.  b)^ 
se  non  vuol  dire,  che  la  classe  AB  non  deve  mutare,  quando  al  posto  di  A,B  s'introduca  un'altra 
eoppia  di  punti  G,D,  presi  a  piacere  tra  gli  infiniti  che  compongono  AB  ?  „  (Piebi,  loc.  cit.)  —  Tol- 
gasi il  punto  interrogativo  (se  cosi  piace)  e  si  legga  :  le  prop.  b)  e  2)  rivestono  entrambe  un  solo  e 
medesimo  concetto  in  forme  gi*ammaticali  alquanto  diverse  (diversità  che  sparisce  immediatamente 
alla  prova,  p.  es.,  dei  simboli  logici). 
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candidamente  si  affretta  a  porgermi  con  le  sue  proprie  mani  T invocata  riprova; 
facendo  ben  constatare  qualmente  egli  dimostri  la  proposizione  2^  a  questo  modo: 
'*  infatti,  se  non  fosse  AB  =»  CD,  per  C  e  D  passerebbero  due  S^  distinti  CD  ed  AB  ^ 
—  che  è  quanto  dire:  *  infatti,  se  non  fosse  vera  la  2),  non  sarebbe  vera  la  1. 
Dedazione  di  ottima  lega,  e  tale  invero,  che  neanche  il  sig.  Simplicio  stenterebbe 
a  riconoscer  perfetta:  ma  che  nel  vigore  della  sua  natività  e  concisione  rivela 
appunto  e  tradisce  la  bontà  del  mio  asserto. 

Ma  i  confini  segnati  alla  controversia  paiono  ormai  troppo  angusti  alle  armi 
cortesi  del  prof.  Ahodbo:  il  quale  preso  del  campo  a  sua  posta  (sempre  a  ea- 
vallo del  *  buon  senso  geometrico  .)  corre  una  impresa  più  illustre  facendosi 
incontro  alcuni  degli  altri   miei  principi: 

*  Col  lY  [Se  A,  B  nono  punii  distintiy  la  cloise  AB  contiene  il  punto  A]  si  af- 
ferma che  in  AB  è  il  punto  A,  non  B,  e  che  in  BC  vi  ò  il  punto  B,  non  G;  col 
V  [Se,..  G  è  un  punto  della  classe  AB,  purché  diverso  da  B,  sarà  sempre  AB  =  BG  (*)] 
si  afferma  che  le  classi  AB,  BG,  che  non  hanno  alcun  punto  comune,  sono 
identiche....  Una  chiosa,  per  quanto  arguta,  qui  non  servirebbe  che  ad  oscurar 
le  bellezze  del  testo,  con  poco  riguardo  ai  lettori.  Ai  quali  voglio  anzi  batter 
le  mani  per  avermi  ascoltato  fin  qui:  l'intermezzo  è  finito. 

Torino,  luglio  1897. 

M.  Pieri. 


SULLA    QUESTIONE    342* 


In  questa  piccola  nota  osservo  come  la  formo  la  e)  della  questione  indicata  non 
è  estensibile  alPrt-gono  inscritto  in  un  circolo,  (n  >»  4). 

Indichiamo  di  detto  n-gono  tre  vertici  consecutivi  con  i,  i  +  ì,  i  -{-  2;  con  at^t+i, 
0i+i,t4-s  rispettivamente  i  lati  congiungeuti  i  vertici  i,  <  4-1;  i  -^1,4  t  2;  e  con 
di  1+2  la  congiungente  i  vertici  »,  i  -\-  2.  Di  più  indichiamo  con  hi  la  distanza 

del  vertice  i  dal  lato  ai-f.i,ìf2  ed  analogamente  per  *ij_2,a        •  A-Uora  manifesta- 
mente si  ha 


(*i+2,.. 


di,  1^2  X  Oi+i.i-t-a 
1+1  2R 


(A){  """^  ,        y^  (1  =  1 n) 

^     '    I  ,  «1,1+2  X  «1.14-1 


i+l.i+2 


2R 


badando,  neirapplioare  queste  formolo,  che  gli  indici   della  forma  n  -\'  k,  n  ^  t 
vanno  ritenuti  solamente  come  indici  A;,  f,  e  che  lo  scambio  di  posto  degli  indici 


(*)  Questo  prop.  fa  poi  risolata  in  principi  di  minor  peso  nei  lavori,  che  fanno  seguito  a  quello 
preso  in  mira  dal  Sig.  Am.  :  e  il  simile  fu  fatto  di  parecchi  altri  postulati  ;  aggiungendo  e  togliendo, 
mutando  o  modificando  in  ogni  parte.  Con  tutto  ciò,  (a  sentir  I'Am.)  "  il  Sig.  Pieri...  dichiara  che  ad 
essi  [i  primi  sei  postulati  del  mio  primissimo  saggio]  ha  nulla  da  aggiungere  o  togliere  «.  —  Un 
tale  sciocco  e  presuntuoso  giudizio  non  fu  mai  da  me  pronunziato  :  né  in  quella  forma  (dico  a  tu- 
tela del  mio  buon  nome  in  grammatica)  né  in  altra. 
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stessi  lascia  inalterato  Telemento.  È  subito  visto  intanto  che  l'unico  aggruppa- 
mento che  possa  dedursi  dalla  (A)  e  della  natura  della  formola  e),  in  generale,  è 
il  seguente: 


(B) 


Diciamo  in  generale,  perchè,  oltre  al  triangolo  ed  al  quadrangolo,  per  i  quali  si 
hanno  rispettivamente  le  formolo 


^i.*^^     2R    ' 

8.»ii         2R 

per  il 

triangolo 

*2.««-     2R    ' 

'*!'*«         2R 

r            _  ««  «MI 

['^S.fto-    2R    * 

'^«.Hi-     2R 

1.         _<^i«a,ji 
*!'*«-    2R    ' 

8»  Hi          2R 

per  il 

quadrangolo 

l                 _  ^.4  «« 

'*2.»5,"'    2R    ' 
^3.a4,            2R     ' 

L                           <^«4  ««4 

**.•«-     2R 

1.                          «'«l  «41 

'*i.*«"~    2R 

1            <^l»«ll 
r^'^^    2R    ' 

'*2,aii            2R 

che  permettono  gli  aggruppamenti  noti,  non  vi  sono  altri  casi:  Di  vero,  perchè 
le  espressioni  delle  somme  delie  distanze  dei  vertici  moltiplicate  per  le  inverse  di 
quelle  siano  confrontabili  nel  modo  noto,  con  le  espressioni  della  somma  dei  lati 
moltiplicate  per  la  somma  delle  inverse  di  questi,  è  necessario  che  la  espressione 
che  ci  dà  ciascuna  delle  dette  distanze  non  contenga  piti  di  una  diagonale,  ossia 
che  questa  diagonale  sia  il  terzo  lato  di  un  triangolo  di  cui  i  due  altri  lati  sono  lati 
del  poligono  che  si  considera,  epperò  concludiamo  che  di  formolo  analoghe  alla  e) 
per  r  «?«»»•  inscritto  in  un  circolo  (n>-4)  non  vi  è  che  la  (B). 

G.  Candido. 


#•» 


271*272  276 


PSTIONI 
351*3^366*367*368 


271*.  //  trinomio: 

an+i  —  (n  +  1)  ab°  +  nb»»+i 

è  divisibile  ^;^r  (a  —  b)'  ;  dare  Vespressione  del  quoziente.  Dedurne  poi  che  le  eapres' 

sioni  2'"-|-15n  —  1  e  2*^  —  15n  —  1  per  n  intero  e  positivo  sono  multiple  riapet- 

tivamente  di  9  6  25. 

G.  Bellacohi. 
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Risoluzione  del  sig.  G.  GalluccI,  studente  a  Napoli. 

Sostituendo  in  a^^^  — (n  +  l)ab'^  +  nb^^^  alla  6  la  a  si  ottiene  zero,  perciò 
essa  ò  divisibile  per  a  —  ò.  Se  nel  quoziente  a°  4-  ba^"^  4-  b*a^--^  -!-••••  b^-^a — nb^ 
si  sostituisce  alla  6  la  a  si  ottiene  di  nuovo  zero,  quindi  il  trinomio  proposto  ò 
divisibile  per  (a  —  b)*.  Il  quoziente  è  : 

a»-i  +  26o»-«  +  86*  o»-»  + +  (n  —  1)  &"-«  a  -f-  «  ^""^ . 

Invece  di  a,  &,  n  4-  1  poniamo  4,  1,  n;  Tespressione  data  si  cangia  in 

4»  —  n.  4  +  n  —  l  =  4»--3»  —  1 

ehe  dovrà  essere  divisibile  per  (4  —  1)*  =  9.  Aggiungendo  18n  non  si  cambia 
questo  carattere  di  divisibilità,  onde  4*^  +  15»  —  1  è  multiplo  di  9.  Invece  di 
a,  6,  fi+1  poniamo  4,  —  1»  2n;  Tespressione  data  si  cambia  in 

4«»+2n.4  +  2»  — l«2*"-h  lOn  —  1 

ehe  dovrà  essere  divisibile  per  [4  —  ( —  1)]*  »»  25.  Togliendo  25n  non  si  cambia 

questo  carattere  di  divisibilità,  onde  2^  ~  15  n  —  1  è  multiplo  di  25. 

272.  Le  coniche,  passanti  per  un  punto  e  bitangenti  sopra  una  retta  fissa  alle 

coniche  di  un  fascio,  formano  un  altro  fascio  ;  gli  8  punti  base  dei  due  fasci  sono 

in  una  conica. 

V.  Rbtali. 

Risoluzione  del  sig.  6.  Gallucci. 

Sia  9  —  k^  =rsO  il  fascio  dato  di  coniche  individuato  dalle  due  coniche  9  >a  0 
e  4»  Bs  0;  L==  0  la  retta  fissa;  ?i ,  4*i  »  L|  cì^  che  diventano  le  espressioni  9,  ^,  L 
quando  alle  coordinate  correnti  si  sostituiscono  quelle  del  punto  dato.  La  conica 
passante  per  questo  punto  e  hi  tangente  secondo  L  alla  9  è  qp  —  A;^  L*  =  0,  ove 

Similmente  la  conica  passante  pel  punto  e  bitangente  alla  7  secondo  L  è 

4,— A;,L»  =  0  ove  A;,«-|f  . 
Una  conica  qualunque  del  fascio  individuato  da  queste  due  coniche  è 

ehe  si  può  porre  sotto  la  forma  ff-^k^^  —  A;'  L' e»  0,  e  perciò  è  bitangente  ad 

una  conica  del  fascio  dato.  Dunque  il  fascio  (1)  è  quello  delle  coniche  passanti 

pel  punto  e  bitangenti  secondo  L  alle  coniche  del  fascio  dato.  Prendiamo  per  k^ 

k 
il  valore  speciale  r^;  otterremo  la  conica 

9-fc.L'-|i(*-fc,L')=.9-|^*-0, 

ehe  appartiene  anche  all'altro  fascio;  dunque  gli  8  punti   base  dei  due   fasci 

k 
stanno  sulla  conica  9  —  ìT  4^  =  0. 

k^ 

276.  Fra  tutti  i  triangoli  le  cui  mediane  formano  una  progressione  aritmetica 

di  data  ragione,  quali  sono  rettangoli,  quali  acutangoli,  quali  ottusangoli, 

L.  608I. 
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Risoluzione  del  sig.  G.  Gailucci. 

Sia  m  la  ragione  ed  x  la  mediana  miaore,  saranno  m  +  x,  2m  -{-  x  le  altre 
dae  mediane.  Ad  a;  corrisponde  il  Iato  maggiore  a,  ad  m  -{-  x  il  iato  medio  ò,  ad 
X  +  2tn  il  lato  minore  e.  Si  avrà 

b*+c*  =  2x'-{-^a';  c^  +  a»  =  2(»n  +  a:)*  \'^b';  a'  +  b'^2  {2m -{-x)*  -f  ^c'; 

da  questa  si  deduce 

a«  4-  6«  4-  e»  =  1  L«  4-  (w  4-  a?)»  4-  (2/»  +  xyì . 

Sostituendo  in  questa  eguaglianza  2x'^  +  q-  <»*  ft  ^*  4  e,  si  ricava 


a"  +  ^«'  +2a:«  — IP  +  (»»+«?)•  +  {2m  4-  a;)*], 


da  cui 


9  8 

■q  a"  =«  -[r-  a?'  -r  6m»  4-  5w', 

o  a 


In  modo  analogo  si  ricava: 

Il  triangolo  dato  è  rettangolo,  acutangolo  od  ottusangolo  secondo  che  a'  !^  6'  4-  c^ 
cioè  secondo  che 

|a?-4-6mX  +  5m»<|a?«4-3mX  +  ^m'4-|a:«-m« 

e  riducendo  3a?*  —  6/ii  X  —  5»*»*  ^  0.  Le  radici  deirequazione,  che  si  ottiene  egua- 
gliando a  0  il  trinomio,  sono 

-.— (i+Vl)  .  -.="»(^-Vl)' 

quindi  si  ha 

3a;*-6wa?~5»n  — sTa:-  (l+Vf)"*]  U^  T       Vl)''']' 

ed  essendo  x^  negativa,  il  segno  del  trinomio  per  valori  positivi  della  x  dipende 
solo  dal  fattore 


X 


-Mìh 


Per  conseguenza  il  triangolo  sarà  rettangolo  acutangolo  ed  ottusangolo  secondo 

che  x^mil  -f-   y-o )• 

Altra  risoluzione  del  sig.  F.  Celestri. 

279«  Si  considerino  tutte  le  coniche  aventi  a  comune  un  fuoco  F  eia  direttrice  f 
corrispondente,  F  ed  f  essendo  dati. 
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V,  Per  ogni  punto  M  del  piano  passa  una  ed  una  sola  di  queste  coniche* 
Dire  in  quale  reffiot^e  deve  trovarsi  il  punto  M,  perche  la  conica  corrispondente  sia 
un* ellisse f  una  parabola  od  un* iperbole, 

2<*.  Trovare  U  luogo  dei  vertici  posti  sugli  assi  non  focali. 

G.   SOOBZA. 

Risoluzione  dei  prof.  U.  Coretti  a  Badia  Poioelno. 

l**.  Si  sa  che  una  conica  può  definirsi  come  il  luogo  di  un  punto,  di  cui  la 
distanza  da  un  punto  fisso  (fuoco)  ha  un  rapporto  costante  e  (eccentricità)  colla 
distanza  da  una  retta,  fissa  (direttrice).. 

Prendendo  per  asse  delle  ordinate  la  retta  fissa  e  per  asse  delle  ascisse  la  per- 
pendicolare alla  direttrice  condotta  per  il  fuoco,  l'equazione  della  conica  (indicando 
con  a  la  distanza  dal  fuoco  alla  direttrice)  è 

(1)  e'^^-^ — ^^ -. 

ce 

Poiché  ciascuna  conica  deve  passare  per  il  punto  M  del  piano,  indicando  con  X 
ed  Y  le  sue  coordinate,  si  ha 

<^  •"= ^ ; 

e  quindi  secondo  che  e*,  e  perciò  «,  al  variare  di  X  e  di  Y  aacà  minore»  maggiore 
od  ugualo  ad  1,  la  conica  sarà  ellisse,  iperbole  o  parabola. 

Risulta  perciò  evidente  che,  se  il  punto  X,  Y  appartiene  alla  paxabola  rappre- 
sentata dall'equazione  (2)  ovvero 


(3) 


Y-«2«(X-1) 


che  ha  f  per  direttrice  ed  F  per  fuoco,  la  conica  del  fascio  è  la  parabola  stessa. 

Per  ogni  punto M interno  alla  parabola  (8) risulta  :Y*<l2a  IX —  n*)  »  ®  P^r^  anche: 

é*<Zl,  s<Zl;  mentre  per  ogntpumto  M  esterno  si  ha  analogamente:  e'>ì;  quindi 
in  corrispondenza  la  conica  del  fascio  è  un'ellisse  od  un'iperbole.  E  perciò:  per 

ogni  punto  M  interno  alla  parabola  :  Y*  =  2a  JX  —  —  j   la  conica  del  fascio  è  un'el- 
lisse; per  ogni  punto  esterno  è  un'iperbole. 

OssBETAnoVB.  —  Per  il  caso  particolare:  X»»a,  Y«»<7,  siha:  «*vO';  questo 
risultato  dice  che  la  conica  del  fascio  si  riduce  al  punto  F,  considerato  come  cerchio 
di  raggio  nullo. 

2**.  Dalle  relazioni  1)  e  2),  eliminando  e*,  si  ottiene  l'equazione  della  conica 
passante  per  il  punto  (X,  Y),  e  cioè: 

X'  (a'  +  Y*  —  2aX)  —  XV  +  2rtX«a:  =  a'  X*, 
questa  equazione  si  può  anche  scrivere: 

)•  coordinsie  dei  vectiei  sitaati  sull'assa  non  focaia,  sono  le  boIosìodì  del  sistema 
formato  da  questa  equazione  e  dall'altra 

aX' 
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oYvero  del  sistema 


a-  H-  Y-  —  2aX  ' 


X* 

Da  queste  equazioni  eliminando  —. z si  deduce 

^  a*  +  y'  —  rax 

y'--a«(l-j)-a(«-«); 

quindi:  U  luogo  dei  vertici  posti  sugli  assi  non  focali  è  la  parabola  d'equaMions: 
y*mBsa(x  —  a);  tale  parabola,  ha  per  asse  Tasse  delle  ascisse,  si  ha  per  vertice  il 

punto  F  (op  ■»  a,  y  «»  0)  ha  per  fuoco  il  punto  l—,  0]    e  per  direttrice  la  retta 

8 

x  =  —  a. 

282*.  Date  due  circonferenze  concentriche  di  eentro  0  ed  un  punto  S,  si  tiri  SO 
ad  incontrare  la  circonferenza  esterna  in  A  e  si  congiunga  un  punto  qualunque  C 
di  questa  circonferenza  con  A.  Condotta  CO  che  sega  la  circonferenza  interna  in 
B  e  poi  SB  che  incontra  CA  in  il,  trovare  il  luogo  descritto  dal  punto  M  al  va- 
riare di  C  sul  cerchio. 

A.  LuGU. 

Risoluzione  dei  ti(|.  6.  Qtllucci. 

Sia  A'  l'incontro  di  SO  con  la  circonferenza  interna.  Siccome  le  due  oircon- 

SB     SA' 
ferenze  sono  concentriche  risulta  GA  parallela  a  BA'»  e  per  conseguenza  ^rjr**-^. 

SB  SA' 

Dunque  al  variare  di  G  sul  circolo  il  rapporto  -^rz  è  sempre  eguale  ad  -^^  quindi 

il  punto  M  descrive  una  circonferenza  omotetica  alla  circonferenza  interna  col 

SA' 
centro  di  omotetia  in  S  e  col  rapporto  di  omotetia  -^-r- . 

oA 

Altra  risoluzione  del  tig.  F.  Ceiesiri. 

33S*.  Determinare  la  parte  di  supetiicie  sferica  racchiusa  fra  due  archi  Vuho 
di  circolo  tnctssimo,  Valtro  di  circolo  minore  terminati  alla  corda  comune, 

Bbllaoobi. 
Risoluzione  dei  prof.  V.  Retali. 

Sopra  una  sfera  di  centro  0  e  raggio  r,  sieno  tracciati  un  cerchio  minore 
ACBD  di  centro  H  e  raggio  a,  e  un  cerchio  massimo  £GFD:  vuoisi  determinare 
la  superficie  S  del  fuso  sferico  di  prima  specie  (*),  GADEG,  limitato  da  due  archi 
GAD  e  GED  supposti  entrambi  minori  della  metà  delle  circonferenze  cui  apparten- 
gono. Se  P  e  P'  sono  i  poli  del  cerchio  minore,  condotti  i  cerchi  massimi  PGP' 
e  FDP',  la  superficie  cercata  ò  la  differenza  fra  il  settore  di  calotta  sferica  PGADP 
(limitato  dall'arco  GAD  e  dai  due  archi  eguali  PG  e  PD)  e  il  triangolo  sferico 
isoscele  PGD;  denotando  con  a  e  P  le  misure  deirarco  di  circolo  di  raggio  1  cor- 


(*)  Diremo  essere  nn  ftiso  sferico  (Zweieek,  Onglet),  di  prima  o  di  seconda  specie,  secondoehè 
UDO  solo  0  entrambi  gli  archi  che  lo  limitano  appartengono  a  cerchi  minori. 
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lìspondeDti  all'angolo  GHD,  e  all'angolo  sferico  C  del  triangolo  PCD,  con  h  la 
distanza  OH  del  centro  della  sfera  del  cerchio  minore,  avremo: 

S  — r(r-*)a  — r*(a  +  2P  — «)  — 2r*  ll  —  f\^rhoL; 

per  le  superficie  8',  S  ',  S'^  degli  altri  tre  fusi  GBDEC,  CBDFG,  GFDAC,  abbiamo  : 

S'    =r  calotta  PAGBD  —  S  =  2r»  /|  -f  p)  -  rh  (2n  —  a) 

S"  =  emisf.  -  S'  =»  2r«  /|  —  p j  +  rh  (2«  -  a) 

S'"  «  emisf.  —  8  —  2rW|  +  u)  +  rha. 

Osservando  ora  che  nelle  espressioni  di  8,  8',  B",  B'"  il  coefficiente  di  2r*  è 
l'angolo  ig  formato  dalle  tangenti  in  G  ai  lati  del  fuso;  e  che  il  coefficiente  di  rh 
ò  rangole  X  corrispondente  all'arco  del  cerchio  minore,  le  quattro  formolo  prece- 
denti si  riducono  all'altra 

2:  =  2r'7j  :prfc.X, 

ove  deve  prendersi  il  segno  —  o  il  segno  +,  secondochè  l'arco  di  cerchio  mas- 
simo che  ò  lato  del  fuso,  è  minore  o  maggiore  di  un  semicerchio  massimo.  Fis- 
sando, arbitrariamente,  il  senso  positivo  dei  lati  del  fnso  vale  la  formola  generale 

S  «  2#-'ti  —  rhX, 

che  esprime  il  teorema:  '  la  super  fide  di  un  fuso  sferico  di  prima  specie  eguaglia 

quella  di  un  fuso  ordinario  avente  uguale  angolo  (delle  tangenti)  diminuita  di  un 

settore  di  zona  sfet'ica,  la  cui  altezza  è  la  distanza  del  cerchio  minore  dal  eentro 

della  sfera,  e  il  cui  angolo  è  misurato  dall'arco  del  cacchio  minore  .. 

L'ultima  formola  risolve  completamente  la  quistione  proposta,  ma  possiamo 

anche  esprimere  facilmente  2  in  funzione  della  corda  comune  2s  e  dei  raggi  r,  p. 

oc 
Abbiamo  infatti,  «  =>  p  sen  -^ , 

ù 

*«|  =  V^ì=7''^  =  Vi^^"=^,cosPC  =  iVi^^^^ 

del  triangolo  sferico  isoscele  GPD  abbiamo  poi; 

cot  PG .  sen  DP  ■»  oot  G .  sen  P  +  cos  DP  .  cos  P 
dalla  quale^ 

cot  G  —  cot  p  —  008  PG .  !— ^-5^^  —  i  V;^^^"=^^ 

sen  oc  r  ^  ^      ^  2 


r    Y  p   —  « 
e  finalmente 

2  =  2r«arctang  (~  V  ^!  ~  ^i)  —  2r  Vr"  —  p* .  are  seo  -  ; 

che  ò  la  formola  a  cui  si  perviene  col  Calcolo  Integrale. 

Le  superficie  di  ogni  poligono  sferico  limitato  da  archi  di  circoli  minori  può 
esprimersi  mediante  quelle  di  fusi  di  prima  specie,  come  mostrerò  in  altra  occa- 
sione, in  una  nota  su  questo  argomento. 

Altra  risoluzione  del  sig.  Emanuele  Paiumbo  lodare. 


' 
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Sul*.  Risolvere  il  sistema 

(1)  x'+y'  +  z»  +  u'  =  a' 

(2)  y(x  -f  z  +  u)  —  b 

(3)  x(z  4  u)  +  uz  =  e 

(4)  xz  —  d. 

Candido. 

Risoluzione  del  tig.  Egidio  Tamagnlni  alunno  dei  R.  Istituio  Tecnico  A.  Socchi,  Rog« 
gio  Emilia. 

Dalla  (2)  ottengo 

b 

.y 

e  quadrando 

ar*  4-  r*  +  M*  +  2xz  +  2  rt*  -f  2m^  —  — j . 

Ma  0?'  -H  «■  -f  !«■  ■-  a*  —  y*    e    2xz  4-  2xu  +  2u«  =  2(r,  quindi  si  ha 

oppure 

y*  -(a«  +  2cr)y'+6'«0, 

La  quale  risolta  dà  : 


=*V"- 


4-2c±  V(«'4-2<?)''  — 46« 


2 

Conosciuto  y  il  sistema  diventa: 
(1)'  a7*  +  i?«  +  t*'  =  a"-y*=»a' 

(2/  ar  +  * +«=  —  «-&' 

y 

(3)'  xz  -^  xu  '\- uz  ^^  e 

(4)'  a:«  =  d. 

Dalla  (2)'  ho  ancora 

a?  -1-sr  =  6'  —  u, 

e  quadrando  di  nuovo 

x^  4-  «•  +  2a:z  —  h*  -f  «■  —  2ò'tt. 
Ma  dalla  (1)*  ho  a?'  +  «* -=  a' —  m'  e  dalla  (4/  2xz^2d  e  di  conseguenza 

a'-ti'  +  2d=-6'"  +««'  — 26'm, 

ossia 

2u'  —  26'»«  -f  6'*  -  a'  —  2rf  =  0, 
<;he  risoluta  mi  dà 

b'  ±  \2a'  -f  4rf  —  b" 
" 2 

Restano  le  due  incognite  x,  s  di  cui  conosco  la  somma 

X  ■{-  z  =  b'  —  li  =0' 

e  il  prodotto 

xz  =  d. 
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Posso  quindi  scrivere  Tequazione  in  t  che  ha  per  radici  iV  e  z 

la  qnale  mi  dà 


e  avrò  finaìmente 


6"  ±  Ve'"  —  ^ 
/  = 1_ 


b"  ±  V6'"— 4d  _  y  qp  Ve'"  —  Ad 

X  =    '• — '-:: Z 


2  2 

Altre  soluzioni  dei  sigg.  Guido  Bordi,  Gino  Lubrano,  Attilio  Crepas,  Micliele  Bello. 

355.  Se  due  cerchi  eguali  si  segano  sotto  un  angolo  di  60'\  i7  loro  cerchio 
radicale  è  U  luogo  della  proiezione  (ortogonale)  di  un  punto  delVun  cerchio  sulla 
jsua  polare  rispetto  ali* altro, 

RSTAU. 

Risoluzione  del  prof.  Cardoso-Laynes. 

Indicando  con  2a  la  distanza  dei  centri  e  con  r  il  raggio,  supposta  la  figura 
riferita  ad  un  sistema  cartesiano  formato  dalla  retta  centrale  (asse  x)  e  dall'asse 
radicale  (asse  y),  le  equazioni  di  due  cerchi  eguali  qualunque  saranno 

(1)  (.^-ar  +  r--r"«0        ;        (2)        (a?  f  a)« -f  .v' -  r« - 0 

e  quella  del  loro  cerchio  radicale  sarà: 

x^  4-  y"  4  a*  —  r"  =  0. 

Nel  caso  particolare  in  cui  si  supponga  che  i  due  circoli  s'incontrino  secondo 

un  angolo  «=-^,  se  congiungiamo  il  centro  di  uno  dei  circoli  dati  con  uno  dei 
o 

punti  d'intersezione  degli  stessi  circoli,  dal  triangolo  che  questa  retta  forma  con 

gli  assi  coordinati  si  ha 

(3)  a=.rco8^==:-2— 
«  perciò  l'equazione  del  cerchio  radicale  diviene 

(4)  ;c-4-y--.J. 

Ciò  posto,  consideriamo  la  polare,  rispetto  al  circolo  (2),  di  un  punto  {r^yJ 
appartenente  al  circolo  (1).  Essa  sarà: 

(5)  (X  4-  a)  (jc,  4-  o)  +  yy^  —  *'  =  0. 
La  normale  a  questa,  condotta  da  (x^  t/J  è 

(6)  ?/-i/i  =  7^(>^-'^t)- 

Risolvendo  il  sistema  (5)  (6)  rispetto  a  x^,  y^  si  ha 

r^  {.e  +  g)  -  g  [(0?  4-  g)*  -f  y']  _  r*  y 

^^^  ^'  {.V  4-  ay  +  .y*  '      ^^       (07  4- «)*  +  !/" 

nelle  quali  formole  x,  //  indicano  le  coordinate  della  proiezione  ortogonale  di  {x^  y^ 
sulla  polare  (5). 
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Sostitnendo  le  (7)  nella  (1)  si  avrà  l'equazione  del  luogo  cercato,  cioè: 

r*  —  4ar«  (^  4-  a)  +  (4a"  —  r*)  {(  e  +  a)*  -f  y'}  —  0. 
Tenendo  conto  della  (8),  la  (8)  si  trasforma  nella  (4),  il  che  dimostra  il  teorema. 
Altra  risoluzione  del  tig.  Ernesto  Laura. 

366*.  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  un  numero  a  sia  eguale  alla 
somma  di  p  numeri  dispari  consecutivi  è  che  p  sia  un  divisore  di  a  tale  che 

p  =s  numero  pari  (lo  0  compreso). 

367*.  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  un  numero  a  sia  eguale  alla 
somma  di  p  numeri  pari  consecutivi  è  che  p  sia  un  divisore  di  a  tale  che 

p  ^  numero  dispari, 

A.    FoNTBBABSÒ. 

Risoluzione  del  prof.  Cardoso-Laynes. 

Se  indichiamo  con  Sk  la  somma  dei  primi  k  numeri  dispari,  avremo: 

a  =  (2»  4-  1)  -|-(2»-+-8)-f  (2n-h5)  +  ....  +(2n  +  2p  — 1)  «Sn+p  — So 

ossia 

a  —  (n  +  j>)«  —  n»  — y  4-  2np 
da  cui 

P 
e  inversamente  da  quest'ultima  formola  si  rìsale  facilmente  alla  prìma,  perciò  il 
teorema  del  n.  366  resta  dimostrato. 


Se  indichiamo  con  Ik  la  somma  dei  primi  k  numeri  pan  avremo: 

a  — (2fi  +  2)  -f  (2/t  f  4)-f  ....-f  (2n  +  2^)  — S„+p-S. 

ossia 

a  =  (n  4-  p)  (n  -hi>  +  1)  -  n  (n  +  1)  — />"  +  (2»  4-  D  P 

da  cui 

-  — p  =  2n  4-  1 
P 

e  inversamente  da  quest'ultima  formola  si  può  risalire  alla  prima  e  quindi  il  teo- 
rema del  n.  367  resta  dimostrato. 

Altra  risoluzione  dei  sig.  nichela  Bello. 
368.  Dimostrare  che 


G.   FUBIHI. 

IHfoluiiwu  del  sig.  E.  Streccili. 

È  noto  che:  lim   [l  4-— )  =«;  e  ai  ha  pure  (Vedi:  Cbsàbo,  Corso  di  analisi 
n=roo  \         n/ 

algebrica,  pag.  149,  §  18)  indicando  con  Ioga  il  logaritmo  naturale  di  a. 
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Ciò  premesso  si  ha: 

,.„_{(,.i)^(,.ip....(..i)^}- 


=  lim  Hl-fiV"^^ 


'*'8T^"^ "^i^^l 


(2M^"*"irr»"*" — "^ìiirrT) 


AHr«  risoluzioni  del  sig.  Angiolo  Pensa  o  del  Prof.  Riccardo  Mici». 

369*.  Se  T  è  un  tronco  di  prisma,  che  ha  per  base  un  poligono  regolare  B, 
P  è  U  punto  d'incontro  deWalti'a  base  S  colla  retta  parallela  agli  spigoli  laterali 
condotta  per  il  centro  del  circolo  circoscritto  ad  8,  h  la  distanza  di  P  dal  piano 
di  S,  h,  la  media  aritmetica  delle  distanze  dei  vertici  di  S'  dal  piano  di  S;  si  di- 
mostri che  T  è  equivalente  cUla  somma  di  ire  piramidi  che  hanno  la  base  eguale 

ad  S  e  Val'ezza  una  eguale  ad  ìl  e  due  ad  h^. 

O.  Lazzbri. 
Risoluzione  del  sig.  Prof.  R.  Mlclcs  di  Trieste. 

I  semipiani  condotti  per  la  retta  che  conginnge  P  col  centro  del  circolo  circo- 
scritto ad  S  e  per  gli  spigoli  laterali  del  tronco  rispettivamente,  scompongono  il 

e 

tronco  in  n  tronchi  di  prismi  triangolari  le  cni  basi  sono  eguali  ad  «  =:  — .  — 

n 

Chiamando  W,  h'\  h  ",,.,.  AH  le  distanze  dei  vertici  di  8'  dal  piano  di  8,  la 
misura  del  volume  di  uno  di  questi  prismi  triangolari  ò 

v^^{h-\-KJrh''), 


T-=-~[(A  +  fc'-f  ^O  +  Ci  +  A'  +V)-h....+  (/i  +  A^"-'>4-*C»))+(A-f*^"^-f-V)] 
ovvero  T  «  -|-  [» .  A  4-  2  (A'  +  A"  4-  h'"  +  . . . .  A<°^)] . 


^        ^                    ,         h'  ^h"  -^  h'"  -h  . . . .  -}-  AC») 
Essendo  n,  = 


n 


si  ha  pure  T  =  -5-  [uh  -f  2nAJ, 

o 


ns  .h       f.ns  »hy 


che  (essendo  ns^%)  si  può  scrivere 


-o-  +  2  — Tj-^  q.  e.  d. 


164  PERrODICO  DI  MATEMATICA. 


QUISTIONI  PROPOSTE  (*) 


371*.  Se  N  indica  il  numero  dei  numeri  che  hanno  per  caratte- 
ristica n,  ed  N'  indica  il  numero  dei  numeri  i  cui  reciproci  hanno 

N 
per  caratteristica  —  n',  si  ha  ^  =  10»-"'+* 

372*.  La  sesta  potenza  di  qualunque  numero  intero  è  congrua  a  0, 
o  ad  1  rispetto  al  modulo  9. 

373.  La  terza  potenza  d'ogni  numero  intero  e  congrua  a  0,  0  a  ±  1, 
0  ±  5  rispetto  al  modulo  13. 

374*.  La  sesta  potenza  di  ogni  numero  intero  è  congrua  a  0, 0  a  i:  1, 
rispetto  al  modulo  13. 

375*.  La  quarta  potenza  di  qualunque  numero  intero  è  congrua 
a  0,  o  ad  1,  0  a  6,  0  a  10  rispetto  al  modulo  15. 

376*.  Se  si  ha  N  E  6  (mod.  15),  qualunque  potenza  di  N  sarà  con- 
grua a  6  rispetto  al  modulo  15. 

377.  Se  SI  ha  Ne  10  (mod.  15),  qualunque  potenza  di  N  sarà  con- 
grua a  10  rispetto  al  modulo  15. 

BOKOLIS. 

378.  Dimostrare  le  identità 


Sen  (n  x)  = 


2  Cos 

1 

0 

X  1 

2  Cos 
1 

0 
X  1 

2  Cos 

0    . 

0    . 

X  1     . 

.    0             0 
.    0             0 
.    0             0 

0 
0 

Cos  X 

1 

0 

0 
0 

1 

2  Cos 
1 

... 

0 
0 

0 

X  1 

2  Cos 

... 

0    . 
0    . 

0    . 
0    . 
X  1     . 

.        «        • 

.    2  Cos  a;  1 

.1             2  Cos  a; 

.    0             0 
.    0             0 
.    0             0 

Sen  X 


Cos  (n  x)  == 

0  0  0  0    .    .    2  Cos  x  1 

0  0  0  0    .    .    1  2 Cosa? 

dove  il  primo  determinante  è  di  ordine  n  —  1  ed  il  secondo  di  or- 
dine n. 

Bettini. 

379.  Se  A,  A';  B,  B';  C,  C;  D,  D'  sono  quattro  coppie  di  elementi 
coniugati  in  una  involuzione  quadratica  I,  ì  coniugati  di  A%  B',  C  ri- 
spettivamente nelle  involuzioni  (B,C;  D,D'),  (C,  A;  D,D'),  (A,B;  D,D') 
sono  un  medesimo  elemento  E;  e  i  coniugati  rispettivi  di  A,  B,  ò 
nelle  involuzioni  (B',C';  D,  D'),  (C',A';  D,D'),  (A',B';  D,D')  coinci- 
dono neirelemento  E'  coniugato  ad  E  nella  L 

380.  Determinare  lo  inviluppo  di  un  cerchio,  il  cui  centro  percorre 
una  parabola  data  e  che  tocca  una  retta  parallela  alla  direttrice. 
Trovare  il  punto  di  contatto  del  cerchio  mobile  col  suo  inviluppo;  e 
dimostrare  che  quest'ultimo  è  pure  lo  inviluppo  delle  rette  simme- 
triche della  retta  data  rispetto  alle  tangenti  della  parabola. 


(*)  Le  quistioni  contrassegnate  con  un  asterisco  sono  proposte  agli  studenti  delle  scuole  se* 
condarie;  le  altre  a  tutti  gli  studiosi  indistintamente. 
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981.  Due  parabole  omofocali  hanno  le  direttrici  parallele,  ed  r  è 
la  bisettrice  della  striscia  formata  da  queste  direttrici:  dimostrare 
che  lo  inviluppo  delle  bisettrici  degli  angoli  formati  da  una  tangente 
variabile  dell'una  o  dell'altra  parabola  con  r  è  un  medesimo  cerchio. 

382.  Luogo  dei  fuochi  delle  parabole,  che  toccano  una  parabola 
data  e  hanno  per  direttrice  una  medesima  retta,  parallela  alta  diret- 
trice della  parabola  data. 

Retali. 

Ebiiata-Oomuob.  —  Alla  questione  8d0,  proposta  nel  preeodeute  faMieolo.  va  aggiunto  quanto 
segue,  che  fu  oraeeso: 

««  il  trianjolo  dato  è  aeutanffolo.  (Modiflcaì'é  la  secondAi  parl^  del  teorèma  negli  altri  etuìj. 


BIBLIOGRAFIA 


Coi  tipi  di  Raffaello  Giusti  (Livorno)  sono  uscite  5  operette  didattiche  del  Dot- 
tor Giuseppe  M.  Tbsti,  delle  quali  diamo  qui  un  breve  cenno. 

1^.  —  Elementi  di  Algebra  ad  uso  più  specialmente  dei  licenziandi  delle 
Scuole  Tecniche.  —  5*  ediz.  conforme  ai  programmi,  con  235  eser- 
cizi appropriati  a  ciascun  argomento.  —  Pagine  107.  L.  1,2Ó. 
* 

Questo  libretto  contiene  le  quattro  operazioni  razionali  fondamentali,  un  cenno 
del  calcolo  dei  radicali  (su  esempi),  le  equazioni  di  1°  e  2^  grado  a  un*  incognita, 
i  sistemi  di  1  '  grado  a  due  incognite  e  nuche  (su  esempi)  a  tre  o  più  incognite. 
Buona  mi  sembra  Tesposizione  della  regola  per  la  divisione  dei  polinomi,  perchè 
mentre  è  pratica  è  anche  ragionata.  I  numeri  negativi  sono  introdotti  senza  sot- 
tilizzare molto  sulla  legittimità  delle  operazioni  con  esse,  e  ciò  è  bene  in  un  corso 
elementarissimo.  In  un  punto  mi  ò  parso  che  TA.  non  abbia  bene  espresso  il  suo 
pensiero  ed  è  là  dove  per  spiegare  l'uso  della  parentesi  presenta  come  differenti 
le  espressioni  rt  -|-  ft  X  e,  («  +  ò  X  ^)- 

2^.  —  Corso  di  Aritmetica  con  500  esercizi  e  problemi  ad  uso  degli 
alunni  delle  Scuole  Tecniche,  dei  Ginnasi  inferiori  e  delle  Scuole  Com- 
plementari. —  5*  ediz.  nuovamente  corretta.  —  Pagine  295.  L.  1,75. 

Il  pubblico,  cui  si  indirizza  TA.,  è  senza  dubbio  immaturo  per  certe  dimostra- 
zioni, e  TA.  le  ha  molto  opportunamente  tralasciate;  in  compenso  poi  la  materia 
ò  copiosa  e  ben  disposta  a  preparare  l'alunno  allo  studio  dell'algebra;  infatti  nel 
nostro  libro  troviamo  anche  un  capitolo  pel  calcolo  con  espressioui  numeriche  e  l'uso 
delie  parentesi.  Lo  studio  dell' A.  per  conciliare  la  facilità  coU'esattezza,  se  in  ge- 
nerale può  dirsi  ben  riuscito,  mi  sembra  non  abbia  ben  raggiunto  Io  scopo  nel 
delicato  argomento  della  misura  (Gap.  VI).  Ecco  il  pensiero  dell' A.  Premessa  una 
definizione  di  misura  numerica,  che  equivale  sostanzialmente  a  quella  di  rapporto 
di  una  grandezza  all'unità  nel  caso  che  la  grandezza  sia  commensurabile  coH'unità, 
l'A.  accennando  al  caso  dell'incommensurabilità  pone  in  evidenza  la  necessità  delle 
misure  inesatte. 

Ora  questo  modo  di  vedere  è  intanto  contrario  all'usuale,  perchè  generalmente 
per  misura  numerica  di  una  grandezza  si  intende  quel  numero  cui  si  perviene  mi- 
surando la  grandezza  data  coU'unità  o  con  parti  aliquote  prescritte  dell'unità;  il 
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qual  numero  può  essere  il  rapporto  della  grandezza  airunità,  ma  in  generale  non 
è  che  un  numero  variabile  col  suo  denominatore  il  quale  ha  per  limite  il  rapporto 
della  grandezza  all'unità,  anche  se  questo  rapporto  è  razionale  (come  accade  ad  ea. 

misurando  -^  di  litro  in  decilitri  o  centilitri,  ecc.)-  Inoltre  il  punto  di  vista  dell' A. 
o 

è  contrario  (mi  sembra)  al  buon  metodo,  perchè,  mentre  lo  mette  nella  necessità 
di  accennare  senza  poterlo  sufficientemente  sviluppare  (nemmeno  su  un  esempio) 
il  concetto  sottile  di  incommensurabilità,  non  gli  consente  poi  di  evitare  l'incon- 
veniente ohe  presenta  il  concetto  usuale  di  misura  numerica,  che  cioè  una  stessa 
grandezza  abbia  rispetto  a  una  stessa  unità  infinite  misure  rappresentate  da  fra- 
zioni non  equivalenti;  perchè  T A.  urta  appunto  in  tale  inconveniente,  quando  con- 
sidera le  misure  inesatte  nel  caso  dell'incommensurabilità. 

In  seguito  poi  l'A.  definisce  il  rapporto  di  due  grandezze  come  il  quoziente 
delle  loro  misure  (supposte  esatte),  lasciando  cosi  senza  rapporto  due  grandezze 
aventi  misure  inesatte  ;  mentre  stando  al  concetto  comune  di  rapporto  (che  è  quello 
di  misura  esatta  o  che  si  considera  come  esatta)  può  avvenire  che  abbiano  rap- 
porto anche  due  grandezze  aventi  misure  inesatte.  Naturalmente  accettando  il 
concetto  usuale  di  rapporto,  invece  di  dimostrare  come  fa  l'A.  (pag.  220)  che  il 
rapporto  di  due  grandezze  è  eguale  alla  misura  della  prima  per  mezzo  della  seconda, 
sarebbe  da  provare  che,  se  esistono  i  rapporti  di  due  grandezze  ad  una  terza,  il 
loro  quoziente  è  il  rapporto  di  una  delle  grandezze  all'altra. 

Queste  osservazioni  di  indole  tutta  teorica  non  possono  certo  in  niun  modo 
menomare  un  lavoro  d'intenti  tutti  pratici,  il  quale  rimane  sempre  un  pregevole 
libro  di  testo  per  le  nostre  Scuole. 

3^  —  Elementi  di  Aritmetica  teorico-pratica  ad  uso  piò  specialmente 
delle  Scuole\  Normali  con  numerosi  esercizi  e  problemi.  Parte  1*.  Ope- 
razioni e  proprietà  dei  numeri  (pel  P  corso  normale).  800  esercizi. 
Pagine  171  -  2*  edizione.  L.  1,50. 

A  diflferenza  del  precedente  questo  libretto  è  naturalmente  tutto  ragionato  e 
contiene  le  teorie  che  riguardano  l'Aritmetica  pura  e  non  le  applicazioni.  Mi  sem- 
bra molto  chiaro  e  ben  fatto.  Spero  che  l'A.  nella  S*  edizione  (che  non  può  man- 
care) inserirà  quella  comoda  disposizione  di  calcolo  suggerita  dal  Bertrand  per 
l'estrazione  della  radice  cubica,  senza  della  quale  l'operazione  è  quasi  impraticabile. 

4^.  —  Elementi  di  geometria  ad  uso  degli  alunni  delle  Scuole  Tecniche 
e  Normali  con  177  figure  e  510  esercizi.  —  4»  edizione  riveduta.  — 
Pagine  208.  L.  1,75. 

I  programmi  delle  Scuole  Tecniche  e  Normali  sembrano  esigere  che  le  rela- 
zioni fra  le  grandezze  geometriche  siano  ricavate  il  piìi  che  si  può  dalle  relazioni 
fra  i  numeri  che  le  rappresentano;  e  poiché  in  una  Scuola  Tecnica  o  Normale  non 
si  può  parlare  con  esattezza  degli  irrazionali,  questa  esigenza  conduce  a  delle  di- 
mostrazioni che  valgono  solo  in  certi  casi. 

II  nostro  A.,  che  scrive  appunto  per  le  Scuole  Tecniche  e  Normali,  ha  quindi 
questo  peccato  originale  ne!  metodo,  e  bisogna  perdonargli  se  scrive  una  geome- 
tria dirò  così  approssimata.  Anche  accettando  il  suo  metodo  dovrei  però  intanto 
ripetere  qui  le  osservazioni  ai  suoi  concetti  di  misura  e  di  rapporto  ohe  ho  già 
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fatte  parlando  del  2^  libretto.  Inoltre  non  posso  tacere  che  le  qualità  imprecise 
del  metodo  si  sono  comunicate  talora  allo  stile  dell' A.,  come  per  es.  nella  defini- 
zione di  tangente  al  cerchio  (pag.  60),  nella  dimostrazione  del  teor.  286  sull'equi- 
valenza dei  prismi  e  nell'  introduzione  di  certe  locuzioni  poco  corrette,  come  quella 
di  poligono  di  un  numero  infinitamente  grande  di  lati  (pag.  103). 

Infine  debbo  notare  che  vi  è  grande  incertezza  sui  criteri  ohe  hanno  guidato 
l'A.  talora  a  esporre  tal'altra  a  tacere  le  dimostrazioni  delle  proposizioni  ;  per  es.  le 
principali  proprietà  degli  angoli  solidi  nonché  le  descrizioni  dei  solidi  regolari  sono 
date  senza  dimostrazione,  mentre  si  pretende  dimostrare  la  formola  pel  calcolo 
della  circonferenza  per  mezzo  del  raggio  (col  poligono  di  infiniti  lati)  o  del  vo- 
lume della  sfera  (come  somma  d'infinite  piramidi),  oppure  si  danno  dimostrazioni 
alquanto  difficili  come  quella  del  teor.  279  sull'equivalenza  dei  prismi.  Tutti  questi 
difetti  sono  poi  compensati  da  molti  buoni  capitoli,  come  quello  sulle  parallele 
sulle  posizioni  relative  di  rette  e  piani,  ecc.,  i  quali  provano  ancora  una  volta  che, 
ove  lo  scrittore  non  fosse  stato  traviato  dal  metodo  (quasi  obbligatorio),  avrebbe 
saputo  darci  un  volumetto  incensurabile. 

5®.  —  Nozioni  di  geometria  ad  uso  più  specialmente  delle  allieve  dei  Corsi 
complementari  (già  Scuole  preparatorie  alle  Normali)  con  124  figure 
e  180  esercizi.  —  Pagine  92.  L.  1. 

Qui  l'A.  vuole  di  proposito  dare  non  dimostrazioni  ma  semplici  illustrazioni 
delle  proposizioni  enunciate;  e  francamente  mi  sembra  che,  sia  per  la  forma  del- 
l'esposizione, sia  per  la  cura  con  cui  sono  disegnate  le  figure,  Egli  sia  perfetta- 
mente riuscito  a  comporre  un  buon  libro  di  testo. 

G.  Sforza. 

B.  Carrara.  —  Raccolta  di  problemi  di  fisica  e  chimica.  —  G.  B.  Pa- 
ravia 1897. 

La  prima  parte  (pag.  368,  L.  5)  contiene  settecento  problemi  sui  varii  rami 
della  fisica  che  s' insegna  nelle  nostre  scuole  secondarie.  Molti  di  essi  sono  seguiti 
da  soluzioni  assai  sviluppate,  che  devono  sei'vire  di  esempio  all'allievo,  e  che  sono 
sempre  semplici  ed  eleganti:  indichiamo,  per  tutte,  quelle  relative  ai  problemi  di 
ottica.  Di  tutti  gli  altri  è  data  almeno  la  risposta;  cosa  utile,  se  gli  errori  di 
stampa  fanno  difetto,  ad  avvertire,  nel  caso,  il  giovane  sia  di  un  calcolo  errato, 
sia  di  una  soluzione  sbagliata. 

Parecchi  problemi  ci  sembrano  assolutamente  superflui;  perchè  si  riducono  a 
vane  applicazioni  numeriche  senza  riscontro  alcuno  nei  casi  della  vita  ordinaria, 
o  della  pratica  scientifica.  Citiamo,  abbreviandolo,  questo  che  ò  fra  i  più  innocenti: 

*  quanti  pezzi  da  10  centesimi  abbisognerebbero  per  fabbricare  un  emisfero  della 

*  stessa  lega  di  cm.  50  di  diametro?  (prob.  90)  ^. 

Altresì  avremmo  desiderato  che  si  avesse  avuto,  sempre  e  dovunque,  riguardo 
alia  realtà  scientifica.  Così  leggiamo:  *  Un  vaso  è  fatto  di  una  sostanza  il  cui 
'  calore  specifico  è  0,5...  (prob.  393)  „.  Ora  l'unico  corpo  che  risponda  a  questo 
dato  è  il  ghiaccio,  il  quale  non  può  certo  adoperarsi  per  farne  un  vaso  calorime- 
trico.  Ma  ci  affrettiamo  subito  a  dire  che  questi  medesimi  difetti  si  trovano  in 
tutte  le  opere  congeneri. 

Con  molta  cura  ò  fatta  la  parte  seconda,  (pag.  87,  L.  2)  la  quale  contiene  i 
problemi  di  chimica;  sono  notevoli  specialmente  quelli  svolti  ad  esempio. 
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In  complesso  si  tratta  di  una  buona  raccolta  da  consigliarsi  ai  professori  ed 
ai  giovani,  che  vogliono  realmente  impadronirsi  delle  teoriche  esposte  nei  corsi. 
Un  breve  riassunto  dei  principii  applicati  nei  varii  problemi  torna  comodo  allo 
studioso,  ed  opportune  figure  servono  ad  illustrare  molte  delle  questioni  svi- 
luppate. 

R.  Pitoni. 

G.  Z.  Reggio.  —  Complementi  di  Algebra  per  gli  allievi  degli  istituti 
tecnici  (2®  biennio).  —  G.  B.  Paravia,  1897. 

Nel  primo  libro  (calcolo  combinatorio)  l'autore  espone,  in  modo  molto  chiaro  e 
preciso,  gli  ordinari  teoremi  sulle  combinazioni,  disposizioni  e  permutazioni  e  lo 
sviluppo  della  potenza  intera  e  positiva  di  un  binomio  e  di  un  polimonio.  Seguono 
poi  le  formole  che  danno  le  somme  delle  varie  potenze  dei  termini  di  una  pro- 
gressione aritmetica;  un  cenno,  forse  troppo  limitato,  sulle  probabilità,  e  la  teorica 
dei  determinanti  quale  comunemente  s'insegna  nei  libri  per  le  scuole  secondarie. 

Nel  secondo  libro  (numeri  e  grandezze)  Tautore,  premesso  il  concetto  di  nu- 
mero intero,  ricorda  brevemente  le  caratteristiche  delle  operazioni  dirette  e  inverse 
su  questi  numeri.  Partendo  poi  dal  bisogno  di  render  sempre  possibili  quest'ultime 
operazioni,  l'autore  si  fa  strada  a  parlare  dei  numeri  frazionari  e  negativi,  ed 
estende  ad  essi  le  operazioni  già  indicate  pei  numeri  interi.  Dopo  questo  breve 
riassunto,  l'autore  si  ferma  più  a  lungo  sui  numeri  irrazionali  sviluppando  il  con- 
cetto del  Dedekind,  un  po'  piii  difficile,  secondo  noi,  a  farsi  capire  ai  principianti 
di  quello  del  Cantor.  Vero  è  che  quest'ultimo  concetto,  di  riguardare  cioè  gl'irra- 
zionali come  limiti  di  due  serie  convergenti  di  numeri  razionali,  è  ripreso  nel  libro 
terzo  e  il  chiarissimo  autore  se  ne  serve  per  illustrare  le  operazioni  sugl'irrazio- 
nali medesimi.  Ma  si  poteva  perciò  appunto  in  un  libro  elementare  evitare  il  primo 
modo  di  vedere,  e  dare  un  più  ampio  sviluppo  al  secondo.  I  numeri  complessivi 
sono  dall'autore  esposti  tanto  col  metodo  del  Cauchy  quanto  colla  rappresentazione 
del  Gauss. 

Nel  libro  terzo  si  dichiarano,  col  rigore  voluto  dalla  scienza  moderna  i  con- 
cetti di  funzioni  e  di  limite  e  si  sviluppa  ampiamente  la  teorica  delle  frazioni 
continue. 

Il  quarto  libro  comincia  con  un  riassunto,  che  poteva  fors'anche  tralasciarsi, 
sulle  equazioni  di  1'  e  2'  grado,  per  accennare  poi  alla  risoluzione  dell'equazioni 
binomio,  ed  all'analisi  indeterminata  di  primo  grado.  Segue  un  brevissimo  capitolo, 
che  può  omettersi  dall'insegnante,  sulle  congruenze,  e  il  libro  si  chiude  con  cenni 
molto  ben  fatti  sulle  diseguaglianze  e  sui  massimi  e  minimi. 

Trattandosi  di  soggetti  così  elementari  e  disparati  il  libro  non  contiene,  né 
poteva  contenere,  nulla  di  nuovo.  Si  ha  soltanto  il  diritto  di  richiedere  una  espo- 
sizione chiara,  precisa  e  sicura  e  a  questo  l'autore  soddisfa  completamente.  L*essere 
poi  il  libro  giunto  alla  seconda  edizione  ci  dispensa  da  qualunque  altro  giudizio. 

Soltanto  ci  auguriamo  che  in  una  prossima  ristampa  siano  più  curate  le  note 
storiche,  alcune  delle  quali  si  riducono  ad  un  puro  acceuno  di  nomi  senza  indi- 
cazioni di  date. 

Buoni  e  bene  scelti  sono  i  problemi  posti  alla  fine  di  ogni  capitolo. 

R.  Pitoni. 


Giulio  Lazzkri  —  Direttore  responsabile 


Finito  di  Rtampare  il  81  Afotto  1897. 
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NUOVO  METODO  PER  LO  STUDIO  E  PER  IL  CALCOLO 

DELLE  FUNZIONI  TRASCENDENTI  ELEMENTARI 


I.  —  Funzioni  circolari. 

1.  -  Lemma  1*.  —  Essendo  a,  b  due  numeri  tali  che  sia  \b\>  \a\y 
si  formi  la  successione 

(1)  a,  i,  a^,  6,,  a„  i„ a«,  6„, a,-i,  bn-i,  a«,  i»,  ««+i,  J»+i 

coUa  s^^i^enfé  /^i7^^.  Sia  a,  ^a  me^^ia  aritmetica  di  a  e  di  b;  sia  bi  la 
media  geometrica  di  b  e  di  ai;  in  generale  sia: 

(2)  a«4i  «  y  (««  +  6m  )  (3)     J«+i  =  V  6m.  a,»+i 

iSé  tutti  i  radicali,  che  ci  danno  le  b»  vengono  presi  con  lo  stesso  segno 
del  numero  b,  allora  a»,  6,  sono  variabili  convergenti,  che  tendono,  col 
crescere  di  n,  ad  un  medesimo  limite  t|>  {a,  b). 

Distingueremo  due  casi  secondo  il  segno  di  b;  sia  dapprima  6  >0^ 
allora  tutte  le  ò»  sono  per  ipotesi  positive  :  poiché   |  &  |  >  |  a  |  ed 

«1  =  — 2 — I  il  numero  ai  sarà  positivo,  minore  di  i  e  maggiore  di  a; 

poiché  6i  =  4-  V^i-i  e  J>Oi,  si  avràai<Ji<J;  quindi  6>J|> ai>a^ 
Nell'identico  modo  si  dimostra  essere:  6|>ij>a,>ai;  6,>6,>a5>a,; 
ecc.  dalle  quali  diseguaglianze  risulta  che  col  crescere  dell'  indice  le  b 
vanno  diminuendo,  le  a  aumentando;  ma  le  b  restano  sempre  superiori 
alle  a.  Inoltre  la  differenza  a»  —  6»  decresce  indefinitamente:  infatti 

o»  =  y  (««-1  +  *— 1  )  ©  per  conseguenza  a»  —  bn-i  =  y  (  ««-i  —  *m-i  )  ; 

e  siccome  i,  è  compreso  tra  ò»~i  ed  a»  si  ha 

1 

a»  —  b»<  -2  (a«-i  —  i«-i  ) . 

Ne  segue  che  a» ,  bn  sono  due  variabili  convergenti,  ed  hanno  un  limite. 
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Sia  ora  ò  <  0,  tutte  le  &»  saranno  per  ipotesi  negative  ;  anzi  si  ri- 
conosce immediatamente  che  se  poniamo:  a'= — a,  b'= — b  e  for- 
miamo i  numeri 

(a)  a\  b\  a'i,  b\,  a'„  b\, 


in  modo  che  (analogamente  a  quanto  si  è  indicato  per  la  (1))  ogni  a\ 
sia  la  media  aritmetica  e  ogni  b\  sia  la  media  geometrica  dei  due 
numeri  che  Io  precedono,  un  numero  qualunque  della  (1)  non  diffe- 
risce che  nel  segno  dal  corrispondente  della  (a).  Ma  per  il  primo  caso 
il  limite  di  a\  e  di  b\  (per  n  crescente  indefinitamente)  esiste  ed  è 
positivo,  perchè  V>0\  questo  limite  cambiato  di  segno  sarà  dunque 
il  limite  di  a,  e  di  ò. ,  limite  che  perciò  esiste  ed  è  negativo. 

Indicherò  con  i^  (a,  b)  il  limite  delle  variabili  convergenti  a„ ,  bn 
per  n  crescente  all'infinito. 

Corollario.  —  Il  limite  cj;  (a,  b)  è  dello  stesso  segno  dib  e  resta  moUi- 
plicato  per  un  numero  qualunque  E,  se  si  moltiplicano  per  E  i  numeri  a,  b. 

Lemma  2®.  —  &  ò  >  0,  fl  limite  (|>  (a,  b)  non  solo  è  compreso  tra  un  nu- 
mero a  e  un  numero  b  {consecutivi  o  no)  qualunque,  ma  anche,  per  ogni 

valore  di  m  tra  ò,  —  -g-  (è«_i  —  6«)  ed  -g-  (a«  +  2J«) . 

La  prima  parte  di  questo  lemma,  importante  non  per  la  teoria 
ma  per  il  calcolo  numerico  di  f^  (a,  b),  risulta  subito  dalla  dimostra- 
zione precedente.  Per  la  seconda  parte  si  osservi  che  seguendo  la  via 
indicata  nel  Traité  de  Geometrie  par  E.  Rouohé  et  Ch.  De  Gomberousse 
a  proposito  del  teorema  di  Schwab,  si  ha 

6«—  3-(*m-i-  i«)  <cKa,6)<a«-f  3-(a«— a„-i)  ; 

ora,  posto  nel  terzo  membro  di  questa  diseguaglianza  m  + 1  in  luogo 
di  tn,  otteniamo  appunto  a  causa  della  (2) 

l  1 

i, -  -g  {b^-i  —  bj  <  4>  (a,  b)  <  y  (fl«  +  26«) 

2.  -  Teorema.  —  Se  a'^  -h  e*  =  6%  sussiste  la  identità 

a  ^ 

(3)  are.  cos  -j-  = 


che  dà  un  arco  in  funzione  del  suo  coseno.  In  questa  identità  il  segno 

a 
di  e  è  indifferente,  e  per  are  cos  -r-  s'intende  un  arco  il  cui  valore  as- 

soluto  non  supera  un  angolo  piatto. 
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Sìa  dapprima  b>0;  quando  a,  b  tendono  ad  uno  stesso  limite  / 
b  frazione  -r-  tende  ad  0,  l' are  cos  -r  tende  a  zero  e  perciò  il  rap- 

porto  fra  il  suo  seno   \  1  —  -rr ,  e  l'arco  stesso tende  ad  1 


e  perciò 


a 
are  cos  -j- 


ìYIzÌ!  =  VF^^ 


a  <z  a 

are  cos  -r-        are  cos  -r-       are  cos  -^ 

tende  precisamente  a  t.  In  altre  parole  :  se  noi  possiamo  far  si  che 
a,  b  differiscano  da  un  numero  t  di  una  quantità  piccola  ad  arbitrio,  lo 


stesso  accadrà  di . 

a 

are  cos  -r 

Se  in  questa  frazione  pongo  ora  in  luogo  di  a  e  di  6  rispettiva- 
mente a^  e  òi  essa  diventa 


-H-  V  6*  -  a' 


V6.^-~a,*  _   2/ VA*  — a* 


^  +  *    o      \    a-\-  b 
are  cos  -r-      are  cos  — .       2  are  cos  V 


a,  a  -f-  ft 

-r      are  cos  — . —     -  «.  ^  ^v,»  ,, 


a  1  \h+  b         .    -. 

ma  se  cosy  = -T-,  cos-2'y  =   V    oA   *  quindi 

are  cos  -j-  =  2  are  cos  V  ?_lLr 


y/b'^-a*  ^  V&,*  — at* 

e  quindi  a  a, 

are  cos  -r-         are  cos  -r- 
0  bi 

Nell'identico  modo  si  prova 


i 
n 


a  a,  a,       a, 

are  cos  T      are  cos -7^      are  cos -r  are  cos  t- 

b  bi  bt  On 

Ma  coir  ingrandire  abbastanza  n  posso  fare  si  che  a.  e  bn  differiscano 

da  ^{a^b)  di  una  quantità  piccola  ad  arbitrio;  Io  stesso,  per  il  già 

detto,  accadrà  di  — ,  ma  questa  frazione  è  eguale  a 


are  cos  -r  are  cos  -p 
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V  ^*  —  «* 

quindi  la  differenza  fra ,  e  t^  {a,  b)  è  minore  di  qualsiasi  quan- 

arc  cos  -r- 

tità  arbitraria  e,  ossia  (ricordando  che  e  =  Y  a*  —  éO- 


e 


a 
are  cos  -r- 


=  ^  (a,  b) 


e  la  (3)  è  dimostrata.  Il  segno  dato  a  e  è  indifferente,  perchè  archi 
differenti  solo  per  il  segno  hanno  uguali  coseni. 
Se  6 <0  si  ha:  —  6>0  e  per  il  caso  precedente 

are  cos  -r"  =  are  cos — t  =  t-t t-\  =  "  Ti — r\  ®  1^  W  ©  ancor  vera, 

b  —6      f^(  —  a,'-b)  ^(<i,b)  ^  '  ' 

sia  perchè  il  segno  meno  si  può  anche  dare  a  e,  sia  perchè,  come  or 

ora  si  fece  notare, 

/  a\       a 

cos  I  —  are  cos-y-l  =  -r- . 

À.1  lettore  poi   che  chiedesse  per  qual  ragione  tra  i  valori  di 

et 
are  cos -ria  (3)  ce  ne  dia  uno  minore  di  n  in  valore  assoluto,  ricor- 

derò  che   per  la  dimostrazione  si  usò   la   proprietà,  che  are  cos-r- 

tende  a  zero  per  a,  b  tendente  ad  uno  stesso  valore  t  e  che  per  i>0 

abbiamo  supposto,  come  si  vede  dal  corso  della  dimostrazione  che 

la  metà,  il  quarto,  l'ottavo  ecc.  del  nostro  arco  abbiano  positivo  il 

coseno. 

3 

Sia  p.  es.  da  trovarsi  x  =  are  cos  -^  coU'approssimazione  di  2 :  100000. 

Si  avrà 

a  =  3  i  =  5 

a^=4  6,=  4,47214 

a,  -  4,23607  6,  =  4,362500 

a,- 4,294283  *,=  4,32329 

per  il  secondo  lemma  i^  (a,  b)  —  i^ (3, 5)  è  compreso  tra  63  — o-  (6,  —  AJ  e 

1  3 

-rr  (a^  +  2  ij)  cioè  tra  4,31355  e  4,313621  e  per  la  (4)  l'are  cos  -^  è  com- 
preso tra  0,92729  e  0,92731;  la  media  aritmetica  dei  due  ultimi  numeri 
cioè  0,92730  è  il  valore  cercato;  valore  ottenuto  con  la  ricerca  di  tre 
medie  geometriche,  una  divisione  (facilmente  esiguibili  coi  logaritmi) 
ed  altre  poche  semplicissime  operazioni. 
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L'  ampiezza  dell'  arco  x  è  9273  :  174,533  =  53^  7',  49",  essendo 
0,0174532925 la  lunghezza  dell'arco  di  l^. 

3.  -  Problema.  —  Trovare  are  aen  -r-  per  a,  b  positivi. 
Essendo  a*  -I-  e*  =  ft',  si  ha 

a  e  a 

are  sen  -r  =•■  are  cos  -7-  =  7-7—77  . 
0  0      ^\c,b) 

Così  per  es. 

4  3  4 

(4)         are  sen  -g-  =  are  cos  y  =  T^g-g-.  =  0,92730  =  53o  7' 49". 

CI 

Similmente  si  troverebbero  are  tg  -r-,  ecc. 

4.  -  Problema.  —  Dedurre  dalle  precedenti  formule  U  teorema  di 
Schwab,  Questo  elegantissimo  teorema  non  e  che  un  caso  particolare 
della  (3).  Poniamo  nella  (3)  a  =  0  (si  noti  che  non  si  può  porre  6  =  0  per- 
chè per  ipotesi  |  6 1  >  |  a  |  )  ed  otteniamo  —  "="  oT^  (0>*)>  ^^^  P^r  6  =  "o" 
ci  dice  appunto 

6.  -  Teorema.  —  Se  a,  6,  e  sono  tre  numeri  positivi  tali  che  a*+  c*  =  b*, 
hanno  luogo  le  identità: 

e  a  Tz 

^^^  WJ)  "^   *M)  '^ 

*^^  (]^(a,i)"^(K-a,6)-  e 

n)  ?__ ^L^^IL 

*'^  tK-a,i)      ^{c,b)      2 

La  (5)  si  ottiene  sostituendo  in  arccos-T-  + are  sen-r-=  y  i  valori 
che  per  are  cos  -j-  e  per  are  sen  -r-  ci  danno  la  (3)  e  la  (4). 

La  (6)  si  dimostra  sostituendo  in  are  cos  -r  +  are  cos  —7—  =  iu  i  va- 
lori che  per  are  cos  -r-  e  per  are  cos  -r-  ci  dà  la  (3)  e  dividendo  per  e. 

La  (7)  risulta  dall'eliminazione  di  f\>  (a,  b)  tra  la  (5)  e  la  (6). 
Tutte  queste  identità  sono  molto  più  generali   del  teorema   di 
Schwab,  che  ne  è  un  particolarissimo  caso. 
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II.  —  Defliilzlone  elementare  delle  ftanzioni  iperboliche. 

6.  -  Se  a,b  sono  positivi,  ma  a>ò  si  riconosce  facilmente,. anche  in 
questo   caso,   l'esistenza  di   t^  (a,  6);  la  (3)  diventa  in  tale  caso  • 

are  cos  t"  =  *  Ti — rr  >  ed  è  naturale  il  definire 
6  9(a,  6)   ' 


<8)  arccosh-^^    ^^^j^^    

Nello  stesso  modo  s'introdurrebbero  le  altre  funzioni  iperboliche. 
La  (8)  e  le  formule  analoghe  facilmente  scopribili  ci  possono  servire 
a  calcolarne  i  valori  e  trovarne,  come  si  dirà  più  avanti,  le  proprietà; 
ecco  ora  un  esempio  semplicissimo  del  modo,  con  cui  queste  si  po- 
trebbero studiare.  Per  definizione  del  limite  f^  (a,  b)  si  ha 

^{a,b)  =  f^{a„b,ì^f^\^^,   Y^.^^-^j/ 

Sostituendo  per  il  primo  ed  il  terzo  membro  di  queste  identità  i  loro 
valori  dati  dalla  (8)  si  ottiene  la  nota  proprietà 

are  cosh  -r-  =  are cosh  V    ob    ' 


III.  —  Funzione  logaritmiea. 

x  —  1 
7.  -  Lemma.  —  Quando  x  tende  ad  1  la  frazione  j tende  ad  un 

limite. 

Questa  proprietà  è  notissima,  ma  voglio  stabilirne  qui  una  ele- 
gantissima dimostrazione. 

j.  -_  1     10»  —  1 
Posto  y  =  log  Xj  per  y  >  0  la  frazione  j — è  sempre 

positiva;  basta  quindi  provare  che  essa  diminuisce  con  y  per  dimo- 
strare che  tende  ad  un  limite. 

Moltiplichiamo  y  per  la  frazione  -r-  minore  di  1  ed  a  termini  interi. 

Ponendo  y»  = -^  =log  a?i  ed  y,  =  -7ry=Ayi— log  X,  otteniamo  poiché  a?=.rf 

,r.  y       ___ x  —  1  __ x*-^  •\-  x^*"^  +  '. -f  Xi4-  1   0?!  — 1 

t?i      IO"-!  "Ioga?  ""  k  -logj?/-*" 
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e  poiché  a:,  —  a?i* 

^^^  y,      ""  log  a*,  ""  A  *  log  a?! 

Ma  essendo  a?,  >  1,  la  frazione  — * ' ^-^-^-^ con  m  intero 

aumenta,  se  si  accresce  m  di  una  unità,  perchè 

w  +  1         ""  m  "~"  »w(fn+l)  "* 

{xr  -  xr-')  +  ....  +  (a?r  - 1)  ^0 
m(w+l)  ^   ' 

ed  aumenta  a  fortiori  anche  se  si  accresce  m  di  più  unità.  Quindi, 
essendo  k>  h,  si  ha 

^1*''  +  ^1*"'  4-  ...  +  0?,  4-  1       a;,*-^  -f  x^*"'  4- . . .  4- a;,  +  1 

10»'  —  1 
ed  in  virtù  delle  (3)  e  (y)  la  — è  diminuita  moltiplicando  y  per 

la  -T->1. 
h 

Coi  metodi  con  cui  si  trattano  ora  i  numeri  irrazionali  si  dimostra 
che  ciò  avviene  anche  se^  è  irrazionale. 

8.  -  Teorema.  —  Se  a,b  sono  rispettivamente  la  inedia  aritmetica  e  la 
media  geometrica  dei  due  numeri  a^  e  bo,  esiste  V identità 

dove  —  è  una  costante  per  un  medesimo  sistema  di  logaritmi. 

Per  dimostrare  la  (9)  seguiremo  la  stessa  via  tenuta  per  dimo- 
strare la  (3).  Quando  a  e  6  tendono  ad  un  medesimo  limite  ^,  i  nu- 
meri ao  e  Jo  tendono  pure  allo  stesso  limite  t,  la  frazione  t;^  tende  ad  1 
e  la  frazione 

tende  quindi  al  numero  t  moltiplicato  per  il  limite  q  di  -j — -  quando 
X  tende  ad  1. 
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In  altre  parole  :  Se  si  possono  rendere  a  e  b  tanto  poco  differenti, 

^ /- 

quanto  si  vuole,  da  un  numero  t,  la  frazione  <p  =  -^ differisce  di 

log  -^ 
quanto  poco  si  vuole  da  q  t,  ^o 

Di  più,  se  nella  qp  poniamo  in  luogo  di  a,  b  rispettivamente  a^  e  bi 
essa  diventa  (essendo  ao  =  a  -f  Va*—  6*,  60  =  «  —Va*  —b*  a^  =  — s"" » 

*i  =  v^. 


2  V  a^  -  ft  2\  a'-b'  _a,-b, 

^,      a+6-fVa'-6'       ,      /a-fè  +  Va*=6*\*        ,       Oo  ' 

e  la  frazione  9  non  è  cambiata  per  effetto  di  questa  sostituzione,  e 
non  muterà  quindi  di  valore  neppure  se  in  luogo  di  a^  e  b^  porrò 
a,  ò,  ecc.  ecc. 

Ma  coir  ingrandire  abbastanza  n  posso  fare  sì  che  a^,  K  differi- 
scano da  i^{a,b)  di  una  quantità  piccola  ad  arbitrio;  9. ^(a, ò),  perii 
già  detto,  differirà  di  quanto  poco  si  vuole  da  <p,  dove  in  luogo  di 
a,  b  si  sono  posti  rispettivamente  a„  &•;  ma  questa  sostituzione,  si 
dimostrò  testé,  non  cambia  il  valore  della  9,  quindi  la  differenza  fra 
9  e  g.  (]>  (a,  b)  è  minore  di  qualsivoglia  numero  arbitrario  e,  e  perciò 

T  =  3»  ^  (a,  b) 

e  da  questa  eguaglianza  si  deduce  la  (9). 

Così  la  (|>  (a, b)  per  a>b  (che  già  ci  servì  per  lo  studio  delle  fun- 
zioni iperboliche)  serve  pure  per  le  funzioni  logaritmiche. 

Anche  in  questo  caso  il  secondo  lemma  del  §  1  riesce  di  massima 
utilità  nei  calcoli  numerici;  per  la  sua  dimostrazione  in  questo  caso, 
in  cui  a>bf  basta  in  tutte  le  disuguaglianze  del  Tratte  de  Geometrìe 
sopracitato  che  servirono  alla  dimostrazione  del  secondo  lemma  nel 
caso  di  a  <  i,  sostituire  al  segno  <  il  segno  >  e  viceversa.  Si  noti 

pure  che  anche  V  o  «»*«»(««  +  ^m)   ®   "^  valore   approssimato   di 

^(^1  ^);  questo  radicale  è  il  limite,  a  cui  si  tende  particolare  da  am+i, 
6m+i  con  successive  medie  geometriche. 

IV.  —  Definizione  elementare  dei  logaritmi  neperiani. 

9.  -  La  (9)  serve  a  trovare  i  logaritmi  dei  numeri  di  qualunque  si- 
stema, basta  perciò  (per  un  noto  teorema  di  algebra  elementare)  far 
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variare  la  quantità  q;  il  più  naturale  dei  sistemi  di  logaritmi  è  quello 
corrispondente  a  9  =  1,  la  cui  base  indicherò  provvisoriamente  con  z. 
Teorema.  —  I  logaritmi  corrispondenti  a  q=l  sono  i  logaritmi  ne- 
periani. 

Infatti  poiché  ioga  -r  =  r7 — 7^  i  la  (9)  si  può  scrivere 

ma  d'altra  parte 

quindi 

—  =  logjo  z\    q==\\m  — - —  =  loge  10 

9.  r=o     y 

e  perciò  z  =  e  ^  2,718 . . .  base  dei  logaritmi  neperiani  come  v.  d. 

Si  possono  quindi  definire  elementarmente  i  logaritmi  neperiani  dal- 
l'uguaglianza 

e  dedurne  poi  in  modo  assai  semplice  il  logaritmo  neperiano  di  un 

numero .  p  eguaglia  lim e  che  la  base  dei  logaritmi  nepeinani  è 

»=o     y 

lim  (1  +  yjy'. 

Esempio.  —  Trovare  log,  7. 
Nel  nostro  caso 

ao=7  6,=  1 

a  =  4  b  =  2,645751 

a,  =  3,3228755  b,  =  2,965046 

o,  =  3,14396075  6,  =  3,0531931 

a,  =  3,0985769  *3=  3,0758 

a,  =  3,087188  i,=  3,08149 

Per  il  secondo  lemma  <]>  (a,i)   è  compreso   tra  -0-  (a^  -f  2iJ  e    . 

64 -f  -o-  (b^ —  6g),  cioè  il  suo  valore  approssimato  è  3,083389.  Per  la  (10) 

si  ha  che  log«  7  =  1,9459101485 e  Terrore  è  minore  di  6  :  10'°;  a 

questo  risultato  si  giunge  con  la  ricerca  di  sole  quattro  medie  geo- 
metriche. 
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V.  —  ÒsserYazioni  e  coneluslone. 

Ecco  dunque  dimostrato  e  generalizzato  in  più  modi  nelle  (5),  (6), 
(7)  il  teorema  di  Schwab  e.  col  mezzo  della  sóla  funzione  tp  (a,  b)  espresse 
tutte  le  funzioni  trascendenti  elementari  e  definite  elementarmente  alcune 
(funzioni  iperboliche  e  logaritmi  neperiani),  il  cui  vero  significato  manca 
nei  testi  elementari.  Questo  fatto  di  essere  tutte  queste  funzioni  esprit 
mibili  mediante  una  sola  funzione  a  variabili  reali  è  un  fatto  capitale  * 
e  credo  nuovo;  le  loro  molteplici  relazioni  sono  facilmente  dimostra- 
bili col  mezzo  delle  (3),  (8),  (9),  (10);  le  loro  proprietà  si  riducono 
tutte  a  proprietà  della  c|>  (a,  b)  con  a  <b  oppure  con  a  >  ò  :  dimo- 
strate queste  proprietà  per  a<b  con  la  (3),  per  a > 6  con  le  (9)  ed 
(10)  si  possono,  come  avevamo  promesso,  trovare  le  proprietà  delle 
funzioni  iperboliche  mediante  la  (8);  ammesse  queste  ultime  come  natu- 
rale estensione  delle  proprietà  delle  funzioni  circolari  si  ottiene  dalla  (11) 
un  nuovo  metodo  per  trattare  la  teoria  dei  logat*itmi.  Ma  a  tutto  questo 
basta  avere  accennato,  notando  che  queste  proprietà  di  ^  (a,  b)  pos- 
sono riuscire  preziose  nei  calcoli  numerici  di  questo  limite  e  coope- 
rare col  secondo  lemma  del  §  1  per  una  sufficientemente  rapida  ap- 
prossimazione. La  (|>  (a,  h)  ha  pure  una  notevole  importanza  pratica 
perchè  oflfre  un  mezzo  completo  ed  elementarmente  dimostrabile^  (il  che 
fin  ora,  credo,  mancava  affatto)  di  calcolare  le  tavole  trigonometriche 
e  logaritmiche  :  specialmente  le  prime,  quando  si  usino  le  tavole  dei 
logaritmi. 

Venezia,  10  ottobre  1897. 

Guido  Fubini 

studente  nella  R.  Seaola  Normale  snp.  di  Pisa. 


SUL  SVICATO  DI  UNÌ  NOTA  ESPRESSIONE  ARITMETICA 


Nei  diversi  trattati  che  si  adottano  nelle  scuole  non  è  stato  fino  ad 
oggi  ben  definito  il  significato  da  darsi  ad  un'espressione  della  forma: 
(1)  a:  b  :c:  d; 

ò  quindi  naturale  che  alcuni  insegnanti  si  attengano  al  primo,  altri  al 
secondo  dei  due  possibili  modi  d'interpetrazione. 
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Qaesti  due  modi  d'interpetrazione  sono/com'ò  noto,  i  due  seguenti: 

(a)  a  :  b:c:d  =  [{a  :b):  e}:  d  j 

(P)  a  :  b  :  e  :  d  =  a  :[b  :  {e  :  d)]  ; 

ed  essendo  alcuni  abituati  a  dare  all'espressione  considerata  il  significato 
(a),  altri  il  significato  (p),  ne  nasce  una  deplorevole  confusione  nella  scrit- 
tura e  nell'interpetrazione  delle  formolo. 

Questa  confusione  può  togliersi  facendo  uso  costantemente  delle  paren- 
tesi, ma  ciò  non  mi  sembra  nò  bello  nò  utile  dal  momento  che  tutte  le 

espressioni  analoghe: 

a  +  6  +  e  +  d, 

a  —  b  —  e  —  dj 

aXbXcXd, 

hanno  un  significato  fisso  e  determinato  senza  bisogno  di  alcuna  parentesi. 
'Perchè  la  divisione  dovrebbe  fare  eccezione? 

Secondo  il  mio  debole  parere,  sarebbe  opportuno  stabilire  una  volta 
per  tutte  il  significato  da  darsi  all'espressione  (1)  perchè  in  matematica,  più 
che  in  ogni  altra  scienza,  è  necessario  uniformità  e  precisione  di  scrittura 
e  di  linguaggio. 

Io  non  pretendo  di  risolvere  la  questione,  mi  limito  semplicemente  ad 
esporre  la  mia  opinione  affinchè  altri  esponga  la  sua  e  si  possa  cosi  togliere 
un'ambiguità  dannosa  sia  alla  scienza  che  alla  didattica. 

Se  vogliamo  intanto  ohe  la  dualità  esistente  fra  le  2  operazioni  in- 
verse di  !•  e  2'  specie  (vedi  mie  lezioni  di  Aritmetica  teorica,  cap.  V) 
non  soffra  in  nessun  caso  eccezioni  dovremo  adottare  l'interpetrazione  (a) 
perchè  per  la  sottrazione  si  ha: 

a  —  6  —  e  —  (i=  ([a  —  6]—  e)  —  d , 

quindi  cambiando  il  segno  —  nel  segno  corrispondente  dell'operazione  cor- 
relativa, si  ha: 

a:  b  :c:  d  =  ([a:  b\:  c):d  , 

Inoltre,  se  osserviamo  che  : 

a  —  b-^c  —  d  =  a  —  {b  +  c  +  d), 

se  vogliamo  che  la  dualità  accennata  sussista  ancora,  dovremo  cambiare 
i  segni  —  ,   +  nei  segni  delle  due  corrispondenti  operazioni  e  avremo 

a  :  b  :  e  .d  ^  a:{b  Xc  Xd)  j 

e  siccome  per  un  noto  teorema: 

a  :  {bcd)  =■  ([a  :  b]:  e):  d  ; 

siamo  di  nuovo  condotti  a  dovere  accettare  l'interpetrazione  (a). 

Infine  se  ricordiamo  che  dividere  per  un  numero  significa  moltiplicare 
per  il  suo  inverso,  avremo: 

a:  b  :  e  :d  ^  a  .  —  *  —  , 


a     e     d  bcd 
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che  ci  conduce  pure  alla  interpetrazione  (a);  mentre  se  si  adottasse  la 
2^  interpetrazione  l'applicazione  del  teorema  citato  all'espressione  : 

a: b : c:d, 

ne  farebbe  mutare  il  significato. 

E  bene  anche  osservare  che  adottando  la  1^  interpetrazione  si  può  enun- 
ciare il  correlativo  del  teorema  sul  valore  dei  polinomi  algebrici,  e  cioò  : 

In  un^ espressione  costituita  di  termini  separati  fra  loro  dai  segni  delle 
operazioni  di  2*  specie^  (X  0  [espressione  monomia]  per  avere  il  valore 
basta  fare  il  quoziente  del  prodotto  dei  termini  preceduti  dal  segno  X  ^ 
del  prodotto  dei  termini  preceduti  dal  segno  : 

In  favore  della  seconda  interpetrazione  si  può  dire  che  scrivendo 
l'espressione  (1)  col  segno  di  divisione  rappresentato  da  una  linea  oriz- 
zontale, si  avrebbe: 

a 


w  ~ 

e  che  quindi  sarebbe  logico  anche  dividere  b  per  la  frazione  -r  e  poi  di- 
videre a  per  il  resultato. 

Ma  si  può  rispondere  che  il  segno  di  frazione  ha  un  significato  in 
questo  caso  indeterminato,  perchè,  per  averlo  determinato,  bisognerebbe 
scrivere  in  uno  dei  modi  seguenti: 

a  a  r/^M  a 

b 


e 


d  L\al  J  d 


i  quali  conducono,  come  si  vede,  all'uno  o  all'altro  dei  due  citati  modi  d*in- 
terpetrazione. 

Aroldo  Martini  Zuccagni. 


-•-4- 


Per  una  dimostrazione  elementare 


La  dimostrazione  data  a  pag.  140  del  numero  precedente  (Sett.-Ott.)  di  questo 
Periodico  è  tutt'altro  che  elementare,  relativamente  a  quella  che  si  suol  dare,  e 
che  sostanzialmente  è  questa. 

In  conseguenza  delle  (1)  è  identicamente 

(.r  —  ;Pi) ...  (a?  —  .rn)  =  {x—  y^) . . .  {x  —  ?yn)  ; 
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per  cai  i  numeri  .v^ , . . . ,  .^d  debbono  essere  uguali  ai  numeri  y^,  . . .  ,  j/n  indi- 
pendentemente dall'ordine. 

Questa  semplicissima  dimostrazione  può  certamente  darsi  in  una  teoria  delle 
equazioni,  dove  si  suppone  conosciuto  il  calcolo  letterale  con  la  relativa  teoria 
della  scomposizione  dei  polinomii  in  fattori  primi.  Siccome  però  sono  ancora  pa- 
recchi i  libri  d'Algebra  incompleti  o  poco  rigorosi,  cosi  richiamerò  le  nozioni,  che 
l'esposta  dimostrazione  presuppone,  e  delle  quali  si  ha  bisogno  appena  si  principia 
il  calcolo  letterale,  per  poterne  insegnare  le  prime  operazioni  con  vero  rigore,  e 
senza  ambiguità. 

Osservo  anzitutto  che,  se  a^ ,  a^ ,  . . . ,  an  sono  numeri  dati  ed  a^  non  è  nullo, 

è  diverso  da  zero  per  infiniti  valori  di  x.  £  infatti  sicuramente 

per  cui  è  anche 

«oi?»  4-  a^x"""^  +  • . .  +  ffn  =  0  , 

se  jo?!  supera  il  maggiore  dei  due  numeri 

1,  (laj4-...  +  lani)  •'  l»ol. 

Di  qui  segue  che,  se  bo,b^, . ,  ,,bn  son  numeri  dati,  dei  quali  potrebbe  esser 
nullo  anche  b^,  e  non  sono  tutte  nulle  le  differenze  a^  —  b^,  a^  —  b^,. , . ,  a^  —  bn, 
sono  allora  diversi  per  infiniti  valori  di  x  così  i  due  polinomii 

a^x""  +  . . ,  4-  «n  ,        è.o:"  4-  •  •  •  -f  2>« 

come  pure  i  loro  prodotti  per  x  —  x^fX^  essendo  un  qualsiasi  numero  dato. 

Queste  nozioni,  che  sono  già  necessarie  per  stabilire  con  precisione  il  signifi- 
cato di  uguaglianza  di  due  polinomii,  bastano  per  giustificare  l'esposta  dimostra- 
zione di  poche  parole,  la  quale,  negli  elementi  d'Algebra,  si  potrebbe  sviluppare 
così. 

Il  prodotto  (r  —  i/j)  . . .  (x —  y»),  essendo  uguale  ad  {x  —  .r^)  ...  (a? —  a?a),  si 
deve  annullare  per  x^^x^,  e  ciò  esige  che  uno  dei  numeri  Vi  »  •  •  •  ^n  sia  uguale 
ad  x^  ;  sia  p.  es.  : 

Saranno  uguali  i  due  prodotti 

(a?  — .T,)...(j7=»a?n),  ('37  — y,)  -"(^  — .(/n), 

cioè  saranno  identici  i  due  polinomii  in  x  ad  essi  equivalenti,  perchè,  se  non 
fossero  tali,  non  sarebbero  uguali  neppure  i  loro  prodotti  per  a?  —  a?, ,  ohe  sono 
invece  uguali,  essendo  essi 

(X  —  X^),..{x  —  Xn)  ,  (^  — yi)..  .(O?  — yn). 

Essendo 

(07  —  a?,)  .  .  .  (  t?  —  OTn)—  (J?  —  y,)  .  .  .  (a?  —  t/n), 

deve  essere  x^  eguale  ad  uno  dei  numeri  y,  »  •  •  •  >  y»  ;  se  per  es.  è 

^t  =•  y.  » 
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deve  ancor  essere 

(a?  —  .-Cg)  .  .  .  (.r  —  Xn)  =  (^  —«/,)...  (r  —  .Vn). 

Contìnaando,  così  concladesi  appunto  che  i  numeri .'/?, ,  . . . ,  Xn  debbono  essere 
uguali  ai  numeri  .Vi  »  •  •  •  ;  2/n  indipendentemente  dall'ordine. 

F.   GlUDICB. 


«  ♦  * 


SOPRA  UN  NUOVO  MODO  DI  DEFINIRE  LE  RADICI  PRIMITIVE 

di  una  congruenza 


È  noto  che  le  radici  primitive  relative  al  modulo  p,  o  le  radici  primitive  della 
congruenza 

^p-i  ^  I     (mod.  p) 

sono  quei  numeri  che  appartengono^  secondo  il  modulo  p,  alV esponente  p  —  1  ;  o  in 
altri  termini:  a  h  radice  piHmitiva  relativamente  al  modulo  p/«e  per  qualsivoglia 
valore  v  •<  p  —  1,  è  a**  incongruo  all'unitàf  secondo  il  modulo  p. 

Orbene,  è  facile  dare  per  queste  radici  una  nuova  definizione,  ohe  si  può 
anche  riguardare  come  un  corollario  di  un  notissimo  teorema.  Si  ha  infatti:  (*) 

Essendo  p  primo,  e  d  un  divisore  di  p  —  1,  sieno  x^  e  i  due  numeri  compresi 
fra  B  e  p'f  se  si  ha 

x^^l    (mod.  i?), 


si  ha  anche: 


e  reciprocamente,  se  si  ha 


la  congruenza 

ha  0  radici. 

Ora,  r  ipotesi 


p-i 
l^   -\     (mod.;;); 


p-i 
g  ^   El     (mod.  ;;), 


ic   =  b     (mod.  p) 


a?i^  —  S    (mod.  p) 


equivale  evidentemente  a  quest'altra 

e  il  dire  che  la  congruenza 

ip^  ir  S    (mod.  p) 


{*)  Vedi  J.  A.  Serbet,  Court  d'Algibre  tupéneure,  T.  JI,  p»g.  64. 
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ha  0  radici,  è  lo  stesso  che  dire  che  esistono  6  numeri,  tali  che  messi  al  posto 
di  X,  nella 

la  soddisfano;  dunque  si  ha  questa  nuova  forma  per  il  precedente 

Tbobbma.  —  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  si  possa  determinare 
un  esponente  v  •<  p  —  1,  tale  che  la  congruenza 

gv  ^  1     (mod.  p) 

sia  soddisfatta,  è  che  sia  possibile  scomporre  il  numero  f  nella  somma  kp  4  x^  . 

E  evidente  dopo  ciò  che  ogni  numero  scomponibile  nella  somma  kp  -\-  x^  non 
potrà  essere  radice  primitiva  relativamente  al  modulo  p;  per  conseguenza  potremo 
dire  che: 

Un  numero  £  è  radice  primitiva  relativamente  al  modulo  p,  se  non  è  possibile 
la  decomposizione 

^^kp^x\ 

dove  k  è  un  numero  intero,  x  primo  con  p,  e  B  un  divisore  ài  p  —  1  diverso  dal- 
Vunità. 

Consideriamo  per  es.  la  congruenza 

g*El     (mod.  5). 

Essa  ammette  4  radici,  che  sono  i  numeri  1,  2,  8,  4:  di  questi  due  soltanto  ap- 
partengono all'esponente  4,  ossia  sono  radici  primitive:  il  2  e  il  8.  In  conseguenza, 
sarà  impossibile  porre  il  2  e  il  3  sotto  la  forma 

kp  +  x^  ; 
e  poiché  si  ha  6  =  4  oppure  0  =  2,  sotto  una  delle  forme 

hk  +  x*        ;         5A;  -f  x*. 
E  facile  verificarlo:  infatti,  essendo  x  primo  con  5,  sarà  di  una  delle  forme: 

5«4-l,        5fi  +  2,        5» +  3,        5» +  4. 

Ma  se  supponiamo  che  x  sia  della  1*  forma  o  della  4%  x*  e  x*  saranno  della  forma 
5n  +  1;  e  se  supponiamo  che  x  sia  della  2*  forma  o  della  3%  x*  e  x*  saranno 
della  forma  5n-f*4;  dunque  le  due  espressioni 

hk  +  x*        e         5A:  +  X* 

sono  impossibili  pei  numeri  2  e  3. 

Resta  poi  ancora  dimostrato  che  sotto  tale  forma  possono  mettersi  i  numeri 
1  e  4,  che  non  sono  radici  primitive. 

.    Da  ultimo  si  può  osservare  che,  messo  sotto  la  nuova  forma,  il  teorema  che 
ho  ricordato,  è  suscettibile  di  una  lieve  estensione:  infatti  per  poter  determinare 

un  esponente  v  <<  p  —  1,  tale  che  g''  E  1  (mod.  p),  nel  caso  che  ^—^ —  «=  numero 

pari  e  k  positivo,  basta  che  sia,  essendo  a?  !>  0,  li  =  kp  —  x^  ;  e  che  dal  teorema 
stesso  segue  ancora  il 
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Corollario.  —  Se  B  è  U  più  grande  divisore  di  p  —  l,  che  soddisfa  la  relazione 

nella  quale  x  è  primo  con  p,  (p  primo  e  k  un  numero  intero),  sarà      ^     ==  al  mi- 
nimo valore  di  v  che  soddisfa  alla  congruenza 

5"  E  1     (mod.  p). 
Genova,  25  Gennaio  1897. 

G.  Musso. 


SULLE  DEFINIZIONI  DI  EPZIONE  E  DI  SISTEMA  DI  EQUAZIONI 

1.  Alcuni  autori  (*)  danno  la  definizione  seguente:  equazione  è  un* eguaglianza 
che  non  è  verificata  se  non  per  *ierti  valori  delle  lettere  che  si  trovano  nei  termini 
dell'eguaglianza.  —  Altri  (*ì  danno  quest'altra:  si  chiama  equazione  un'eguaglianza 
la  quale  non  è  soddisfatta  per  qualunque  valore  delle  lettere  che  in  essa  compariscono. 

Varie  obiezioni  possono  esser  mosse  contro  queste  definizioni.  Anzitutto  si 
può  osservare  che  non  v'ò  regola  generale  per  stabilire  se  una  data  eguaglianza 
sia  soddisfatta  soltanto  da  particolari  valori  delle  lettere,  o  se  non  sia  soddisfatta 
da  tutti  i  valori  delle  lettere  contenutevi  ;  (')  e  quindi,  volendo  seguire  l'una  o 
l'altra  delle  suddette  definizioni,  si  urta  contro  la  difficoltà  di  decidere  se  ad  una 
data  eguaglianza  spetti  il  nome  di  equazione.  Allorquando  poi  la  diMcoltà  si  sap- 
pia superare,  il  nome  di  equazione  non  potrebbe  esser  dato  che  in  ultimo,  quando 
cioè  non  vi  sia  alcun  dubbio  sulla  specie  dell'eguaglianza  di  cui  si  tratta.  —  D'al- 
tra parte,  le  suddette  definizioni  corrispondono  esse  nel  modo  il  più  esatto  a  ciò 
che  in  pratica  s'intende  ordinariamente  colla  parola  equazione?  Secondo  le  defi- 
nizioni stesse,  l'equazione  apparisce  come  il  contrapposto  della  identità,  {*)  ma  se 
si  va  a  sfogliare  i  nostri  libri  di  testo  si  vedrà  che  quasi  tutti  gli  autori  conser- 
vano il  nome  di  equazione  anche  all'eguaglianza  identica.  Così  Arzilà,  (')  discu- 
tendo la  formula  di  risoluzione  dell'equazione: 

are  +  6  =  a'x  -f  h  , 

dice  che  se  a  —  a'  =s  0,  &  —  &'  =  0,  ogni  valore  che  si  possa  pensare  per  la  x 
soddisfa  s\V  equazione  ;  Amanzio  (*)  dice  che  se  ^^^  P  0,  Q  »--  0,  ^equazione: 


(1)  BsLLACCHi,  I^ztoNi  ed —nrcizi  <l'a;p«frra,  y.  II,  P.  II,  Firenze,  Barbera  1891,  pag.  2;  Bbbtraitd, 
Traiti  d'algibrw.  Paria,  Haehette  1879,  V.I,  pag.  81;  Faifofbb,  Algebra,  Yeneaia,  tip.  Emiliana  1895, 
pag.  109;  VxsALLX  e  Hahdbs,  Algebra,  Livoroo,  Giaetl  1893,  pag.  164;  Giuli akt,  Algebra,  Torino,  Loe- 
seher,  pag.  29,  ecc. 

(<)  GimBO  e  Pooei,  Algebra,  Torino,  Paravia  1895,  pag.  96:  Mobbho,  Algebra,  Napoli,  Pellerano 
1887,  pag.  116;  Tbsti,  Coreo  di  Matematiche,  VII,  Livorno,  Giuati.  pag.  S14:  Gabbibbi,  Algebra,  Pa- 
dova, Sacchetto  1896,  pag.  106;  Amarzio,  Algebra,  Napoli,  Pellerano  1892,  pag.  242;  ecc. 

(3)  V.  per  08.  Gazzakioa,  Libro  d'aritmetica  e  d'algebra  elementare,  Padova,  Sacebetto  1896, 
pag.  220. 

{*)  Sa  questo  ponto  insiatono  infatti  quasi  tatti  gli  autori.  V.  per  es.  Abzelà,  Algebra  ^men- 
tare,  Firenze,  Le  ^onnier  1830,  pag.  163;  Tbsti,  o.  e.  pag.  313;  Faifofbb,  o.  e.  pag.  108;  ecc. 

(*)  0,  e,  pag.  187. 

(0)  0.  e.  pag.  258. 
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sì  riduce  alla  identità  0  =3  0,  e  perciò  essa  stessa  è  un'  identità;  Brbtband  (')  dice 
che  Vequazione 

ax  4-  b=^  ax  +  h 

è  soddisfatta  qualunque  sia  x\  eoe.  ecc.  Insomnaa  da  tutti  si  adopera,  anche  nel 
caso  considerato  la  parola  equazione  invece  dell'altra  identità,  e  ciò  contrariamente 
alla  definizione  data.  Egli  è  che,  con  ragione,  si  trova  conveniente  di  dare  alla 
parola  equazione  un  senso  più  esteso  di  quello  espresso  dalle  definizioni  suddette. 
Si  può  infine  aggiungere  che,  secondo  la  prima  definizione,  una  eguaglianza  come 
ad  es.  la  seguente: 

3a;  -h  4  =  3;c  -f-  7 

non  potrebbe  meritare  il'^mnvFdi  equazione,  giacché  essa  non  è  verificata  da  nes- 
sun valore,  mentre,  secondo  la  definizione  stessa,  sembrerebbe  necessario  che,  per 
meritare  il  nome  di  equazione,  Tuguaglianza  dovesse  essere  soddisfatta  da  un  va- 
lore almeno.  Limitandosi  ai  numeri  reali,  come  fanno  parecchi  autori,  neppure  si 
potrebbe  chiamare  equazione,  secondo  la  prima  definizione,  un'eguaglianza  della 
forma  x*^  ==  a,  dove  a  è  un  numero  negativo,  appunto  perchè  anche  questa  ugua- 
glianza non  sarebbe  soddisfatta  da.  nessun  valore.  Tuttavia,  gli  autori  che  seguono 
la  prima  definizione,  conservano  anche  in  questi  casi  il  nome  di  equazione.  P.  es. 

Faipofkr(")  dice  ohe  se  a  ^  a^,  b       b',  Vequazione: 

ax  +  b^^  a'x  +  6' 

non  ammette  nessuna  soluzione.  Lo  stesso  autore,  (')  considerando  l'equazione  di 
2.'*  grado: 

^  -^pc  +  q^O, 

dice  che  se  p*  -^iqK.  0,  Vequazione  nan  ha  soluzioni.  (*) 

2.  È  bene  quindi  di  vedere  come  deve  esser  posta  la  definizione  di  equa- 
zione, se  si  vuole  che  contro  di  essa  non  si  possano  muovere  le  obiezioni  suddette, 
o  altre  che  sieno.  A  me  pare  che  si  potrebbe,  a  tal  uopo,  precedere  nell'  insegna- 
mento come  segue. 

Con  opportuni  esempi,  si  comincierà  col  fare  osservare  che,  date  due  espres- 
sioni algebriche  qualisivogliano,  (*)  possono  darsi  i  casi  seguenti:  V  esse  assumono 
valori  uguali  soltanto  per  alcuni  valori  delle  lettere;  (*)  2^  assumono  valori  disu- 
guali per  tutti  i  valori  delle  lettere;  3'  assumono  valori  uguali  per  tutti  i  valori 
delle  lettere.  —  Si  dirà  poi  che,  nell' intento  di  scoprire  quale  di  questi  tre  oasi 
abbia  luogo  quando  sono  date  due  espressioni  algebriche  qualisivogliano,  si  co- 
niinoia  col  frapporre  a  queste  il  segno  "=,  chiamando  equazione  la  scrittura  che 
si  ottiene.  Cosicché  si  potrebbe  dare  la  definizione  ohe  segue: 


(1)  0.  e.  VI,  pag.  153. 

(5)  o.  e.  pag.  133. 
(8)  o.  e.  pag.  299. 

{*)  y.  aaohe  YzsALLX  e  Makdbs,  0.  e.  pag.  173;  Bbbtbamd,  0.  e  pag.  153;  Bellacchi,  o.  e.  pag.  16. 

(6)  Le  due  eapreasioni  potrebbero  anche  essere  Tana  aritmètica  e  Taltra  algèbrica.  —  Sul  senso 
dato  qni  alle  Mpressioni  aritmètiche  e  algèbriche  e  ai  valori  delle  medesime,  si  legga  Gazzanioa, 
0.  e.  pag.  191,  192. 

(<)  In  qoanto  aireguaglianza,  o  meno,  delle  due  espressioni  algebriche  per  il  caso  in  cui  per 
qoalohe  valore  delle  lettere  esse  assumono  yalori  infiniti,  si  vegga  quanto  ottimamente  dice  in  pro- 
posito AxAKZio,  0,  e.  pag.  385  e  seg. 
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EqtMziùne  è  l'eguaglianza  posta  tra  due  espressioni  algebriche  nelV  intento  di 
scoprire  se  esistono  o  no  valori  delle  lettere  per  %  quali  le  due  espressioni  algebri- 
che acquistano  valori  uguali  e  di  trovare  tutti  i  detti  valori  nel  caso  che  esistano,  (^) 

3.  Passando  ai  sistemi  di  equazioni,  trovo  che  alcani  autori  (')  pongono  la 
definizione:  si  chiama  sistema  di  equazioni  un  insieme  di  equazioni  che  deòhono 
essere  soddisfatte  dai  medesimi  valori  delle  incognite;  mentre  altri  (')  danno  l'altra 
poco  differente:  si  dice  sistema  di  equazioni  un  insieme  di  equazioni  che  sono  sod- 
disfatte dagli  stessi  valori  delle  incognite. 

Contro  queste  definizioni  possono  pure  essere  mosse  alcune  obiezioni.  Anzi- 
tutto si  può  osservare  che  anche  qui  si  urta  contro  la  difficoltà  di  decidere  se 
ad  un  insieme  di  equazioni  spetti  il  nome  di  sistema.  Quando  poi  questa  difficoltà 
si  sappia  superare,  il  nome  di  sistema  non  potrebbe  esser  dato  che  in  ultimo. 
Inoltre  le  dette  definizioni  non  corrispondono  esattamente  a  ciò  che  in  pratica 
s'intende  ordinariamente  per  sistema  di  equazioni.  Seguendo  le  definizioni  stesse, 
sembrerebbe  che  il  nome  di  sistema  non  si  potesse  dare  ai  complessi  di  equazioni 
che  non  sono  soddisfatte  dagli  stessi  valori  delle  incognite,  per  es.  al  complesso: 

/  8x  +  4i5^  -  5 
\  3a7  +  4y  =  7; 

tuttavia  tutti  gli  autori  citati  chiamano  sistemi  anche  i  complessi  di  equazioni  in- 
compatibili. Così  Amanzio,  (*)  considerando  il  complesso  delle  due  equazioni  : 

ax  4-  hìf  =  h 
a'x  -f  h'ìj  =  k' 

nell'ipotesi  ah'  —  a'&  =»- 0,  dice:  in  questo  caso  dunque  si  deve  concludere  che  il 
dato  sistema  non  ammette  soluzione.  {*')  Gazzanjga,  (')  scostandosi  un  po'  dagli 
altri  autori,  contempla  dapprima  il  caso  di  due  equazioni  con  due  incognite  e  dice 
che  esse  costituiscono  un  sistema  se  fra  le  soluzioni  dell'una  vi  sono  anche  sclu» 
zioni  dell'altra;  e  se  pi  sono  inoltre  soluzioni  dell'una  che  non  sono  anche  soluzioni 
dell'altra  equazione.  Con  ciò  sono  esclusi  tanto  i  sistemi  impossibili,  come  quelli 
indeterminati.  Benchò  l' A.  si  attenga  poi  scrupolosamente  alla  definizione  posta, 
io  non  credo  che  sia  conveniente  in  pratica  di  seguirlo  in  questa  definizione  piii 
ristretta.  Anche  in  geometria  analitica,  per  esempio,  la  parola  sistema  ha  un  si- 
gnificato pili  largo  di  quello  attribuitole  da  Gazzanioa. 

4*  A  me  pare  che  si  potrebbe  procedere  nell'insegnamento  come  segue.  — 
Con  opportuni  esempi  si  oomincierà  col  fare  osservare  che,  date  più  equazioni  con 
pili  incognite,  sono  possibili  i  seguenti  casi:  V  che  le  equazioni  abbiano  soltanto 
alcune  soluzioni  comuni;  2®  che  non  abbiano  nessuna  soluzione  comune;  8*  che 
abbiano  infinite  soluzioni  comuni.  Si  potrà  quindi  dare  la  seguente  definizione: 


(1)  Amahzio,  0.  e.  pag.  291  ;  Cuneo  e  Poooi,  o.  e.  pag.  186;  Faifofbb,  o.  e.  pAg.  163;  Tistt,  o.  e. 
pag.  871;  Gabbixri,  o.  e.  pag.  146;  Mobbro,  o.  c.  pag.  118;  Bbbtravd,  o.  e.  pag.  97;  ecc. 

(S)  Bbllacchi,  o,  e,  pag.  67:  Viballi  e  Mandbs,  o.  <•.  pag.  204;  ecc. 

(S)  Questa  mia  noterella  era  preparata  fio  dall'agosto  1896.  Nel  frattempo,  l'egregio  mio  amico 
prof.  GAzzAinoA,  pabblicando  la  2*  edizione  del  suo  ottimo  libro  di  Aritwtiea  e  di  Algebra,  tenne 
conto  delle  idee  che  esprimo  in  questa  nota,  idee  ohe  avevo  sottoposto  al  suo  autorevole  parere. 

(^)  o.  e.  pag.  804. 

(S)  Si  vegga  anche  FAirorsB,  o.  e.  pag.  181  ;  Tbsti,  o.  c  pag.  396;  Visalli  e  Habobb,  o.  e.  pa- 
gina 213  ;  ecc^ 

{^)  0.  e.  pag.  249  e  sog. 
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Chiamasi  sistema  di  equazioni  un  complesso  di  equazioni  che  si  considerano 
contemporaneamente  nell'intento  di  scoprire  se  esse  hanno  o  no  delle  soluzioni  eo' 
muniy  e  di  trovare  tutte  queste  soluzioni  nel  caso  che  esistono. 

5*  Quanto  si  è  detto  relativamente  alle  equazioni  e  ai  sistemi  di  equazioni 
può  estendersi  alle  inequazioni  e  ai  sistemi  di  inequazioni.  Tssti  (*)  chiama  ine- 
quazione (disuguaglianza  problematica)  una  disuguaglianza  che  sia  soddisfatta  sol- 
tanto quando  ai  simboli  si  danno  valori  maggiori  o  minori  di  certi  determinati 
numeri.  —  Yisalli  e  Mandbs  (*)  dicono  che  inequazione  è  un*  ineguaglianza  che 
non  è  veìificata  per  tutti  i  valori  delle  lettere  che  contiene. 

Contro  queste  definizioni  si  possono  muovere  le  solite  obbiezioni,  e  quindi  mi 
sembra  conveniente,  anche  per  seguire  una  via  analoga  a  quella  indicata  per  le 
equazioni,  di  procedere  come  segue. 

Per  mezzo  di  esempi,  si  comincierà  col  fare  osservare  che  date  due  espres- 
sioni algebriche  qualisivogliano,  può  darsi  che  la  prima  di  esse  assuma  un  valore 
maggiore  o  minore  di  qnello  che  assume  la  seconda:  1^  soltanto  per  particolari 
valori  delle  lettere;  2^  per  nessun  valore  delle  lettere;  S*^  per  tutti  i  valori  delle 
lettere.  Si  dirà  poi  che,  nell'intento  di  scoprire  quale  di  questi  tre  casi  abbia 
luogo  quando  sono  date  due  espressioni  algebriche  qualisivogliano,  si  comincia 
col  frapporre  a  queste  il  segno  I>  o  <!,  chiamando  inequazione  la  scrittura  che 
si  ottiene.  Cosicché  si  potrà  dare  la  definizione  che  segue: 

Inequazione  è  una  disuguaglianza  posta  tra  due  espressioni  algebriche  neìV in- 
tento di  scoprire  se  esistono  o  no  valori  delle  lettere  per  i  quali  una  delle  due  espres- 
sioni algebriche  acquisti  un  valore  maggiore  o  minore  di  quello  che  assume  Valtra, 
e  di  trovare  tutti  i  detti  valori  nel  caso  che  esistono. 

Osservazioni  analoghe  alle  precedenti  possono  essere  fatte  pei  sistemi  d' ine- 
quazioni. 

Fermo,  agosto  1896. 

COBRADO  ClAMBERLINI. 


UN  TEOREMA  SUL  TRIANGOLO  C) 


In  ogni  triangolo,  il  rettangolo  di  un'altezza  e  del  segmento  che  va  dalVortO' 
centro  al  lato  corrispondente  a  quella^  è  equivalente  al  rettangolo  delie  projezioni 
degli  altri  due  lati  sul  primo. 

Sia  ABC  un  triangolo  qualunque;  dalla  figura  risulta  che  Tangolo  B  è  con- 
siderato nei  tre  casi  B  =  90'*;  sia  H  Pòrtocentro  del  triangolo  e  sia  D  il  piede 


{})  o.  e.  pag.  182. 
(<)  o.  e,  pag.  245. 
(>)  Joum.  de  MathématiqH$a  élénuntairéè  par  H.  VuiBlST,  ann.  21,  n.  7. 
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deiraltezza  partente  da  B.  Odservando  allora  ohe  i  due  triangoli  AHD,  BDC  sono 

simili,  si  ha 

HD      AD 

DC  ""  BD  ' 
da  cui 


HD  .  BD  —  DC .  AD. 

Siccome  si  può  ripetere  la  cosa  per  gli  altri  due  lati  del  triangolo  ABC  il  teo- 
rema è  dimostrato. 

Applioaziokb  I.  —  Indichiamo  gli  elementi  relativi  all'altezza  con  ha,h'\,,... 
e  quelli  relativi  al  lato  con  a^a^,....  Dal  teorema  dimostrato  si  ha 

da  cui 

essendo  d'altra  parte 

sostituendo  questi  valori  di  a/ ,  a,"  nella  precedente  si  ottiene 

ed  analogamente  si  trovano  le  altre  eguaglianze 

2  W  +  A." -f  Ab"  —  c« . 
Da  queste  si  ha 

(1)  2  [VA."  +  Ab'Ab"  +  hi  he''  +  *.'•  +  V*  +  V)  —  a*  +  ò«  +  e*, 

£  noto  ora,  essendo  H'H"' incognito,  che 

h/hr  =  Ab'Ab"  —  he' he'  '  —  H'H"  ; 
ed  è  noto  ancora  che 

a*  +  K'*  =  ft"  +  A'b*  —  e"  +  Ac'*  —  4R«; 
e  combinando  queste  due  ultime  formolo  colla  (1),  si  ha 

2  (H'H"  4-  4R«)  =  (a"  -f  6*  +  e*  )  ; 
da  cui  si  ha  la  formola 

fl'  4-  A'  4-  e» 

A.'A."  =  Ab'Ab"  «  Ac'A.'*  =-      ^^  ^      -  4B*. 

II.  —  Indicando  con  x,  y,  z  le  coniugate  isogonali  delle  altezze  di  un  triangolo^ 
8Ì  ha 

x-V  'I  ^z   __  1  1 1 

4RS         ""  a  (A.  +  A.'  )  "^  6  (Ab  -i-  Ab")       e  (A.  +  Ae'  )  * 

È  noto  il  seguente  teorema  di  Steiner:  se  due  coniugate  isogonali  AM,  AN 
dell'angolo  BAC  del  triangolo  ABC,  incontrano  il  lato  opposto  BC  in  M  ed  in  N,. 
si  ha  la  relazione 


.    AM*:AN*  — BM.MC:BN.NC. 

Osservando  allora  che  la  coniugata  isogonale  delPaltezza  passa  per  il  centra 
del  cerchio  circoscritto  al  triangolo,  applicando  il  teorema  ora  enunciato,  si  ha 


x'        BN.NC       a:(2R  — a:)' 
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da  cui 

2RA.  he 


hm  -+•  ^»  ^«4"  ^« 

epperò 

abe  4RS 


Analogamente  operando  per  t/  e  z  sì  ha  la  forinola  enunciata. 

III.  —  Indicando  con  D,  £,  F  rispettivamente  i  piedi  delle  altezze  h^,  Aki  ht  di 
nn  triangolo  acutangolo  ABC  (è  facile  stabilire  le  considerazioni  analoghe  per  gli 
altri  casi),  si  ha  la  formola 

c*.DC  + V.BD       o'.EA-fcVCE       AVFB  +  a*.AF_g 

Dal  teorema  di  Stewart  si  ha 

AB" .  DC  +  AC» .  BD  =  BO  ( AD«  +  BD  .  DC)  , 
ossia 

e» .  DO  +  ft« .  BD  =  S  (fc.  4-  *."). 

Analogamente  si  deducono  le  altre  parti  della  formola  enunciata. 

IV.  —  Colle  notazioni  precedenti  si  ha  in  generale 

BD.FC       e_ 
DC.be""  6* 

Applicando  il  teorema  di  Stewart  al  triangolo  ABC,  si  ha 

BC .  AD*  —  BD  .  AC»  —  DC .  AB*  -f  BC  .  BD .  DC  =»  0. 

Applicando  lo  stesso  teorema  al  triangolo  BHC  (H  è  Tortocentro  del  triangolo  ABC), 

si  ha  

BC .  HD'  -^  BD  .  HC«  —  DC  ."HB«  -^  BC  .  BD  .  DC  =  0, 

Sommando  ora  queste  due  formolo  si  ha  Taltra 

BC  ( AD»  +  HD^)  -  BD  ( AC*  +  HC^)  —  DC  ( ÀF  +  hF)  +  3BC .  BD .  DC  =  0, 

e  tenendo  conto  che  si  ha  pure 


AD"  +  HD-  «  HA"  4-  2AD  .  HD, 

AC'  +  OH'  =  AH»  4-2AC.FC, 

ÀF  +  HB*  =  HA»  -h  2AB  .  BE, 
la  precedente  diviene 

HA»(BC--BD-DC)  +  2BC(AD.HD--BD.DC)4-2(DC.AB.BE-BD.CA.FC)=0, 

ma 

BC  —  BD  — DC  =  0,    AD.HD-BD.DC  =  0, 

epperò  la  precedente  diviene  la  formola  enunciata. 

Y.  Dal  teorema  enunciato  in  principio  risulta  ancora:  Costruendo  sui  lati  di 
nn  triangolo  ABC  i  tre  triangoli  simmetrici  A'BC,  B'AC,  C'BA,  il  cerchio  circo- 
scrìtto al  triangolo  ABC  taglia  le  AA',  BB',  CC  rispettivamente  negli  ortocentri 
di  questi  triangoli;  e  le  circonferenze  a  queste  circoscritte  si  tagliano  nell'orto- 
centro del  triangolo  fondamentale  ABC. 

Guagnano  (Lecce). 

Dott.  Gt,  Candido. 
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SOLUZIONE  DELLE  PSTiONl 

m  m*  2%*  m*  m*  m*  m*  m*  m*  m*  e 


291.  1^.  Se  per  un  punto  M  del  piano  di  un  triangolo  ai  tracciano  delle  pa- 
rallele  ai  lati  e  si  costruiscono  i  coniugati  armonici  di  M  rispetto  ai  segmenti  in- 
tercetti dai  lati  su  queste  parallele,  i  tre  punti  co  A  determinati  sono  in  linea  retta. 

2*.  Le  rette  ottenute  colla  costruzione  precedente  per  un  punto  ed  i  suoi  isoba- 
rici, 0  per  i  tre  punti  semireciproci  di  un  punto  da4o,  formano  un  triangolo  che 
è  triplamente  omologico  a  quello  fondamentale, 

JuAV  I.  DubIn  Lobiga. 

> 

Risoluzione  e  goneraiizzazione  dol  tig.  prof.  F.  Ferrari. 

V.  Si  tirino  dal  punto  M  tre  rette  qualunque  MX,  MX',  MX"  ad  incontrare 

rispettivamente  i  lati  a,  b,c  (o  i  loro  prolungamenti)  del  triangolo  fondamentale 

ABC  nei  punti  X,  X',  X'',  e  sieno  Q,  Q',  Q''  rispettivamente  i  coniugati  armonici 

di  M  rispetto  ai  segmenti  delle  rette  MX,  MX^  MX''  intercetti  dalle  coppie  di  lati 

{b,  e),  (e,  a),  {a,  b)  rispettivamente.  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè 

Q,  Q',  Q''  sieno  in  linea  retta  è  che  sieno  in  linea  retta  i  punti  X,  X',  X'^ 

BX 
Ponendo  7^  «■  m,  le   coordinate   baricentriche  di  X  rispetto  ad  ABC  sono 

{0,  l,  m),  e  ponendo  dunque  in  coordinate  baricentriche  M  (a*,  P',  Y)t  Q  C^»  f$  Y)i  poi- 
ché M,  Q,  X  sono  in  linea  retta,  sarà 


(1) 


a 

P 

Y 

a' 

r 

r' 

0 

1 

m 

«0, 


Chiamando  Y,  Z  i  punti  ove  MX  sega  rispettivamente  b,e;  ed  M«,  Q«  le  proie- 
zioni di  M,  Q  su  a  da  A,  si  ha  inoltre 

(ZTMQ)  —  (BCM.Q.)  =  -  1 
donde 

^^^  QaC  M.C  ' 

ossia 

1      —il 

Dalle  (1),  (2)  si  ottengono  le  coordinate  di  Q,  e  cioè 

a:  p  :  Y  =  a'  (mp'  +  y'):  P'  (wp'—  yO  :  -  y'  W  -  Y')- 
Le  coordinate  di  Q',Q'',  ponendo 

CX'  ,  AX"         ,, 


X'A  '     X"B 

si  avranno  evidentemente  da  quelle  di  Q,  mutando  m  in  m'  0  in  m",  e  permu- 
tando circolarmente  fra  oc",  P',y'  e  fra  a,  P,  Y;  ai  avrà  dunque  per  Q' 

p  :  Y  :  a  =»  P'  (m'f  -f  a')  :  y'  {m'f  —  a'):  —  a'  {mY  —  a') 
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=sO 


per  Q" 

Y  :  a  ;  p  =  Y'(w"a'  +  PO  :  «'(»»"«'  —  P')  :  -  P'(m"a'  —  p'). 

La  condizione  perchè  Q,  Q',  Q  '  sieno  in  linea  retta  è  quindi 

a'(mp'  +  Y')  P'  (mp'  -  y')  -  Y'(mP'  -  y') 

—  a'(m'Y'  —  «0  P'(m^'  —  a')  y'(w't'  —  «') 

a'(m"a'  —  B'         —  p'(m"a'  —  P')  Y'(»»"a'  +  P') 

Il  determinante  è  eguale  a 

4a'«p'«Y"(ww»'»»"4-l); 
onde  la  condizione  predetta  ritenendo  che  M  non  sia  sul  perimetro  di  ABC  (cioè 
che  nessuna  delle  a',  P',  y'  BÌa  zero),   nel  quale  caso  evidentemente  le  Q,  Q',  Q^' 
sono  sempre  in  linea  retta,  perchè  due  di  esse  coincidono  con  M,  si  riduce  alla 

(3)  tn  fi/  m"  =  —  1 , 

cioè  X,  X',  X''  in  linea  retta. 

2^  Sieno  ora  P  (p',  f,  a'),  S  (y',  «'  P')  i  due  punti  isobarici  di  M.  Da  P  si  ti- 
rino tre  rette  a  dividere  a,  b,  e  rispettivamente  nei  rapporti  m',  m'',  m,  e  da  S  tre 
rette  a  dividere  a,  b,  e  rispettivamente  nei  rapporti  tn'^,  m^  tn,  e  si  costruiscano 
rispetto  a  P  e  ad  S  le  due  terne  di  punti 

(Q.,Q'i,Q".),  (Q.,Q'„Q".) 

analoghe  alla  terna  (Q,  Q',  Q")- 

Permutando  circolarmente  fra  m,  tnf,  m"  e  fra  a',  p,  y'>  dalle  coordinate  di  Q 
si  dedurranno  quelle  di  Q^  e  Q,,  dalle  coordinate  di  Q'  quelle  di  Q\  e  Q^g,  dalle 
coordinate  di  Q''  quelle  di  Q'\  e  Q'%.  Fatto  ciò,  si  trova  che  i  punti  (Q,Q"tQ'.) 
sono  fra  loro  isobarici,  come  pure  i  punti  (Q',  Q,,  Q",),  e  i  punti  (Q'',  Q\,  Q,),  e 
perciò  le  rette  QQ',  Q  \Q^,  Q',Q'%,  ossia,  nell'ipotesi  (3),  le  rette  QQ'  Q'^  Q'  ^Q,Q\, 
Q'tQ'  tQi  ^^  incontrano  in  tre  punti  fra  loro  isobarici,  che  quindi  formano  un  trian- 
golo triplamente  omologico  ad  ABC. 

Tre  punti  semireciproci  di  un  punto  dato  sono  fra  loro  isobarici;  onde  questo 
caso  neutra  nel  precedente. 

Si  noti  che,  indipendentemente  dall'ipotesi  (8),  i  triangoli  (Q,  Q"j,  Q'J,  Q',  Q^, 
Q".).  (Q",  Q  ,.  Q.)  e  i  trilateri  (QQ',  Q",Q..  Q'.Q".),  (QQ".  Q",Q\,  Q'.Q.).  (Q'Q", 
QiQ't»  Q'^Qt)  ^^^^  ^^^^^  triplamente  omologici  con  ABC,  siccome  aventi  per  ver- 
tici terne  di  punti  isobarici. 

292*.  Mostrare  che  le  rctdiei  délVequazione  quadratica 

(1  —  X)  X»  —  [a  +  a'  —  X  (b  4-  b')]  x  -f  aa'  -  Xbb'  =  0, 
ove  a,  b,  a',  V,  X  sono  numeri  reali,  sono  sempre  reali  e  distinte  se  è 
X(a  — b)(a'— b')>0;     e  se  è    X(a  -  b)  (a' —  b')  <  0, 

dette  radici  possono  essere  reali  e  distinte,  reali  ed  eguali,  o  immaginarie  coniugate. 

A.  Drl  Re. 

Risoluzione  dei  sig.  Guido  Bordi  alunno  del  R.  Istituto  Tecnico  di  Piacenza. 
Calcolo  il  discriminante  deirequazione  quadratica  proposta  : 

D  =  [a  4-  a'  —  Xfò  -h  b')J  -f  4(X  —  1)  {aa'--  Ub'), 

D  «=.  (a  4-  a'Y  4-  X«  (6  -f  b'Y  —  2X(a  4-  a'){b  4-  6')  +  4Xaa'  —  4X«66'—  4aa' 4-4X65' 
D  =  a'  4-  a"  4-  2aa'  4-  X"6«  4-  X*b'^  4-  2X«6ò'  —  2Xa6  —  2Xa6'  —  2Xa'&  —  2Xa'6^  4- 
4-  4Xaa'  -  4X*66'  —  4aa*  4-  4XW, 


I 
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D  —  »•  +  X*b*  -  2Xab  +  a'*  -f  X«6"  —  2Xa'b'  —  2aa'  —  2Xab'  —  2Xa'b  -  2X*66'  + 

+  4Xaa'  +  4X66/ 
D  =  (a  —  X6)*  -h  (a'  —  X60"  —  2aa  -  2X66'  -f  2Xa6'  f  2Xa'6'  +  4Xaa'  f  4X66'  — 

—  4Xa6'  —  4Xa'6,    . 

D  «  (a  -  X6)»  f  (a'  —  X6')'  -  2  [aa   +  X« 66'  —  Xa6'  -  ^a'6]  +  4X  [aa'  +  66'  — 

—  ab'  —  a'6], 

D  =-  (a  -  X6)«  4-  (a'  -  X6')»  -  2  [a(a'  -  X6')  -  X6  (a'  -  X6')]  +  4X  [a(a'  —  6')  — 

_ft(a'-6')], 
D  =  (a  —  X6)*  -h  (a'  —  X6')«  -  2(a  ~X6)  (a'  —  X6')  +  4X(a  -  6)  («'  —  6'), 
D  —  [(a  —  X6)  -  (a'  —  X6')J*  -f  4X(a  -  6)  (a'  —  6'), 

D  —  [a  —  a'  -  X(6  —  6')]*  -f  4X(a  —  6)(a'  —  6'). 

Ora  il  primo  termine  essendo  un  quadrato  è  positivo,  quindi  per 

X(a  — 6)(a'  — 6)>0 

le  radici  sono  reali  e  distinte,  perchè  D  !>  0. 

Se  X(a  —  6) (a'  —  2)')<I0,  si  possono  considerare  tre  casi:  che  il  primo  ter- 
mine superi  il  secondo  in  valore  assoluto,  e  allora  le  radici  sono  reali  e  distinte, 
perchè  D  ^  0  ;  che  il  primo  termine .  sia  eguale  al  secondo  in  valore  assoluto, 
allora  D  =  0,  e  quindi  le  radici  sono  reali  ed  uguali  ;  in  fine  che  il  primo  termine 
sia  minore  del  secondo,  e  in  questo  caso,  essendo  D<cO,  le  radici  sono  immagi- 
narie coniugate. 

295*.  Di  un  ttnangolo  isoscele  sono  dati  il  perimetro  2p  e  Valtezza  h,  determi' 
nare  i  lati  e  gli  angoli  del  triangolo. 

Condizione  di  possibilità  del  problema  e  caso  in  cui  U  triangolo  è  equilatero. 

BBIJ.ACOHI. 

Risoluzione  del  sig.  Emanuele  Palumbo  Todaro,  studente  della  R.  Università  di  Palermo. 

Indicando  con  v  e  y  rispettivamente  il  lato  e  la  base  del  triangolo  isoscele, 
le  equazioni  per  mezzo  delle  quali  si  risolve  il  problema  sono: 

(1)  2a:-f-y  =  2p         \ 

(2)  4^'  +  //•  -  4ar'    / 

Risolvendo  la  (1)  rispetto  ad  y,  e  sostituendo  il  valore  di  questo  nella  (2)  si 
ha  riducendo 

.      V  4-  ;>'  =  2px 
da  cui 

h'-^p' 


X 


2P      • 
Sostituendo  poi  questo  valore  nella  (1)  e  risolvendo  rispetto  ad  y  otteniamo: 

^  ^  P  p 

Denotando  ora  con  a  uno  degli  angoli  alla  base,  risulta  evidente  la  seguente 
relazione 

2ph 
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e  chiamando  P  Tangolo  al  vertice  si  ha: 

Ben  p  ---  —  sen  a  «  — — — . 

a?  (*   +  P  ) 

Discussione.  —  Dalle  forinole  trovate  emerge  che  la  condizione  di  possibilità 
del  problema  è  che  p*  —  h*  sia  maggiore  di  zero,  cioè  che  p  sia  maggiore  di   h. 

Affinchè  il  triangolo  sia  equilatero  deve  essere  8x'  ■■  4^*  ossia  p  »  ^Vs   es- 
sendo in  questo  caso  x  =  -^. 

824**  Mostrare  come,  risolvendo  rispetto  ad  u,  y,  w  le  equazioni 

'  ^  >»  (—  <*'  4-  g*  4- 1^*)  —  2  (liv  -f  vtr)  u 
~"    M*  4-  p'  +  «?■  —  2Xu  ~  2nr  —  2v«? 
|x  («■  —  r"  4-  f«?')  —  2  (vm;  4-  Xm)  r 
"  tt"  4- 1?*  4-  M^'  —  2Xu  —  2jir  —  2vfi; 


r 


^ V  (m*  -♦-  tf*  —  «>*)  —  2  (Xu  4-  |A»)  w 

~  1*"  4r  f?*  4-  w*  —  2Xu  —  2|JLr  —  2vf«;  ' 


le  forinole 


u 


r  = 


«;  = 


HX  ±  Kn^ 
H±K 

HjJL  ±  Kv' 
H±K 

Hv  ±  Kw' 
H±K 


Risoluzione  del  sig.  Francesco  Barbagalio  alunno  dei  R.  Istituto  Tecnico  di  Catania. 

Aggiungendo  e  sottraendo  2Xu' ,  2^v* ,  2vm^,  rispettivamente  ai  numeratori  delle 
frazioni    che  sono  per   ipotesi  eguali  a  u',  v\  w'  rispettivamente,  si  ha,  facendo 


donde 


M*  4-  r'  4-  W»'  =  iP;       .2  (Xm  4   |At7  4-  v«;) 

Xar  —  yu 


ih 


\ 
1 


Xi 


V  = 


w 


X 

— 

y 

pi  77 

— 

'  yv 

X 

— 

y 

v.r 

— 

y^v . 

(1) 


x—y 

u  {x  —  y)  =  Xx  —  yu 
f>'(x  —  y)  =  \ix  —  yw 
w\x  —  y)^^>tx  ^yu 


cioè 


per  CUI 


a7(t*'-X)«y(ii'-tt) 
«(»'  — ji)a=y(r'— r) 


(2) 


11^  — X 
«'  —  u 


V   —  |1 


w  — V 


w 


%v 


y_ 

X 
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Dalle  (1)  ora  si  ha 


«'•  (*  —  y)"  «•  31 V  +  yW  —  2Xf«:y 
f>  *  (a:  —  yY  =  fi"a?'  +  y*«^'  —  2|ipjt?y 
i^'«  (a?  —  yY  =s  v'a?*  4-  y'  w"  —  2'iwxy; 


sommando  membro  a  membro  e  facendo 


H«  —  u'«  +  17"  +  «;'•;     K«  =  X'  4-  Ji*  +  v«, 


sì  ha 

H*(a:-y)*-KV; 

ed  allora 

Ho?  — Hy±  K.T«o, 

ovvero 

(H±K)a^  =  Hy, 

donde 

H±K       y 
H           or 

Dalle  (2) 

si 

ricava 

—  X 

—  u 

p'-|x       «;'  —  V       H±K 

p'  —  V       w'  — w           H 

ovvero 

(m'  —  X)  H  =  (H  ±  K)  (u'  -  u) 
(»' —  ji)  H  ==  (H  ±  K)  (f?' -  f>) 
(,^'  —  V)  H  =  (H  ±  K)  (er'  —  w); 

cioò  eseguendo  le  moltiplicazioni,   eliminando  i  termini  simili  e  raccogliendo  a 
fattor  comune  si  ha: 


I 


u{ 

;H  ±  K)  —  XH  ±  u'K 

t;  (H  ±  K)  =- jiH  ±  f^'K 

«;  (H  ±  K)  —  vH  ±  tt'K 

XH  ±  «K 
""°    H±K 

1 

|jiH  ±  v'K 

''^    H±K 

vH±u;K 

f/t  "SS    

donde 


H±K 

359*.  In  un  triangolo  qualunque  ciascuna  bisettrice  è  divisa  dal  centro  del  cir- 
colo inscritto  in  due  partii  che  stanno  fra  loro  come  la  somma  dei  lati  che  compren- 
dono Vangolo  bisecato  sta  al  terzo  lato, 

Cabdoso  Latiti». 

Risoluzione  del  sig.  Michele  Bello  alunno  deiristltuto  Tecnico  di  Bari. 

Siano  ABC  il  triangolo,  ED  e  A£  due  bisettrici  ed  0  il  centro  del  circolo  in- 
scritto.  Essendo  BD  bisettrice  di  B  si  ha:  AB:  BC:  :  AD  :  DG,  e  componendo, 

(1)  AB-hBC:AB::AC:AD. 

Essendo  AO  bisettrice  di  A  si  ha  pure,  BO  :  AB  :  :  OD  :  AD,  e  paragonandola 
con  la  (1)  risulta:  BO  :  OD  :  :  AB  -f  BC  :  AC,  e,  d,  d. 

372*.  La  sesta  potenza  di  qualunque  numero  intero  è  congrua  a  0  o  adì  ri- 
spetto al  mod,  9. 
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Risoluzione  del  sig.  Eugenio  Strocchi. 

Ogni  intero  a?  o  è  primo  con  9  od  ha  la  forma  8y. 
In  quest'ultimo  caso  è  evidente  che  8i  ha 

(3y)'  =  0  (mod.  9). 

Nel  V  caso  poi,  pel  teor.  di  Format  generalizzato,  si  ha 

a?^W  =  1  (mod.  9)    ossia    x'  E 1  (mod.  9). 

373*«  La  terza  potenza  di  ogni  numero  intero  è  congrua  aO  o  a  ±loa±5 
Hipetto  al  mod.  18. 

874*.  La  sesta  potenza  di  ogni  numero  intero  è  congrua  a  0  o  a  ±  1  rispetto 
al  mod.  18. 

BONOLIS. 

Risoluzione  del  sig.  Eugenio  Strocchi. 

Premettiamo  che,  essendo  p  un  numero  primo,  da 

a'  E  &*  (mod.  p)    si  ricava    a  E  ±  6  (mod.  p). 

Infatti,  essendo  a*  —  6"  =  (a  +-  b)  (a  —  b),  p  dovrà  dividere  o  a  -\-  h  o  a-^b. 
Osserviamo  ora  che  ogni  intero  a:  o  è  divisibile  per  13  o  ò  primo  con  18.  — 
Nel  primo  caso,  qualunque  sia  k,  si  ha 

a^  E  0  (mod.  13). 

Supponendo  poi  che  x  sia  primo  con  18,  pel  teor.  di  Format  si  ha 

aT"El(mod.  13) 
da  cui,  per  quanto  si  è  premesso, 
(1)  »•  E  ±  1  (mod.  18). 

Resta  così  dimostrata  la  2*  questione. 

Dalla  prima  delle  congruenze  (1),  per  ciò  che  abbiamo  premesso  si  ha  pure: 

ir»E±l  (mod.  18). 

Dalla  seconda  delle  congruenze  (1)  si  ha  evidentemente 

x«E25(mod.l3), 
da  cui 

a?»  E  ±  5  (mod.  18). 
Resta  dunque  dimostrata  la  1*  questione. 

876*.  Se  si  ha  H^Q  (mod.  15),  qualunque  potenza  di  N  sarà  congrua  a  6, 
(mod.  15). 

377*«  Se  si  ha  NE  10  (mod.  15),  qualunque  potenza  di  N  sarà  congrua  a  10, 
(mod.  15). 

BONOLIS. 

Risoluzione  del  sig.  Eugenio  Strocchi. 

Si  ha 

6  E  1  (mod.  5),        lOE  1  (mod.  8); 

e  qualunque  sia  j)  sì  ricava 

6p-i  e  1  (mod.  5),  IOp-*  E 1  (mod.  8); 
da  cui  si  ha  facilmente 

6P  E  6  (mod.  15),  IOp  E  10  (mod.  15). 


1 
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E  si  eco  me  dalPipotefii  si  ricava 

NPE6P(mod.  15), 

NPE6(mod.  15), 


si  ha  infine 


NPElOP(mod.  15), 
NPElO(mod.  15). 


378.  Dimostrare  le  identità 

2  008  X    1 


(1)    Ben  (nz)  » 


1 

0 


2   008  X     1 


0 0 

0 0 


2  008  X    1  ...  .     0 


0 
0 
0 


•           •           « 

0 

• 

0 

•         • 

• 

0 

i         •        • 

•           •           • 

0.... 

• 

2 

•             • 

008  X 

•         •          • 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

2   C08  X 

008  X 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

2 

008  X 

1 

0.... 

0 

0 

0 

•           •           • 

1 

« 

•            • 

2 

k         ■ 

008  X 

■            • 

1 

■           •           • 

0 

■ 

•        ♦ 

0 

•     •     • 

8en  X 


(2)    008  (nx)  =  I 

j  0  0  0  0 2  008  X  1 

;  0  0  0  0 1  2  008  X 

dove  il  primo  determinante  è  di  ordine  n  —  1  il  secondo  di  ordine  n. 

Bbttiki. 
Risoluzione  dei  sig.  Eugenio  Streccili. 

a)  Per  n  =  2  la  (1)  è  evidente;  infatti  eesa  diventa  een  2jp  ■■  2  cos  a; een  d;. 
Ma  essa  è  poi  vera  anche  per  n  =s  3  ;  infatti  si  ha 

2  008  X      1 


2  008  X 


sen  a;  =  (4  oos*  x  —  1)  sena;  «»  (3  —  4  sen'  x)  sen  x  «s  sen  Zx. 


Proveremo  ora,  che  se  è  vera  fino  ad  n=p — 1,  è  vera  anche  per  n^=p. 
Indicando  con  Dr  il  determinante  di  ordine  r  della  forma  (1),  ed  applicando  una 
nota  formola  sui  determinanti  (Vedi  Gbsabo,  Analisi  algebrica,  pag.  12,  §  7)  si  ha 

Dp_l  =sa  2  COS  X  Dp_2  Dp_3  . 

Ed  essendo  per  quanto  si  è  supposto, 

Dp-i  sen  :v  —  sen  {p  —  1)  .r  ,      Dp- j  sen  x  =  sen  (p  —  2)x 
si  ha 

Dp-i  sen  X'^2  oos  x  sen  {p  —  1)  x — sen  (p~2)  a?="[senpa?-|-sen(p— 2)a;]— 8en(p— 2)a; 

Dp-i  sen  X  ==s  s^npx. 

Possiamo  dunque  asserire  ohe  )a  (1)  è  vera  in  generale. 
b)  Lascieremo   al   lettore   la  cura  di   verificare  che   la  (2)  è  verificata  per 
MOBsl,  2.   Per  poter  affermare   che  è  vera  in  generale,  hasta  che,  supponendola 
vera  fino  ad  ne»  p  —  1,  si  dimostri  che  è  vera  anche  per  n=p. 

Indicando  con  D'r  il  determinante  di  r*^  ordine  del  tipo  (2)  si  ha: 

D'p  =  2  cos  a?  D'p-i  —  D'p.j . 

Ed  essendo  per  ipotesi 

D'p_i  =  cos  (p  —  1)  ^        D'p«a«=cos(/)  —  2)x, 
si  ha 

D'p  =s  2  COS  X  COS  (/>  —  1)  X  —  cos  {p  —  2)  a?  =  [cos2^.Jt?-f  oos  {p  —  2)  x] — cos(p— 2)a? 

D'o  =  eoa  px. 

Altra  risoluzione  del  sig.  E.  Laura. 
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QUISTIONI  PROPOSTE  (*) 


383*.  Trovare  l'espressione  dell'area  d' un  quadrilatero  ABCP  del 
quale  si  conoscono  due  lati  consecutivi  e  l'angolo  da  essi  compreso, 

AC  ==  a,  BC  =  i,  ABÒ  =»  B,  e  gli  angoli  che  la  diagonale  passante 

pel  vertice  B  forma  coi  due  lati  adiacenti  nel  vertice  P,  APB  =  a 

BPC  =  p. 

384.  Trovare  l'espressione  dell'area  d'un  poligono  ABCPbP«_i  . . . 
P,Pi  di  (n  +  3)  lati  del  quale  si  conoscono  due  lati  consecutivi  e  l'an- 

Solo  da  essi  compreso  AB  =^  a,  BC  =  b,  ABC  =  B  e  gli  angoli  che  le 
iagonali  jpassanti  pel  vertice  B  formano  cogli  altri  lati  successivi 
nei  vertici: 

P,,P.,P.,  A^B-a,  J3PrP,  =  P;  BP;P,  =  a.,  BP>,  =  p,;  .... 

BPnPn«i  =  an  y    BPnC    =    pn. 

Delitala. 
385*.  Dimostrare  l'uguaglianza 


V29  +13  V5  -  V29-  13  V5  =•  V2. 

GÉLIN. 

386.  Date  in  un  medésimo  piano  tre  punteggiate  simili,  il  luogo 
del  centro  del  cerchio  circoscritto  al  triangolo  formato  da  tre  punti 
omologhi  è  una  cubica  razionale. 

387.  Date  in  un  piano  tre  punteggiate  eguali  trovare  il  luogo  del 
centro  del  cerchio  circoscritto  al  triangolo  avente  per  vertici  tre 
punti  omologhi. 

Retali. 

388*.  Dati  due  corpi  di  forma  sferica  e  di  peso  P,  P",  determinare 
la  relazione  fra  p  e  p'  (pesi  specifici),  perchè,  essendo  P  =  nP',  il  corpo 
di  peso  P',  cadendo  nell'aria,  acquisti  una  velocità  costante  maggiore 
di  quella  che  acquisterebbe  il  corpo  di  peso  P,  ammettendo  che  la 
resistenza  dell'aria  sia  proporzionate  al  quadrato  della  velocità. 

Barbagallo. 

389*.  Se  N  e  *;  sono  numeri  interi  ed  r  >  1,  si  ha  N'*"*"'  =  N'*  (mo- 
dulo 9). 

390*.  La  quinta  potenza  d'ogni  numero  intero  è  congrua  a  0,  o  a  ±  1 
rispetto  al  modulo  11. 

BONOLIS. 


(*)  Le  qaistioni  contrassegnate  con  un  asterisoo  sono  proposte  agli  studenti  delle  scuole  secon- 
darie; le  altre  a  tutti  gli  studiosi  indistintamente. 
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BIBLIOGRAFIA 


ToLOMEl.  —  Tavole  dei  logaritmi  a  cinque  decimali,  —  Firenze,  Sncc. 
Le  Mounier  1897. 

Questo  manualetto  ai  distingue  dagli  altri  dello  stesso  genere  per  la  nitidezza 
ed  eleganza  dell'edizione.  Oltre  alle  tavole  dei  numeri  e  delle  linee  trigonome- 
triche, precedute  da  ana  succinta  spiegazione  sul  loro  uso,  contiene  yarie  altre 
tavole  dì  uso  frequente.  Crediamo  quindi  che  esso  potrà  esser  molto  utile  agli 
studenti. 

RiBONi  Dott.  G.  —  Elementi  di  geometria  ad  uso  delle  scuole  secon- 
darie superiori,  5»  edizione  con  molte  aggiunte  e  correzioni.  —  Bo- 
logna, Zanichelli  1898. 

Della  1*  edizione  di  questo  libro,  già  favorevolmente  conosciuto  dal  pubblico 
si  occupò  diffusamente  il  Periodico  ai  Matematica^  (Fase.  IlI-IV  anno  1894).  Le 
aggiunte  fatte  sono  enunciate  nella  prefazione  colle  parole  seguenti  : 

"  Fra  le  innovazioni  noterò  un  maggiore  sviluppo  nei  preliminari  ;  l'aggiunta 

*  di  alcune  nozioni  sulle  figure  direttamente  ed  inversamente  eguali  e  simili  ;  di 

*  qualche  teorema  sull'equivalenza,  sulle  serie,  sulla  misura,  sulle  grandezze  pro- 
'  porzionali;  del  teorema  di  Stewart;  di  qualche  nozione  sulla  divisione  armo- 
'  nica  ;  di  un'applicazione  del  teorema  di  Tolomeo  sul  quadrilatero  iscritto.  Infine 
"  dove  mi  si  presentò  l'occasione,  ho  dato  qualche  notizia  storica,  che  credo  utile 

*  anche  agli  studenti  delle  scuole  secondarie  ,. 

Serret.  —  TVattato  di  trigonometria  piana  e  sferica  tradotto  da  Fran- 
cesco Chiassi,  4*  edizione  con  note  ed  aggiunte  del  trouiuttore,  1000 
esercizi  colle  risposte,  ed  un  formulario  di  matematica  e  fisica.  — 
Bocca,  Firenze  1898. 

Questo  libro  è  tanto  conosciuto  che  crediamo  inutile  parlare  di  esso.  Il  rapido 
succedersi  delle  edizioni,  attesta  il  favore  degli  insegnanti  per  questa  ormai  vec- 
chia opera. 

Prospetto  degli  studi  della  L  R,  Accademia  di  commercio  e  nautica  in 
Trieste,  pubblicato  alla  fine  dell'anno  scolastico  1896-97.  — -  Trieste, 
Herrmanstorfer. 

Questo  prospetto  contiene  oltre  i  programmi  d'insegnamento  di  quell'impor- 
tante accademia  e  la  cronaca  dell'anno  scolastico,  una  interessante  biografia  del 
celebre  scienziato  e  violinista  Giuseppe  Tartini  scritta  dal  prof.  Giorgio  Benedetti, 
e  un  curioso  lavoro  inedito  dello  stesso  Tartini,  intitolato:  Scienza  dei  triangoli 
pitagorici  dipendenti  dai  tre  mezzi  determinati  dalle  proporzioni  geometriche,  di- 
screte di  questa  seienza  di  cui  sono  una  parte  integrante. 

Lo  stesso  prof.  Benedetti  presenta  ai  lettori  l'articolo  suddetto  colle  seguenti 
parole  : 

**  Dissi  in  quei  miei  studi  (su  Tartini)  di  un  matematico  punto  dispregevole 
'  di  questa  città,  che  essendo  stato  per  parecchi  anni  a  PiranO;  mercè  la  genti- 

*  lezza  del  bibliotecario  comunale,  che  gli  aveva  aperto  i  battenti  del  sacrario 
"  tartiniano,  aveva  potuto  comporre  un  suo  studio  sulla  scienza  dei  triangoli  pi- 
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**  tagorici  del   Tartini,  studio  qaeato  che  poi   ridotto   e  compendiato  ebbe  Talto 
"  onore  di  venire  stampato  nella  Rivista  dei  Ginnasi  Austriaci.  Il  Professore  in 

*  parola  è  il  sig.  Enrico  Zavagna,  che,  da  me  pregato  a  volere  stampare  questo 

*  suo  studio,  di  20  anni  addietro,  di  buon  grado  accondiscese,  che  in  questo  prò- 

*  gramma,  non  più  in  compendio,  ma  in  tutta  la  sua  interezza,  potesse  trovar 
"  posto  ,. 

Il  prof.  Benedetti  infine  cita  le  seguenti  parole  del  prof.  Zavagna,  alle  quali 
volentieri  ci  associamo.  '  Sarebbe  desiderabile  che  i  manoscritti  del  Tartini,  an- 
"  Cora  inediti,  venissero  tolti   dalla  polvere   della  biblioteca,  poiché  contengono 

*  importantissime  ricerche  nel  campo  della  matematica  e  della  fisica  „. 


-•♦♦- 


ASSOCIAZIONE  "MATHESIS,, 


L'Associazione  Malhesis  pubblicò  per  due  volte  il  suo  Bollettino  nel 
decorso  anno  sulle  pagine  di  questo  giornale.  Neiranno  attuale  l'Asso- 
ciazione^ resasi  indipendente  dal  Periodico^  ha  pubblicato  separatamente 
i  fascicoli  3  e  4.  In  essi,  oltre  le  notizie  interessanti  i  Soci,  si  trovano 
un  elenco  delle  pubblicazioni  matematiche  recenti,  fatte  sul  catalogo  quin- 
dicinale della  Biblioteca  Nazionale  di  Firenze,  nna  rubrica  destinata  a 
raccogliere  quanto  di  notevole  o  di  interessante  per  la  matematica  ele- 
mentare si  trova  in  libri  o  periodici  italiani  ed  esteri,  i  programmi  da 
insegnamento  per  la  matematica  nelle  Scuole  secondarie  estere  (per  ora 
di  Svizzera  e  Francia),  le  relazioni  sui  lavori  dell'Associazione  rappre- 
sentati da  adunanze,  da  risposte  alle  questioni  del  Comitato,  da  memo- 
riali al  Ministero,  e  infine  articoli  originali  dei  Soci. 

Il  N.  4  contiene  già  le  relazioni  sulle  risposte  spedite  dai  Soci  alla 
questione  II  (V.  N.  l  del  Bollettino)  «  Modificazioni  da  portarsi  nei 
vigenti  programmi  per  l' insegnamento  scientifico  nelle  scuole  medie,  af- 
finchè quello  di  matematica  riesca  maggiormente  coordinato  con  quello 
delle  scienze  affini  »>  e  alla  questione  VI  (ivi)  **  Se  e  come  convenga  mo- 
dificare e  completare  l'insegnamento  della  matematica  attualmente  impar- 
tito nelle  scuole  secondarie,  e  specialmente  nei  Lic*ei,  per  ottenere  un 
migliore  ordinamento  con  la  facoltà  di  matematica  pura  ed  applicata  »). 
Contiene  anche  il  Memoriale  spedito  all'on.  Ministro  dal  Comitato;  nel 
quale  sono  chieste  alcune  riforme  nell'  insegnamento  della  matematica 
nelle  scuole  secondarie,  suggerite  dalle  risposte  alle  questioni  del  Comi- 
tato indicate  dai  Soci.  Le  riforme  domandate  sono:  che  nelle  scuole  se- 
condarie classiche  sia  data  alla  matematica  l'importanza  che  le  spetta, 
e  ohe  nei  Licei,  alleggerito  il  programma  per  la  comune  degli  studenti, 
sia  istituito  un  corso  complementare  per  i  soli  iscrivendi  alle  facoltà 
scientifiche  universitarie,  e  negli  Istituti  tecnici  sia  alleggerito  e  meglio 
distribuito  il  programma  della  sezione  fisico-matematica;  che  nel  Liceo 
la  materia  comune  a  tutti  gli  studenti  si  svolga  entro  i  primi  due  anni  : 
che  dell'  aritmetica  razionale  una  parte   sia  tolta   al  Ginnasio   ed  al  1*^ 
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anno  d'Istituto  e  portata  al  Liceo  ed  al  2^  biennio  d'Istituto;  che  sia 
modificato  il  programma  di  geometria  nel  Ginnasio;  ohe  sia  resa  pos- 
sibile nell'insegnamento  della  geometria  la  scelta  fra  il  metodo  della  se- 
parazione e  quello  della  fusione  della  planimetria  e  stereometria;  che 
sia  ripristinata  la  prova  scritta  di  matematica  almeno  negli  esami  di 
Licenza. 

I  N.  3  e  4  del  Bollettino  portano  inoltre  i  verbali  delle  adunanse, 
promosse  dall'associazione  e  tenute  fra  professori  soci  e  non  soci,  nelle 
quali  si  sono  discusse  le  qnistioni  proposte  dal  Comitato:  adunanze  che 
hanno  potuto  aver  luogo  nelle  città  di  Palermo,  Milano,  Padova,  Torino, 
Chieti,  Firenze. 

Nel  N.  3  sono  pubblicate  due  comunicazioni  sulla  questione  VII  re- 
lativa all'equivalenza,  una  del  prof.  Ciambbruni,  il  quale  propone  di 
sostituire  al  postulato  del  Giudice  «ogni  sfera  è  finita «»  l'altro  «esistono 
un  triangolo  e  un  tetraedro  finito  »  che  apparisce  più  semplice,  e  che  è 
sufficiente  per  trattare  la  teoria  dell'equivalenza  — l'altra  del  prof.  Sbrana 
nella  quale  l'autore  stabilisce  che,  a  parer  suo,  i  postulati  necessari  alla 
teoria  delle  grandezze,  in  un  corso  elementare  di  Geometria,  sono  quello 
della  rovesciabilità  dell'angolo,  quello  sull'equivalenza  dei  solidi,  e  quello 
d'Archimede  sui  segmenti,  e  suggerisce  come  definizione  d'  equivalenza 
quello  da  lui  data  già  nel  1894,  che  cioè  due  grandezze  si  dicano  equi- 
valenti, se  possono  decomporsi  in  modo  che  ogni  parte  dell'  una  abbia 
la  sua  corrispondente  uguale  nell'altra  e  reciprocamente,  sia  finito  od 
infinito  il  numero  di  queste  parti. 

Nel  N.  4  col  titolo  «  Un  appunto  agli  attuali  programmi  di  matema- 
tica del  V  biennio  degli  Istituti  Tecnici  *>  il  prof.  Sforza  propone  una 
miglior  distribuzione  delle  materie  nell'  Istituto  tecnico  per  evitare  gli 
inconvenienti  che  si  hanno  ora  nell' insegnare  la  teoria  delle  proporzioni 
fra  grandezze  senza  ricorrere  al  concetto  di  rapporto,  mentre  dalle  Scuole 
tecniche  i  giovanetti  escono  conoscendo  le  proporzioni  numeriche.  Il  pro- 
fessor Bbttazzi  in  un  suo  articolo  che  risponde  alla  questione  VII  sug- 
gerisce che  per  evitare  le  difficoltà  della  trattazione  della  teoria  dell'equi- 
valenza nella  scuola,  si  definiscano  equivalenti  due  enti,  che  siano  o 
somma  di  enti  uguali  -  o  differenza  di  enti  uguali  -  o  equisummultipli 
di  enti  uguali  -  o  equivalenti  ad  uno  stesso  ente  per  una  di  tali  ragioni 
-  o  somma,  differenza,  equimultipli,  equisummultipli,  o  equivalenti  di 
enti  già  riconosciuti  equivalenti  :  e  che  si  scansi  il  concetto  di  limite 
facendo  comparire  le  grandezze,  nelle  quali  esso  si  suole  usare  come 
somme  di  infinite  grandezze.  Riferiamo  la  definizione  di  equivalenza  pro- 
posta dal  Prof.  Bettazzi,  ma  non  l'approviamo  affatto,  poiché  ci  sembra 
della  stessa  natura  di  questa  evidentemente  assurda.  Si  chiama  parala 
lelogrammo  un  quadrangolo  che  ha  ogni  lato  parallelo  al  suo  opposto, 
oppure  che  ha  ogni  lato  eguale  al  suo  opposto,  oppure  che  ha  ogni  an- 
golo eguale  al  suo  opposto^  oppure  che  ha  due  lati  opposti  eguali  e 
paralleli f  oppure  che  ha  le  diagonali  che  si  dividono  scambievolmente  per 
metà. 


Giulio  Lazzkbi  —  Direttore  responsabile 


Fiaito  di  st«mpare  il  io  Norembre  1897. 
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UNA  GENERALIZZAZIONE  DEI  TEOREMI 

di  Geva  e  di  Menelao 


I.  —  Tre  punti  Ai,  jB, ,  C^  presi  rispettivamente  sulle  rette  di  un 
triangolo  ABC  determinano  su  queste  sei  segmenti  tali  che  la  differenza 
fra  il  prodotto  di  tre  di  essi  non  consecutivi  e  il  prodotto  degli  altri 

tre  è 

abc       ^     (à'Y 

dove  A,  a,  b,  e  sono  rispettivamente  l'area  e  le  lunghezze  dei  lati  di 

ABC;  A',  a',  b',  e'  Varca  e  le  lunghezze  dei  lati  del  triangolo  formato 

dalle  congiungenti  i  tre  punti  A^yB^^  C^  coi  vertici  opposti  A,  B,  C;  a,  p,  y 

le  lunghezze  delle  trasversali  AA^,  BBi,  CC^.(^) 

Siano  A',  B',  C  i  punti  d'incontro  delle  coppie  di  rette  (BBj,  00»), 

(CC„  AA.),  (AA„  BB,),  eB'C  =  a',  C'A'  =  6',  A'B'  -  c\  A'B'C  =  A'; 

e  si  ponga 

m  BA.  GB.  AC, 

^^^  A.C'^^'BiA'^'C^B  ~^' 

componendo,  si  ha 

f      BC        A  4-  1      CA        p  +  1      AB   _  y  -f   1 
,^,  J      BA,  -      A      '    GB,  ~      p     '    AC,  q     ^ 

^"^^  ^  BC        ,    .  .     CA  .  .     AB 


I 


n  =  A  H-  1 ,  irr  =  Ì>  +  1  »  TTu"  =  ?  +  1  • 


A,G  ""^   "'  B,A  -^^"»  C,B 
Si  ponga  inoltre 

1  +  A  +  Ap  =  |JLi ,  1  +  P  +  pg  =  fJt» ,  1  H-  g'  H-  ^'A  =  (is . 

I  triangoli  AA,  C,  A  A,  B  segati  rispettivamente  dalle  rette  BB,, 

CCj  danno 

AC^  AjB    CB^_  AF    A^    BC^ 

G'A,  •  BG  •  B, A  ^  '         B'A,  *  GB  *  C^A  ~       ^ 


0)  Qaesto  teorema  fa  proposto  nelle  Nouvàllea  AnnàUa  (questione    1529,  anno  1892)  dal  pro- 
fessore Gesaro  e  vi  rimase  indimostrato. 
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donde  per  le  (1)  (2) 

A9L     A  +  1     ab;  _ 

C'A,  "*     hp    '    B'A,  -  ^  1^  +  ^J» 
e  componendo, 

A51  _  ^^  +  1      ABI  =  g(ft  +  l) 
AAj  |ii     '    AA,  ""        {ig 

e  sottraendo  e  riducendo 

_a^  ^  (h  +  1)  (1  -  hpq) 

a  (Ab  |Ai 

Analogamente  si  troverà 

b'   _  (p^l)(\-hpq)       e    _  fg-f  l)(l-/ip^) 

Dalle  quali  moltiplicando 

Si  sa  che  l'area  del  triangolo  A'B'C,  circoscritto  ad  ABC,  si  può  espri- 
mere mediante  la  formola 
(4)  ^,  ^  ^  (1  - />pg)- 

e  perciò  la  (8)  si  può  scrivere 

alb'c        /A^\'(/t4  l)(p  +  l)(g+  1) 

apY        l^/  l  —  hvq 

ossia 

^  ■*  a'6'c' U  /    ~  (A  +  1)  (p  +  1)  {(?  +  !)• 

Ora  dalle  (2)  si  ha 

1  A.C.B.A.C.B 


(A  +  1)  (p  +  1)  (g  +  1)  ~      BC .  CA  .  AB     ' 

1vpq BA,  ■  CB, .  AC, 

(A  +  l){p  +  l)(g  +  l)~      BC.CA.AB     ' 

e  perciò  la  (5)  diventa 

^^^  "^fe  "*''  (x) '  =  ^'C  •  ^'^  •  C'B  -  B^'  •  CB. .  AC. 

Questa  relazione  per  A'  =  o  dà  quella  di  Ceva. 

II.  —  Tre  punti  delle  tre  rette  di  un  triangolo  ABC  determinano  su 
queste  segnwìii  tali  che  la  somma  del  prodotto  di  tre  non  consecutivi  e 

del  prodotto  degli  altri  tre  è 

A.    - 

-7-aOc 
A 
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dove  A,  a,  b,  e,  sono  Varea  e  %  lati  di  ABC,  e  A,  è  Varca  del  triangolo 
dei  tre  punti. 

Essendo  A|,  Bi,  Ci  i  tre  punti  presi  rispettivamente  sulle  rette  BC, 
GA,  AB,  e  ritenendo  le  denominazioni  del  teorema  I,  dalle  (2)  si  ha 

BA,    GB.     ACi    .   A^  AA   ^ 1  -f  hpq 

BC  *  GA  •  AB   "^   BG  •  GA  •  AB   "  (A  +  1)  (p  +  1)  (g  +  1)  ' 

e  poiché  l'area  del  triangolo  A»  Bj  G^  inscritto  in  ABG  si  può  espri- 
mere mediante  la  formola 

A  -A ^  +  ^^^ 

}a  precedente  diviene 

(7)  BAi .  GB, .  AGi  +  A^G .  B^ A .  G^B  =  -^  abc. 

La  (7)  per  Aj  =  o  dà  il  teorema  di  Menelao. 

III.  —  Quattro  punti  A^,B^,C^,Dj^  presi  rispettivamente  sulle  rette 
ABj  BC,  CD,  DA  di  un  quadrangolo  gobbo  ABCD  determinano  su  queste 
otto  segmenti  tali  che  la  differenza  fra  il  prodotto  di  quattro  di  essi  non 
consecutivi  e  il  pì*odotto  degli  altri  quattro  è 

ab' ed'     ,    ^  (Y 


apro  (nj-J 


abcd 

dove  Ty  a,  b,  e,  d  sono  rispettivamente  il  volume  del  tetraedro  ABCD  e  i 
lati  AB,  BC,  CD,  DA  del  quadrangolo  ABCD;  T,  a',  b',  e',  d'  sono  il  vo- 
lume e  le  f accie  del  tetraedro  formato  dai  quattro  piani  ABC^,  BCD^, 
CD  Al,'  DABi;  a,  p,  y,  5  le  aree  dei  triangoli  trasversali  ABC^,  BCD^, 
CDA„  DAB,. 

Siene  A',  B',  G',  D'  rispettivamente  i  punti  d'incontro  delle  quattro 
terne  di  piani  (GDA»,  DAB»,  ABGJ,  (DAB,,  ABG„  BGD,),  (ABG„  BGD„ 
CDA,),  (BGD„  GDA„  DABJ,  e  A'B'G'  =  a',  B'G'D'  =  b%  G'D'A'  =  e, 
D'A'B'  =  d\  A'B'G'D'  =  T';  e  si  ponga 

^Qì  Mi-.      Mi-.,       CC^-,      Mi-,. 

^^^  A,B  ~  ^'      Bfi  ~"  ^'      G,D  ""  ^'      D,A  ""  ^' 

se  ne  deduce,  componendo 

r  A?_  -  ^^  +1      BG    ^  p  +  1      GD   _  q  +  1      DA        r  +  1 
,QX    j   AA,  "      h     '    BB,  p     '    GG,    "      g     '    DD,  ""      r 

^""^        AB        ;  ^  -,      BG  ^  1      CD  ^  1      DA  ^ , 

Si  ponga  inoltre 

1  +  A  +  /ip  +  hpq  =  |JL,  ,        1  +  p  +  p^  +  pqr  =  (i, 
l  +  q  +  qr  -h  qrh  =  (ig  »        1  +  r  +  rh  +  rhp  =  ji^ 
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e  sia  N  il  punto  d'incontro  delle  rette  (BC|,  B|D)  ed  S  quello  delle 
rette  (AC,,  CDJ. 

Dai  triangoli  BCC|,  DACi,  segati  rispettivamente  dalle  rette  DB, 
e  CD,,  si  ha 

BN      C^     CB^__         CS_,    ABj^     PC 


NC,  '   DC    •  B,B  "      ^'     SA   •  D.D  '   CC. 
donde  per  le  (8)  (9) 
noi  ^N    ^^..1.      C,S  rq 


Ora  il  triangolo  A'B'C  è  circoscritto  al  triangolo  ABC,,  ed  i  suoi 
lati  A'B',  B'C,  C'A',  incontrano  i  lati  BC»,  C,A,  AB  di  ABC,  rispet- 
tivamente nei  punti  N,  S,  A,,  e  perciò,  applicando  ad  esso  la  formola  (4) 
e  tenendo  presenti  i  valori  (8)  (9)  (10),  si  trova 

_a^  ^  {l-hpqry{q-^l) 

a  |ii  |i,  tis 

Analogamente 

y  _{l--hpqry{r^l)      e   _{l—hpgry{h-{-ì)     d'  _{l—hpqry{p  +  l) 
P  ~         V'iV'^V-*        '    Y  1^8  (A*  Ili         '    5  ~         V-iV-iV'f 

E  moltiplicando 

nn  g 6Vrf^  _  (1  -  hpgry  (h  +  1) (p  +  1)  (g  +  1)  (r  4  1) 

Si  sa  che  il  volume  di  un  tetraedro  A'B'C'D',  le  cui  faccie  passano 
per  i  lati  del  quadrangolo  gobbo  ABCD  si  può  esprimere  mediante 
la  formola 

Y  =  T  ^^  —  ^^P^^y 

MA»  1^8  [Ai     ' 

e  perciò  la  (11)  si  può  scrivere 

aVcd'  _  (T\'  (h  +  1)  (p  ^  1)  (q  +  1)  (r  -f  1) 
a^Y5    "^  VTJ  l  —  hpqr 

ossia 

1  —  hpqr 


^^^'  a'b'e'd'\tì    - 


(A +  l)(p  +  l)(g +  !){.•+  !)• 
Ora  dalla  (9)  si  ha 

1 A,B.B,C.C,D.D,A 

(/t+l)(p  +  l)(g+ l)(r  +  l)  "      AB. BO. CD. DA     ' 

Ap£r AA,  ■BB,.CC,.DD, 

(/H-l)(p  +  l)(g  +  l)(r  +  l)  ~      AB. BC. CD. DA    ' 
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e  perciò  la  (12)  diventa 

(13)  ll^,  abcd  (--r)  '=  A.B .  B,C .  C.D .  D^ A  —  AA^ .  BB, .  CC^ .  DD, 

La  (13)  per  T'  =  o  dà  il  noto  teorema  sul  quadrangolo  gobbo  ana- 
logo al  teorema  di  Geva. 

IV.  —  La  differenza  dei  prodotti  dei  segmenti,  di  cui  è  questione 
nel  teorema  III  è,  anche  eguale  a 

T. 


T 


abcd 


dove  Ti  è  il  volume  del  tetraedro  AiB^  C^  Di,  e  T,  a,  b,  e,  d  hanno  il 
significato  del  teorema  III. 
Difatti  dalle  (9)  si  ha 

AA,.BB^.CC,.DD,     A^B.B^C.C.D.D^A 1  —  hpqr 

AB .  BC .  CD  .  DA       AB .  BC  .  CD  .  DA  -  (A  +  1)  (p  +  1)  {q  +  1)  (r  +  1)  ' 

e  poiché  si  sa  che  il  volume  del  tetraedro  A,  B|  C^  D^  inscritto  nel 
quadrangolo  gobbo  ABCD  si  può  esprimere  colla  formola 

^'^  ^  {h  +  l){p  +  lìiq  +  l){r  +  ly 
la  precedente  diviene 

(14)       AA, .  BB, .  ce, ,  DD,  -  A,B .  B,C .  C^D  .  D, A  =  -^  abcd 

La  (14)  per  T,  =  o  dà  il  noto  teorema  sul  quadrangolo  gobbo  ana* 
logo  al  teorema  di  Menelao* 

Ottobre  1897. 

Francesco  Ferrari. 


^•-•- 


Qnalche  osservazione  sulla  determinazione 
di  numeri  come  limiti  di  insiemi 


Gli  Ill.™i  Prof.'^i  Ricci  e  Capelli  (')  hanno  svolta  recentemente  la  teoria 
delle  operazioni  nameriohe,  facendo  uso  rispettivamente  di  ripartizioni  di 
Dbdbkind  e  di  classi  contigue  per  la  determinazione  di  numeri.  Il  me- 
todo delle  classi  contigue  permette  molta  semplicità  nelle  dimostrazioni  ; 


(1)  Giornale  di  Matematiche,  Napoli,  1897,  pag.  22,  209. 
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e  per  oiò  lo  ho  seguito  in  miei  libri  elementari:  (^)  esso  collegasi  stret^ 
tamente  agli  altri  metodi  usuali  per  la  determinazione  di  numeri,  come 
feci  vedere  nel  Periodico  di  Matematica,  (')  e  potrebbesi  dire  molto  op- 
portunamente metodo  dei  valori  approssimati.  Ed  ò  chiaro  che  conviene 
considerare  sistemi  ascendenti  o  discendenti,  perchè  il  concetto,  che  si 
ha  d^un  numero  per  la  conoscenza  d'un  valore  approssimato  ad  esso,  si 
può  migliorare  solo  con  la  conoscenza  d'un  valore  più  approssimato. 

Il  metodo  ora  accennato  e  quello  delle  parti  integranti  di  Weier- 
STRASS  (')  sono  facilmente  accessibili  agli  scolari,  che  sono  abituati  a  con- 
siderare un  numero  decimale  periodico  come  somma  della  parte  intera 
con  i  decimi,  i  centesimi,  i  millesimi  eco.  ed  anche  come  unico  numero 
separante  i  valori  approssimati  ad  esso  per  difetto  a  meno  di  1,  di  0,1, 
di  0,01,  di  0,001,  ecc.  da  quelli  approssimati  per  eccesso.  Ed  anche  nella 
pratica  è  uso  costante  e  naturale  di  considerare  appunto  una  grandezza 
come  somma  delle  parti  integranti  in  cui  vien  divisa  dal  processo  di  mi- 
surazione, cosicché  dall'estensione  della  parte  misurata  progressivamente 
si  ricava,  per  successive  approssimazioni,  un  concetto  relativamente  esatto 
dell'estensione  dell'intera  grandezza. 

Delle  considerazioni  utili  anche  relativamente  alla  determinazione  di 
numeri  mediante  insiemi  di  numeri  razionali,  e  specialmente  atte  a  giu- 
stificare la  sostituzione  di  successioni  ascendenti  o  discendenti  ad  insiemi 
disordinati  di  valori  approssimati  per  difetto  o  per  eccesso,  trovansi  in 
una  mia  comunicazione  al  Circolo  Matematico  di  Palermo,  (*)  dove  ho 
date  notevoli  proposizioni  sulle  successioni  a  più  limiti;  le  quali  provano 
p.  es.  che;  se  si  può  stabilire  una  corrispondenza  univoca  tra  i  limiti 
d'un  insieme  ed  i  numeri  i.  2.  5,...,  si  può  stabilire  una  corrispondenza 
univoca  ancora  tra  questi  numeri  e  tutti  i  numeri  dell*  insieme^  cioè  i 
numeri  dell'  insieme  si  possono  ordinare  in  successione.  Prima  di  proce- 
dere oltre  faremo  vedere  come  queste  cose  possano  avere  svariate  appli- 
cazioni. 

Se  una  grandezza  finita  e  divisa  in  infinite  parti,  l'insieme  di  queste 
ha  necessariamente  per  limite  lo  zero  (grandezza  nulla,  se  s'ammetta 
questa  espressione)  ed  esso  solo:  per  ciò  esse  parti  si  possono  ordinare 
iu  successione,  e  questa,  comunque  siasi  formata,  tenderà  necessariamente 
al  limite  zero  (cioè  qualsiasi  grandezza  a^  omogenea  con  quella  divisa, 
ne  supererà  tutte  le  parti,  che  nella  successione  seguono  una  di  posto 
assegnabile  dopo  che  a  sia  data).  (')  E,  se  si  aggruppino  arbitrariamente 
delle  parti  consecutive  in  modo  da  avere  ancora  una  successione  infinita, 
questa  tenderà  anch'essa  a  zero  per  la  stessa  ragione,  cioè  per  essere 
necessariamente   ancora  zero   unico  limite   dell'  insieme   dei   gruppi,   la 


(1)  Algebra,  Palermo,  (ed.  R.  Saiidron)  1886:  Geometria  piana,  Brescia,  (ed.  F.  Apollonio)  1897; 
solida,  Palermo,  1890. 

(-2)  Periodico  di  Matematica,  1893,  pag.  144. 

(3)  V.  L.  PiNCHERLB,  Giornale  di  Matematica,  1880,  pag.  178. 

(*)  V.  Rendiconti,  V,  1891,  pag.  280. 

(5)  V.  S.  Sbra!?,  Rivisti,  di  M<itemaiiet,  Torino,  1894,  pag.  147. 
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somma  di  questi  dovendo  essere  anoora  la  primitiva  grandezza  finita. 
Mediante  considerazioni  analoghe  si  potrebbe  manifestamente  stabilire  il 
criterio  generale  di  convergenza  delle  serie. 

Per  la  determinazione  di  numeri  mediante  parti  integranti,  od  anche 
mediante  successioni  ascendenti  o  discendenti  di  valori  approssimati,  ho 
dati  due  metodi,  molto  convenienti  nella  pratica,  in  una  nota,  che,  seb- 
bene vi  sia  fatto  uso  delle  notazioni  della  logica  matematica,  (^)  può  fa- 
cilmente intendersi  da  tutti. 

Dopo  d'aver  fatti  alcuni  richiami  al  solo  scopo  d'evitare  ripetizioni, 
credo  opportuno  di  fare  alcune  considerazioni  nuove. 

Si  suol  dire  che  il  metodo  delle  parti  integranti  di  Weierstrass  è 
indipendente  dai  concetti  d'ordine  e  di  limite,  ed  altrettanto,  con  egual 
ragione,  si  può  dire  del  metodo  dei  valori  approssimati:  ed  invero  un 
numero  s' intuisce  come  somma  delle  sue  parti  integranti  o  come  sepa- 
rante due  saoi  sistemi  contigui  di  valori  approssimati,  per  difetto  e  per 
eccesso,  senza  ricorrere,  almeno  apparentemente,  né  all'idea  d'ordine  né 
a  quella  di  limite.  La  cosa  presentasi  però  affatto  diversamente  nella 
pratica.  Per  dare  infiniti  numeri  razionali  in  modo,  che  si  possano  ve- 
ramente concepire,  dovremo  generalmente  darli  ordinati,  la  qual  cosa 
sarà  sempre  possibile,  perchè  l'insieme  di  tutti  i  numeri  razionali  è  di 
prima  potenza,  cioè  numerabile  ;  e  mentre  può  sembrare,  e  generalmente 
si  crede,  che  l'ordine  si  possa  stabilire  ad  arbitrio,  è  invece  prestabilito, 
in  quanto  che  si  potrà  bensì  dare  un  ordine  arbitrario  ad  un  numero 
illimitato  di  termini  e  precisamente  a  quelli  che  la  mente  può  isolare; 
ma,  per  quanto  sia  grande  il  numero  degli  elementi  già  separati  ed  or- 
dinati, sarà  s'.mpre  infinita  la  probabilità  che  un  elemento  casuale  del- 
l'insieme si  trovi  tra  quelli,  che  non  furono  ancora  separati,  perchè 
rimarranno  sempre  degli  insiemi  parziali  condensati  intorno  ai  limiti  e 
formanti  come  degli  elementi  di  continuo;  questi  insiemi  si  potranno  dire 
molto  a  proposito  gruppi  filanti  o  chiome  dei  limiti,  e  si  possono  con- 
cepire solo  (affatto  astrattamente)  come  elementi  di  continuo  formati  dai 
numeri  estremi  d'una  successione  od,  in  generale,  dai  numeri  d'un  insieme 
discontinuo. 

Per  chiarire  quanto  ora  fu  detto,  limitandoci  al  caso  d'un  sol  limite, 
dimostreremo  la  seguente  proposizione,  ohe  si  trova  nella  già  citata  co- 
municazione al  Circolo  Matematico  : 

Ogni  svccessione  ad  unico  limite  tende  a  questo  nel  senso  usuale  della 

parola;  cioè  diviene  infinitesima  con  —  la  differenza  tra  il  termine  n"»® 

della  successione  ed  il  limite,  se  questo  è  finito,  e  diviene  infinitesimo 
positivo  o  negativo  il  reciproco  del  letamine  n™»  della  successione,  se  il 
limite  è  +000  —  00. 

Supponiamo  infatti  che  la  successione 


(1)  V.  Atti  della  R.  Acc.  delle  Scienze  di  Torino,  XXIX,  1893-94,  pag.  110. 
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abbia  l'unico  limite  a.  Per  quanto  piccolo  sia  e^  la  successione  avrà  sol- 
tanto un  numero  finito  di  termini  fuori  dell'  intervallo  (a  —  e»  ^  4  e)i 
perchè,  se  ne  avesse  infiniti,  avrebbe  anche  un  limite  finito  od  infinito 
fuori  di  questo  intervallo  e  per  ciò  diverso  da  a,  la  qual  cosa  è  contraria 
all'ipotesi.  Dopo  d'aver  dato  e  in  qualunque  modo,  si  potrà  dunque  fis- 
sare n  abbastanza  grande,  perchè  precedano  ^n  tutti  i  termini  della  suc- 
cessione, che  non  sono  interni  all'  intervallo  (a  —  ei  a  4-  e),  e  conseguen- 
temente siano  interni  a  questo  intervallo  tutti  i  numeri 

ciascuno  dei  quali  avrà  quindi  da  a  una  di£ferenza  minore  di  e.  Segue 
di  qui  che  la  differenza  tra  a^  ed  a  tende  a  zero  coli 'aumentare  indefi- 
nita)nente  di  n,  e  questo  è  appunto  quanto  dire  che  la  successione  tende 
ad  a  nel  senso  usuale.  Per  vedere  che  il  teorema  è  vero  anche  per  una 
successione,  che  abbia  per  unico  limite  +  oo  o  —  oo,  basta  p.  es.  riflet- 
tere che,  in  luogo  d'una  tal  successione,  -se  ne  può  considerare  un'altra, 
che  abbia  per  termini  quelli  della  proposta,  che  son  compresi  tra  ^  l 
e   4-1,  ed  i  reciproci  dei  rimanenti. 

Ciò  spiega  come  mai,  per  quanto  si  alteri  l'ordine  dei  termini  della 
successione  a^,  a,,....  sfuggiranno  sempre  a  qualsiasi  alterazione  i  numeri, 
che  sono,  per  cosi  dire,  aderenti  al  limite,  come  mai  cioè  la  successione 
debba  sempre  far  capo  allo  stesso  insieme  filante  od  elemento  di  continuo, 
il  quale  seguirà  sempre  necessariamente  i  termini  isolati  della  successione 
(esterni  alla  sfera  d'attrazione  del  limite),  che  sono  in  numero  illimitato, 
ma  non  assolutamente  infinito. 

Si  riconosce  cosi  facilmente  perchè,  nella  pratica,  un'idea  relativa- 
mente esatta  d'un  numero,  che  sia  definito  mediante  insiemi  di  numeri 
razionali,  si  acquisti  generalmente  considerando  valori  sempre  più  ap- 
prossimati e  seguendoli  colla  mente  in  modo  da  intuire  il  numero,  che 
si  concepisce  appunto  come  limite  a  cui  il  pensiero  è  guidato  dalla  pro- 
gressiva considerazione  dei  numeri  razionali,  che  lo  determinano;  il 
numero  cioè,  che  è  centro  comune  d'attrazione  di  tutte  le  menti,  che 
percorrano  affatto  liberamente  i  numeri  razionali  componenti  i  detti  in- 
siemi, cosicché  ad  esso  convergono  tutte  le  vie  non  chiuse  attraversanti 
questi  numeri,  essendo  esso  comune  limite  delle  successioni  infinite  se- 
parabili da  questi  insiemi. 

Queste  considerazioni  peraltro  non  tolgono  pregio  ai  metodi  dei  valori 
approssimati  e  delle  parti  integranti,  mediante  i  quali  si  può  dare  la 
teoria  dei  numeri  irrazionali  in  modo  affatto  elementare,  evitando  di  ri- 
correre esplicitamente  ai  concetti  d'ordine  e  di  limite.  Questi  concetti 
,  riceveranno  intanto  un  lento,  ma  continuato,  sviluppo  virtuale,  per  cui  si 
presenteranno  poi  spontaneamente  e  si  potranno  quindi  esplicare  con 
facilità  estrema. 

F.  Giudice. 
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m  TEOREMA  SULL'  APPROSSIMAZIONE  DELLE  RADICI  QUADRATE 


Le  radici  quadrate  a  meno  di  x — — r  per  difetto  dei  2n  interi  com- 
presi fra  «*  ed  (w-fl)*  e,  rispetto  ai  numeratori  delle  frazioni  che  ne  danno 
i  valori,  i  resti  relativi,  godono  le  seguenti  proprietà,  che  ne  permettono 
la  quasi  immediata  determinazione. 

1®.  Tali  numeratori^  termini  consecutivi  e  crescenti  della  serie  de' 
numeri  naturali^  si  possono  ottenere  coli' aggiungere  n'  -f  n  all'  intero  di 
cui  si  vuole  la  radice;  la  quale  uguaglia  n  più  una  frazione  di  nu~ 
meratore  eguale  al  numero  che  ne  indica  il  posto. 

2^  /  resti  fidativi  alla  determinazione  degli  anzidetti  numeratori, 
formano  ordinatamente  i  termini  della  serie, 

1.2n,  2(2n-l),  3(2n-2)...  k[2n-(k— 1)]...  (2n-2)3,  (2n— 1)2,  2n.  1,   (^) 

evidentemente  eguali,  se  equidistanti  dagli  estì'emi. 

3°.  Per  questi  la  somma  di  ogni  coppia  di  radici  a  meno  di  x 

per  difetto,  dei   numeri  che   vi  corrispondono,   è   costante   ed   eguale 
a  2n-f  1. 

Infatti,  estraendo  la  radice  quadrata  a  meno  di  un'unità  per  difetto 
dal  prodotto  (n*  +  À)  (2« -f- 1)',  si  ottiene  l'identità 

( w*  +  A)  (2  n  -f  1)*  =  [(n«  +  A)  ■+  (n«  +  n)P  +  A  [2w  -  (A  -  1)], 

e  ponendo  2n—(k — 1)  al  posto  di  k 

[w^  +  2w-(A-l)J(2n-M)«=[(n«-f2«-(A-l)-L(n*  +  «)?-f[2?i— (A-1)]^, 

epperò   le   radici   quadrate   a    meno    di  ^  dei    numeri    w'  +  A,    ed 

n»  +  2n-(A-l) 
saranno  rispettivamente 

2n*  -^  n  +  k  k 


2>i  +  1  ^  2n  4- 1  ' 

2n«  +  3n-(/£-l)  2n  -  (^  -  1) 

=  ^4-  .>..     .     . =71  f  1- 


2n  +  1  2n  +  1  2n  +  1  ' 

dalle  quali  formolo  risultano  evidentemente  le  proprietà  enunciate. 
Ecco  infine  alcuni  esempi  di  applicazione: 
Pei  numeri  5,  6,  7,  8,  compresi  fra  i  quadrati  consecutivi  4=2*  e  9  =  3*, 


(1)  Ovo  la  somma  dei  due  fattori  di  ciascun  termine  è  2n-|-l,  mentre  il  primo  è  quanto  il  nu- 
mero cbe  ne  indica  il  posto:  inoltro  i  duo  resti  consecutivi  ra  ed  t,^    eguali   e  necessariamente 

massimi,  sono  anche  eguali  al  minore  n--\-n^sin{n\-\)  dei  duo  termini  medii  della  serie  degl'Inter 
fra  n2  ed  («+1)2 
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essendo  n»2,  il  denominatore  dell'approssimazione  è  2n -{- 1  =:  5,  ed 
n^  +  ;/  =  6  ò  la  costante  da  aggiungere  ai  dati,  per  ottenere  a  meno  di 
una  unità  per  difetto  i  numeratori  delle  rispettive  radici  ;  i  quali  saranno 
quindi  11,  12,  13  e  14,  rispettivamente  coi  resti  4,  6,  6  e  4  poiché  è 
ora  1.  2w  =  4;  2(2«  —  1)  =  6  =  3(2n  —  2)  ecc.  Ovvero,  più  semplicemente, 

tali  radici,  a  meno  di  y  per  difetto,  saranno  2-g-,  2yi  2  —  ,  2y. 

Trattisi  ancora  di  calcolare  V275  :  poiché  275  è  compreso  fra  256  =  16* 
e.289  =  17S  si  ha  qui  per  w  =>  16,  2n -f  1  =  33  (denominatore  dell'ap- 
prossimazione) ;  ed  essendo  inoltre  275  —  216  =  19,  sarà  questo  il  nu- 
mero che  indica  il  posto  dì  275  nella  serie  degli  interi  fra  256  e  289. 

Quindi  a  meno  di  una  unità  per  difetto,  V275X33^=  275  +  16*  -f  16  =  547 

33 


col  resto  r,p=  19X14  (essendo  14=33 — 19):  ed  a  meno  di  ^  per  difetto,  e 


, 19 

indipendentemente  dalla  divisione  di  547  per  33,  sarà  Y275  =  16  +  «o  ®^^' 

1 


Similmente,  a  meno  di  ^-r-—  per  difetto,  sarà  VlOOO'+  l  =  1000-f  ^aat- 

Ed  è  ovvio  come  tali  calcolazioni  siano  tanto  più  vantaggiose,  quanto 
più  grandi  sono  i  numeri  dei  quali  ricercasi  la  radice  quadrata  ;  giacché 
cresce  con  essi  Tindicato  denominatore  deirapprossimazione. 

Palermo,  Settembre  1897. 

F.  P.  Paterno. 


GEOMETRIA  ELEMENTARE  REGENTE 

Nel  fascicolo  I  dell'anno  VI- 1892  del  Periodico  di  Matematica  l'egregio 
prof.  A.  Lugli,  di  cui  amici  e  colleghi  piansero  la  dolorosa  perdita,  pub- 
blicò una  nota  riassuntiva  delle  prime  nozioni  di  Geometria  elementare 
recente,  alla  quale  ne  sarebbe  certamente  seguita  un'altra  che  la  com- 
pletasse, se  la  morte  non  avesse  privato  il  Periodico  del  suo  valente 
Direttore. 

E  poiché  ognora  più  progrediscono  in  Italia  ed  all'estero  gli  studi 
della  Geometria  recente,  per  opera  specialmente  del  prof.  Cesare,  del 
Lemoine,  del  Casey,  del  Brocard,  del  Neuberg,  ho  stimato  conveniente 
ed  utile  esporre  in  questa  interessante  rivista  un  riassunto  delle  teorie 
che  fanno  seguito  a  quelle  contenute  nella  citata  nota  del  prof.  Lugli, 
sperando  d'invogliare  con  ciò  i  giovani  studiosi  di  Matematica  a  dare 
parte  della  loro  attività  a  questo  nuovo  ed  importante  ramo  della  Geo- 
metria elementare,  che,  al  dire  del  Davis,  «  a  été  le  progrés  le  plus  re- 
<  raarquable  et  le  plus  importante  qu'aient  fait  les  mathématiques  élémen- 
«.  taires  en  ces  derniers  temps  ». 
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I.  —  Figure  direttamente  simili. 

I.  Se  sopra  ciascuna  delle  semirette  DA,  DB,  DG,....,  essendo  D 
un  punto  fisso  arbitrario  ed  A,  B,  C,..*.  gli  elementi  di  un  dato  sistema 
di  punti,  si  prende  un  segmento  DA^,  DB",  DOV*-*  i°  modo  che  si  abbia 
la  serie  di  rapporti  uguali  : 

DA'      DB'      DO'  _ 

■  •  •  •  ~~~  fl»j 


DA  ""DB  "DO 


•  •  • 


i  due  sistemi  di   punti  A,  B,  C,....   e  A',  B',  C',....  sono  omotetici,  es- 
sendo D  il  loro  centro  di  omotetia. 

Il  punto  D,  se  si  considera  come  punto  di  uno  dei  due  sistemi,  è  anche 
il  suo  omologo  nell'altro,  e  perciò  si  chiama  punto  doppio  dei  due  si- 
stemi. Dati  due  poligoni,  si  può  determinare  con  facilità  il  loro  punto 
doppio.  Due  lati  omologhi  AB  e  A'B'  sMntersechino  in  G;  le  due  cir- 
conferenze determinate  rispettivamente  dai  punti  A,  A'  e  G,  B,  B'  e  G 
oltre  al  punto  G  avranno  in  comune  un  altro  punto,  che  è  il  punto 
doppio  D  domandato,  perchè  nei  due  triangoli  DAB  e  DA'B'  simili  il 
vertice  D  del  primo  è  omologo  al  vertice  D  del  secondo.  Questa  costru- 
zione non  vale  nel  caso  che  i  due  lati  omologhi  scelti  siano  segmenti 
consecativi.  Siano  ad  esempio  AB  ed  AC  ;  in  tal  caso  si  descrivono  le 
due  circonferenze  aggiunte  relative  ai  segmenti  considerati,  cioè  le  cir- 
conferenze passanti  per  B  o  per  G  e  tangenti  in  A  ad  AB  o  ad  AC  ;  il 
secondo  punto  d'intersezione  di  esse  è  il  punto  doppio  richiesto  D 
[perchè  ADB  ed  ADC  sono  simili  e  D  è  omologo  a  D],  il  quale  gode 
anche  la  proprietà  di  essere  il  centro  del  segmento  AH,  essendo  H  l'in- 
tersezione di  AD  colla  circonferenza  Z  circoscritta  ad  ABC.  Esso  gode  di 
altre  proprietà,  fra  cui  le  seguenti  : 

1^  le  distanze   di  D  da  due   punti  omologhi   hanno   un  rapporto 
costante 

2*  le   distanze*  di   D   da   due   rette  omologhe   hanno   un   rapporto 
costante 

3^  l'angolo  di  vertice  D  ed  avente  i  lati   passanti   per   due  punti 
omologhi  è  costante. 

2.  Dj,  D„  Dj  siano  rispettivamente  i  punti  doppi  delle  coppie  F, 
ed  P„  Fg  ed  Fj,  Fj  ed  F,  di  tre  figure  direttamente  simili;  il  triangolo 
D|DjDg  =  t  chiamasi  tìnangolo  di  similitudine  ed  il  circolo  circoscritto  e 
chiamasi  circolo  di  similitudine. 

3.  In  ogni  sistema  di   tre   figure   direttamente  simili  F^  F,  ed    F 
il  triangolo  SjS^Sg,  formato  da  tre  rette  omologhe  «^ ,  5,  ed  5,,  è  omo- 
logico col  triangolo  di  similitudine  t,  ed  il  luogo  dei  centri  di  omologia 
è  la  circonferenza  di  similitudine  e.  Infatti  si  ha  per  ipotesi  : 
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essendo  a^,  a,,  a,  tre  lati  omologhi  di  F^,  F,,  F,  ed  indicando  con  (D,  s) 
la  distanza  del  pnnto  D  dalla  retta  s;  le  tre  rette  D^S^,  D^S,,  D^S,  si  ta- 
gliano quindi  in  un  punto  K  tale  che  le  sue  distauze  dalle  tre  rette  s^f  s„  <, 
sono  proporziona] i  alle  lunghezze  a^,  a^,  a,  di  tre  lati  corrispondenti 
in  F|,  F,  ed  F^  e  che  viene  chiamato  centro  di  omologia  dei  triangoli 
D,D,Dg  ed  S,S,Sg.  Gli  angoli  di  SiS,8,  sono  i  supplementi  degli  an- 
goli a^  agi  cCgì  angoli  costanti  che  formano  tra  loro  due  rette  omologhe 
di  F^ed  F„  di  F,  ed  F,  di  F,  ed  F,;  e  perciò  gli  angoli  S^KS,,  S,KS„  S^ES,, 
ossia  anche  gli  angoli  D|KD,,  D^KD,,  D^KD, ,  sono  costanti.  Ne  viene  che 
il  punto  K  descrive  al  variare  di  8^8,8,  la  circonferenza  e  circoscritta 
a  DjD,D^,  perchè  si  muove  sulle  circonferenze  passanti  per  le  coppie  D, 
e  D„D,  e  0^,0,  e  D,. 

4.  Le  rette  KPj ,  KP,,  KP, ,  parallele  ai  lati  di  8,8,8^  e  condotte 
per  K,  centro  di  omologia  di  D^D^D,  ed  SjS,Sg,  fino  a  tagliare  la  circon- 
ferenza Cy  sono  rette  omologhe,  perchè  si  ha: 

(Di.  KP^)  ^  (D„  s^)  ^  a^ 
(D,,  KP„)      (Di,^„)  "    a.' 

con  i  =  1,  2,  3:  m  =  2,  3,  1;  n  =  3,  1,  2.  Inoltre  è:  DiKPi  =  angolo 
(KSi,  8m8„)  =  costante;  quindi  l'arco  DiPi  è  fìsso  e  perciò  fisso  anche  il 
punto  Pi.  Dunque  nel  sistema  F,,  F„  F,  di  tre  figure  direttamente  si- 
mili vi  sono  infiniti  gruppi  di  tre  rette  omologhe  concorrenti,  le  quali 
ruotano  intorno  a  tre  punti  fissi  della  circonferenza  e.  Questi  tre  punti 
Pj,  P,  e  P,  diconsi  punti  invariabili  ed  invariabile  il  triangolo  PjP,Pj, 
che  è  inversamente  simile  ad  ogni  triangolo  formato  da  tre  rette  omo- 
loghe. I  triangoli  PjP^P,  e  DjD,Dg  sono  omologici  e  le  distanze  del  loro 
centro  di  omologia  dai  lati  di  P^P^P,  sono  inversamente  proporzionali 
ad  flp  «,,  a,,  lunghezze  di  lati  omologhi  di  F,,  F^,  F,.  Basta  per  ciò  di- 
mostrare che  le  rette  che  congiungono  due  a  due  i  vertici  omologhi  dei 
due  triangoli  si  tagliano  in  un  medesimo  punto.  Infatti  si  ha: 

^„-DiP„~(D„  P|F„V 

coni  =  l,  2,  3;  m  =  2,  3,  1;  n  =  3,  1,  2;  dunque  DiP^,  D,P„  D3P,  si  ta- 
gliano in  un  medesimo  punto  A,  che  chiamasi  punto  direttore  delle  tre 
figure  F„  F.,  F,. 

5.  Sia  D',,  punto  di  F^,  omologo  a  D^  punto  di  F,  e  di  Fg  ;  per 
questo  le  rette  D^Pj,  DiPj,»  DjPg  si  tagliano  in  un  medesimo  punto  ed 
i  punti  D'j,  Pj  e  D,  sono  collineari.  Similmente  se  D',,  punto  di  F,,  è 
romologo  di  Dj^,  punto  di  F„  e  di  F,,  i  punti  D'.^,  P,  e  D^  sono  collineari; 
come  pure  sono  collineari  D'„  P,  e  Dg  nelle  ipotesi  corrispondenti.  Quindi 
i  tre  triangoli  D^D^D,  (di  similitudine),  PjP^Pg  (invariabile)  e  D'iD',D'g 
sono  omologici  ed  hanno  il  medesimo  centro  di  omologia.  I  punti  D',,  D',,  D'g 
si  dicono  xìvnti  aggiunti. 
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6.  Come  esercizio  si  può  dimostrare  che  il  panto  direttore  A  e  Tuno 
e  l'altro  dei  triaugoli  D^D^D,  e  P,PjPs  sono  sufficienti  per  determinare 
le  figure  P^,  F,  ed  F,. 

7.  Di  un  triangolo  ABC  siano  0  il  centro  del  circolo  circoscritto  Z 
e  K  il  punto  di  Lemoine;  su  OK,  come  diametro,  si  descriva  un  circolo, 
che  chiamasi  circolo  di  Brocard  [Lugli,  N.  0.,  16];  le  perpendicolari 
OX,  OY,  OW  ai  lati  di  ABC  incontrino  il  circolo  di  Brocard  nei  punti 
A',  B',  C  che  determinano  un  triangolo  detto  primo  triangolo  di  Bro- 
card, Si  ha  per  costruzione  che  OA',  OB'  ed  OC  sono  rispettivamente 
perpendicolari  ai  lati  6C,  OA,  AB;  quindi  con  semplici  considerazioni  si 
ottiene: 

A'OB'=AOB  =  A'CB', 
B''OC'=BAC  =  B'A'C', 
C'OA'=  CBA  -  C'B'A', 

cioè  i  triangoli  ABC  e  A'B'C  sono  inversamente  simili.  E  poiché  si  ha: 
OA^K=OB'K=OC'K=90^  le  rette  A'K,  B'K,  C'K  non  sono  altro  che  le 
parallele  di  Lemoine. 

Si  prolunghi  KA'  e  siano  F'  ed  E  i  punti  di  intersezione  col  circolo 
circoscritto  Z  ad  ABC.  Il  circolo  di  Lemoine  [Lugli,  N.  C,  11]  ed  il 
circolo  di  Brocard  sono  concentrici;  la  perpendicolare  OQ  ad  EF'  di- 
vide per  metà  tanto  EF",  quanto  KA'  e  però  è  :  F'A'=»KE.  Ne  viene  che 
A  A'  ed  AK  sono  coniugate  isotomiche  [Lugli,  N.  C,  7]  rispetto  ad  A. 
Similmente  si  prova,  che  BB'  e  BK,  che  CC  e  CK  sono  coniugate  iso- 
tomiche rispetto  a  B  ed  a  C;  quindi  AA',  BB',  CC  si  tagliano  in  un  me- 
desimo punto,  che  è  il  coniugato  isotomico  del  punto  di  Lemoine. 

8.  Si  conducano  le  simediane  [Lugli,  N.  C,  2]  del  triangolo  ABC; 
i  punti  d*  intersezione  col  circolo  di  Brocard  siano  A",  B",  e  C";  il  trian- 
golo A"B"C"  chiamasi  secondo  triangolo  di  Brocard;  esso  è  il  triangolo 
di  similitudine  (2)  di  tre  figure  direttamente  simili  e  qualunque  costruite 
sui  lati  di  ABC. 

E  invero  OA"K  è  retto,  perchè  inscritto  in  semicirconferenza,  A"  è 
il  centro  della  corda  simediana  corrispondente  (1)  e  per  conseguenza  è 
il  punto  doppio  delle  due  figure  direttamente  simili  descritte  sui  lati  AB 
ed  AC.  Perciò  A"B"C"  è  il  triangolo  di  similitudine. 

Poiché  AiAgAg,  triangolo  formato  da  tre  rette  omologhe  di  tre  figure 
direttamente  simili  costruite  sui  lati  di  ABC,  è  simile  ad  ABC,  essendo 
A"  il  punto  doppio  delle  due  figure  costruite  sui  lati  BA  ed  AC  omo- 
loghi ai  lati  AjAj  e  AjAg,  la  retta  A"A,  divide  l'angolo  A^A^A,  in  parti 
rispettivamente  uguali  a  quelle  in  cui  A"A  divide  Tangolo  BAC;  quindi 
A"A,  è  una  simediana  di  A^A^Aj,  e  tali  sono  pure  B"A,  e  C'Ag;  perciò 
si  ha  che  le  simediane  di  AjA^A,  passano  per  i  vertici  del  secondo  trian- 
golo di  Brocard.  Essendo  poi  A^AjAg  omologico  col  triangolo  di  simili- 
tudine A"B"C"(3),  il  centro  di   omologia,    che   è   il   punto   di   Lemoine 
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dì  AjA^Ag,  è  un  punto  del  circolo  di  similitudine,  cioè  del  circolo  di 
Brocard  di  ABC. 

Si  ha  infine  ohe  i  vertici  A',  B',  C  del  primo  triangolo  di  Brocard 
sono  i  punti  invariabili  (4)  di  tre  figure  direttamente  simili  descritte  sui 
lati  di  ABC. 

9.  Esercizio  utile  ed  elegante  è  il  seguente:  I  simmetrici  dei  vertici 
A,  B,  C  di  un  triangolo  ABC  rispetto  ai  lati  opposti  siano  A^^B^C^; 
supponendo  che  A^BC,  B^CA,  C,AB  facciano  parte  di  tre  figure  diret- 
tameute  simili  descritte  sui  lati  di  ABC,  dimostrare  che  :  V  A,  B,  C  sono 
i  punti  doppi;  2**  gli  ortocentri  di  A,BC,  B^CA,  C,AB  sono  i  punti  in- 
variabili; 3**  Ap  Bj,  Cj  sono  i  punti  aggiunti;  4°  l'ortocentro  di  ABC  è 
il  punto  direttore. 

IL  —  Poligoni  armonici. 

10.  La  teoria  dei  poligoni  armonici  può  ritenersi  come  la  generaliz- 
zazione della  Geometria  recente  del  triangolo,  estensione  intuita  fino  dal 
1886  dall'illustre  geometra  Tucker,  il  quale  lasciò  scritto:  «je  crois  que 
^  tous  ces  résultats  auraient  lieu  ponr  un  polygone  inscrit  dans  un  cerole, 
«s'il  j  avait  entro  les  còtés  une  relation  telle  qu'il  existe  un  point, 
«  dont  les  distances  aux  cdtés  soient  proportionelles  à  ces  còtés  ». 

Sui  poligoni  armonici  pubblicarono  note  importanti  il  Tucker,  il 
Neuberg,  il  Casey,  il  Tarry  ed  il  Simmons  in  varii  periodici  di  mate- 
matica di  Francia  e  di  Inghilterra. 

M.  Nel  piano  di  un  poligono  qualunque  ABCD....  inscritto  in  un 
circolo  si  possa  trovare  un  punto  K,  il  quale  abbia  la  proprietà  che  le 
sue  distanze  dai  lati  del  poligono  siano  proporzionali  ai  lati  stessi;  il 
poligono  ABCD....  chiamasi  allora  poligono  armonico;  le  rette  KA,  KB, 
KC,....  simediane  del  poligono  ed  il  punto  K  centro  delle  simediane.  Se 
due  poligoni  hanno  le  medesime  simediane  diconsi  co-simediani, 

12.  Sia  0   il   centro  del   circolo   circoscritto   al   poligono  ABCD....; 

siano  ^i,  6,  e,....  i  suoi  lati;  x^yjZ,,,..  le  lunghezze  delle  perpendicolari 

condotte  dal  centro  delle  simediane  K  ai  lati;  il  circolo  di  diametro  GK 

chiamasi   allora   circolo  di  Brocard  [Lugli,  N.  C,  16]  e  Tangolo  o)  de- 

2.V       2v        2c 
terminato  da  una  delle  seguenti  equazioni  :  tang  w  =  — '  ~  "a"  "^  ~~"  =•••• 

dicesi  angolo  di  Brocard  [Lugli,  N.  C,  8]. 

13.  In  un  circolo  Z  qualunque  di  centro  M  sia  inscritto  un  poligono 
regolare  ABC...  ;  i  raggi  AM,  BM,  CM,....  prolungati  oltre  M  incontrino 

il  circolo  nei  punti  A',  B',  C, ;  sia   un   punto  qualunque  P  del  piano 

del  poligono  il  polo  d'inversione  rispetto  al  quale  si  trasformi  la  figura 
per  inversione.  Il  circolo  circoscritto  si  trasforma  allora  in  un  altro  cir- 
colo X;  se  a,  p,  Y»'*'*  ®  ^^  sistema  di  punti  che  corrisponde  al  sistema 
A,  B.  C,....  ed  a',  P',  y'j*'*-  q^®llo  che  corrisponde  al  sistema  A',  B',  C',.»-- 
si  ha  che  le  rette  congiungenti  a  con  a',  p  con  p',  y  con  y')"-*  passano 
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per  un  medesimo  punto  K,  e  siccome  i  punti  A,  B,  G,  B"^  formano  un 
gruppo  armonico,  anche  i  loro  inversi  a^^yf  e  ^'  formeranno  un  gruppo 
armonico;  e  poiché  la  retta  3^'  passa  per  K,  le  perpendicolari  condotte 
da  K  sui  lati  a^  e  ^y  sono  proporzionali  a  questi  stessi  lati  ;  perciò  per 
inversione  dal  poligono  regolare  ABC...  si  è  ottenuto  un  poligono  ar- 
monico a^y....  dello  stesso  numero  di  lati. 

Reciprocamente  si  può  sempre  trasformare  un  poligono  armonico  in 
un  poligono  regolare  dello  stesso  numero  di  lati.  Sia  infatti  ABC...  un 
poligono  armonico,  Z  il  circolo  circoscritto  di  centro  0  e  K  il  centro 
delle  simediane.  Siano  8  ed  S'  i  punti  limiti  del  circolo  Z  e  di  quello 
OKX  descritto  sul  diametro  OK;  si  unisca  S  con  B  e  con  A  e  si  pro- 
lunghino le  congiungenti,  qualora  occorra,  fino  a  tagliare  il  circolo  Z  nei 
punti  A'  e  B';  il  segmento  A'B'  è  il  lato  del  poligono  regolare  risultante 
dalla  trasformazione.  Le  rette  AB  e  A'B'  si  taglino  in  P  e  taglino  OK 
in  C  e  C. 

La  polare  di  S  passerà  per  P  e  per  S',  ed  il  fascio  P  (SCS'C)  è  ar- 
monico; quindi  si  ha: 

2  1111 


-f    CJTT.  =  Ur?   + 


ossia 


S8'       se   ^  se       SK  ^  SO  ' 
SK-SC  _  SO^  -  SO       KG     OC  _  SK 

sK .  SO  ~  se .  SO  ^    SO  •  se  ~  SO  ' 

(K,  AB)      (0,  A^B^)  __  SK 
(S,  AB)  •  (S,  A'B')  ""  SO  ' 

(K,  AB)     (0,  A^BQ  _  SK 
AB       '      A'B'      ""  SO  ' 

perchè  dai  triangoli  simili  SAB  ed  SA'B'  si  ha: 

(S,  AB)    ^    AB_ 

(S,  A'B')  ^  A'B'  " 

CK  ABì 
Ma  — ^-5 —  è  costante,    perchè   AB   è   lato   del    poligono   armonico,    di 

SK 
cui  K  è  il  centro  delle  simediane  ;  ^tt  è  dato,   perchè   S,  K  ed  0   sono 

(O  A'B'ì 
punti  dati;  dunque  — Ttw^ —  ^  costante  e  però  costante  è  pure  A'B'. 

I  punti  S  ed  S'  si  chiamano  centri  d'inversione  del  poligono  armo- 
nico e  sono  coniugati  armonici  rispetto  ad  0  ed  a  K. 

Si  può  quindi  trasformare  sempre  un  poligono  armonico  in  un  altro 
pure  armonico. 

14.  In  un  poligono  armonico  siano  1,  2,  3,....  i  vertici;  siano  1,  2  e  3 

tre  vertici  consecutivi;  KP  e  KP'  le  perpendicolari  condotte  dal  centro 

delle  simediane  ai  lati  1,  2  ed  1,  3;  sia  l' il  punto  d' intersezione  di  1,  K 

KP     KP' 
col  circolo  circoscritto  Z.  Il  rapporto  -r-^  :  -z—^  è    uguale    al    rapporto 
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anarmonico  (1,  2,  3,  1'),  il  quale   è  costante,  perchè  uguale  al  rapporto 

KP 

anarmonico  corrispondente  in  un  poligono  regolare;  essendo  -r— 5-  costante, 

KP' 

lo  è  pure  -r— 5  ;  cioè  il  poligono  stellato  formato  dalle  corde  (1,  3),  (2,  4), 
1,  o 

(3,  5)....  è  un  poligono  armonico  ed  ba  K  per  centro  delle  simediane. 

In  modo  analogo  si  può  dimostrare  che  è  pure  armonico  il  poligono 
stellato  formato  dalle  corde  (1,  4),  (2,  5),  (3,  6),....  che  ha  R  per  centro 
delle  simediane. 

Cosi  pure  si  può  dimostrare  facilmente  che  i  poligoni  formati  dai 
vertici  alternati  1,  3,  5,....  2n  — ■  1  e  2,  4,  6,....  2n  di  un  poligono  armo- 
nico di  un  numero  pari  di  lati  sono  pure  armonici  e  che  hanno  il  me- 
desimo centro  delle  simediane. 

15.  Sia  d  la  lunghezza  KO  ed  R  il  raggio  di  Z.  Si  è  visto  che  o)  è 

definito  dalla  equazione  :  tang  o)  =  —  =  t-jq ;  sia  A'B'  il  lato  del 

poligono  regolare  di  n  lati  inscritto  a  Z:  si  ha  dalla  geometria  elemen- 
tare :  cotang  —  = ;  essendo:  hu=:a  (0,  A'B'),  è  :  cotang  —  = j^n; — . 

Ti  CI  Tir  Jli    JJ 

TZ 

Dividendo  termine  a  termine  le  espressioni  che  danno  tang  o)  e  cotang  — 

Tir 

si  ottiene  : 

tango)     _  (K,  AB)     (0,  A^BQ  _  SK 

7Z    "      AB      •       A'B'       "*  SO  ' 
cotang  — 

per  quanto  si  è  visto  precedentemente  (14). 

Ma  siccome  0  e  K  sono  coniugati  armonici  rispetto  ad  S  ed  S',  che 
sono  inversi  rispetto  a  Z,  si  ha  : 

SK  :  SO  =  1/1  -  |Ì  ; 
e  quindi  si  ricava: 

tang  0)  =  cotang  —  1/  1  -  5I  ' 
da  cui,  risolvendo  rispetto  ad: 


d*  =  R*  (  1  —  tang*  0)  tang*  —  j 


Come  caso  particolare  si  supponga  che  il  poligono  armonico  sia  un 
triangolo  equilatero.  Poiché  le  distanze  a?,  y,  z  del  punto  K  di  Lemoine 
dai  lati  sono  proporzionali  ai  lati  stessi  [Lugli,  N.  C,  5],  da:  taug(o  = 

^^y*  4A  Ci  

= -^  ,  si  ha:  tanga)  =  ^— j;  ed  essendo:  Aa  = —V3  e  quindi:  2A=«A«  = 


rt*V3  1 


=  -rV3,  sostituendo  si  ricava:  tango)  = -— — -  =  — =r  e  perciò:  o)  =  30* 
[Lugli,  N.  C,  9]. 
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Essendo    dunque  :    tang  —  =  tang  — 5—  =  tang  60®  =  V^,  si  ottiene  : 

TI  D 

d*  =  RMl-'o-.3|  =0,  come  si  poteva  prevedere,  giacché  nel  caso  del 

triangolo  equilatero  il  centro  del  circolo  circoscritto  ed  il  punto  di  Le- 
moine  coincidono. 

Si  verifica  subito  che  per  gli  angoli  o)  ed  co'  di  Brocard  di  due  po- 
ligoni armonici  ài  m  e  di  n  lati,  aventi  il  medesimo  circolo  circoscritto 
e  lo  stesso  centro  delle  simediane,  si  ha  la  relazione  : 

tang  0)  :  tango)'  =  cotang —  :  cotaog —  • 

E  poiché  un  poligono  regolare  di  n  lati  può  occupare  nel  circolo  cir- 
coscritto infinite  posizioni,  risalta  evidente  che  nel  medesimo  circolo  si 
possono  inscrivere  infiniti  poligoni  armonici  di  n  lati  col  medesimo  centro 
delle  simediane. 

16.  Per  il  punto  K  di  un  poligono  armonico  ABCD....  di  n  lati  si 
conduca  una  retta  qualunque  che  tagli  i  lati  nei  punti  R^,  K,,  B,,....;  il 
luogo  del  ptfnto  P  di  essa  preso  in  modo  da  verificare  P uguaglianza: 

111  n 


KRj  ^  KR,   '    KR3  '   ••••       KB  ' 

è  la  polare  di  K  rispetto  al  circolo  circoscritto  Z,  polo  e  polare  armo- 
nica rispetto  al  dato  poligono,  che  furono  chiamati  punto  e  retta  di 
Lemoine  del  poligono. 

Analogamente  se  il  punto  P  è  l'intersezione  della  retta  arbitraria  col 
circolo  circoscritto  Z,  è  verificata  la  medesima  uguaglianza. 

17.  Con  una  dimostrazione  analoga  a  quella  fatta  al  n.  16  della  nota 
del  prof.  Lugli,  linea  5^,  si  può  provare  esattamente  la  seguente  pro- 
prietà generale:  in  ogni  poligono  armonico  di  n  lati  le  perpendicolari 
condotte  dal  centro  del  circolo  circoscritto  Z  ai  lati  incontrano  il  cir- 
colo Ti  in  n  punti  tali  che  la  2n  rette  congiungenti  questi  punti  cogli 
estremi  dei  lati  corrispondenti  si  tagliano,  n  ad  n,  in  due  punti  fissi  Q 
ed  Q'  di  Z  che  si  chiamano  jownfi  di  Brocard  del  poligono  [Lugli,  N.  C,  10]. 
Gli  n  punti  L,  M,  N,....,  in  cui  le  perpendicolari  tagliano  il  circolo  di 
Brocard  sono  detti  punti  invariabili  [4j  ;  le  proiezioni  del  centro  0  di  Z 
sulle  simediane  sono  i  punti  doppi  [1]  del  poligono. 

18.  Sia  ABCD....  un  poligono  armonico  inscritto  in  un  circolo  Z;  per 
il  centro  K  delle  simediane  si  conduca  la  KU,,  parallela  alla  tangente  AT 
condotta  al  circolo  Z  per  il  vertice  A,  sino  a  tagliare  in  U  il  lato  AB  ; 
il  segmento  KU  è  costante.  Sia  A'  il  punto,  in  cui  AK  incontra  Z;  si 
congiunga  A'  con  B  e  si  conduca  KX  perpendicolare  ad  AC.  Si  ha  su- 
bito per  semplici  cognizioni  di  geometria  piana  e  di  trigonometria: 

^^  ^  AB 

KX  :  KU  =  sen  AUK  =  sen  TAU  =  sen  AA'B  =  -k-  :  R; 


18  PERIODICO   DI   MATEMATICA. 

è  dunque  : 

AR 
KX  :  KU  =  ^  :  R, 

ossia  : 

AR 
KU  :  R  =  KX  :  ^  ; 

2KX 

ed  essendo  [12]:  tango)  =       p   ,  è  pure:  KU  =  R  tango)  =  costante. 

Si  divida  ora  KA  con  un  punto  A"  in  modo  che  sia:  KA"  :  A"A  =  m :  n, 
essendo  m  ed  n  quantità  date;  per  A"  si  conducano  le  A"U'  e  A"0', 
parallele  alla  tangente  AT  e  ad  OA,  sino  a  tagliare  AB  in  U''  e  KO  in 
0';  si  unisca  0'  con  U'  e  si  conduca  KU  parallela  ad  A"U'  sino  a  ta- 
gliare AB  in  U.  Il  triangolo  O'U'A"  è  rettangolo  in  A"^  quindi  è: 

Dai  triangoli  simili  KAO  e  KA^'O'  si  ha: 

KA  :  KA"  =  AO  :  A"0'  ; 

e  dalla  ipotesi  KA"  :  A"A  =  m  :  n  con  semplici  trasformazioni  si  ricava  : 
KA  :  KA"  =  m  -f-  w  :  m  ;  quindi  si  ha: 

AO  :  A"0'  =  m  +  w  :  m, 

ossia  : 

m . AO        m . R 
A  U  = ; = ; • 

m  +  n        m  -{-  n 

Analogamente  dai  triangoli  simili  All' A"  e  AKU  si  ha: 

KA  :  AA"  =  KU  :  A"U'  =  m  +  «  :  w, 


avendosi  : 
e  perciò: 


KA  :  AA"  =^  m  +  n  :n; 
n  :  KU       nR  tang  o) 


A"U'  = 


r/i  +  «  m  -^  n 


per  quanto  precede.  Quadrando  ed  addizionando  i  valori  di  A"U'  e  A"0' 
si  ottiene: 


O'U'    =  R*(>w«  +  nUang«o)):  (m  +  w)*  =  costante, 

e  quindi  O'U'  ==  costante,  cioè  i  punti  analoghi  ad  U'  sono  sopra  una 
circonferenza  F  di  oentro  0'  e  di  raggio  O'U'. 

Se  B"V  è  parallela  alla  tangente  in  B  al  circolo  Z  e  taglia  BC  in  V, 
il  triangolo  0'B"V'  è  uguale  al  triangolo  0'A"U';  quindi  si  ha: 

U'O^V  =  AOB  ; 

se  ne  deduce  perciò  che  i  punti  U',  V',....  sono  i  vertici  di  un  poligono 
simile  al  poligono  ABC....,  e  formano  dunque  un  poligono  armonico.  Un 
altro  poligono  armonico  si  ottiene  ripetendo  la  costruzione  nel  senso  op- 
posto, cioè  rispetto  alla  semiretta  AT'  opposta  ad  AT. 
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19.  Da  questa  importante  proposizione  si  possono  trarre  alcuni  casi 
particolari  dando  al  rapporto  m  :  n  valori  diversi.  Si  ha  cosi  : 

P  se  m  =  0,  il  circolo  T  è  il  secondo  circolo  di  Lemoine  (circolo  del 
coseno  degli  Inglesi)  [Lugli,  N.  C,  17]; 

2°  se  m  =  n,  0'  è  il  centro  di  OK  ed  il  circolo  T  è  concentrico  al 
circolo  di  Brocard  ;  per  analogia  chiamasi  primo  circolo  di  Lemoine  del 
poligono  [Lugli,  N.  C,  11];  il  suo  diametro  è  uguale  ad  B secco; 

8^  se  m  =3  n  tang'  co,  il  cóntro  del  circolo  T  è  il  centro  del  segmento 
QQ'[17]; 

4°  se  il  poligono  si  riduce  ad  un  triangolo,  e  se  è  ; 

m:  n  =  —  cotang  A  cotang  B  cotang  C  :  cotang  o), 

il  circolo  r  è  il  circolo  di  Taylor  [Lugli,  N.  C,   18]; 

5®  ogni  circolo  di  Tucker  [Lugli,  N.  C.,-20]  di  un  triangolo  ABO  è 
un  circolo  di  Taylor  di  qualunque  altro  triangolo  A'B'C^  che  abbia  il 
medesimo  circolo  circoscritto  ed  il  medesimo  punto  di  Lemoine. 

Chi  abbia  desiderio  di  acquistare  più  estese  cognizioni  su  questo  ar- 
,^  gomento,  potrà  consultare  le  seguenti  pubblicazioni,  delle  quali  io  pure 
^  mi  sono  servito:  Annuaire  de  l'Association  fran9aise  pour  l'avanoement 
des  Sciences,  année  1881-1883-1886;  Chapitre  supplémentaire  de  A  se- 
quel  to  the  first  six  Books  of  the  Elements  of  Euclid  del  Oasey  ;  Com- 
panion  to  the  Weehly  Papers  del  Milne,  Mathesis  d^  Mansion  et  Neu- 
berg,  tome  II,  V,  VII  e  Nouvelle  Correspondance  mathématique,  tome  III, 
IV,  V  et  VI. 

Novembre,  1897. 

Dott.  U.  Cbretti. 


•**<- 


A   PROPOSITO   DELLA  NOTA   DEL   PROF.   GlAMBERLINI 

Sulle  definizioni  di  equazione  e  di  sistemi  di  equazione  „ 

(V.  Periodico,  anno  Xn,  fase.  VI,  pag.  184) 


Nel  mio  insegnamento  io  definisco  Tequazione  od  inequazione  un  problema  da 
risolvere,  che  consiste  nel  cercare  quali  sono  i  valori  dell'incognita  p  delle  inco- 
gnite che  rendono  uguali  o  disuguali,  due  date  espressioni  algebriche.  E  simil- 
mente pei  sistemi.  Così  si  mette  in  luce,  io  credo,  la  vera  natura  delle  equazioni 
od  inequazioni,  e  restano  incluse  anche  le  equazioni  od  inequazioni  impossibili  e 
quelle  identiche;  e  le  equazioni  identiche  conservano  una  certa  distinzione  dalle 
identità,  in  quanto  le  prime  corrispondono,  come  problemi,  alle  domande:  *  Cer- 
cate il  valore  di  x  per  cui  A  è  uguale  a  6  ,  alla  quale  si  risponde:  *  x  può 
assumere  qualunque  valore,  ,  mentre  le  seconde  sono  veri  teoremi,  ed  enunciano 
le  verità  '  A  è  uguale  a  B  per  ogni  valore  di  a?  „  costituendo  così  questa  come 
la  risposta  a  quelle. 

Nel  concetto,  come  si  vede,  la  mia  definizione  collima  con  quella  del  prof.  Ciam- 
ber]  ini. 

Torino,  Novembre  1897. 

Rodolfo  Bbttazzi. 
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RimOZIONI  DELLE  PSTION!  190  278  281  m  325  358 


190.  Date  tre  tangenti  a,  b,  e,  alla  parabola  ed  il  punto  M«  di  contatto  std- 
Vuna  e,  determinare  analiticamente  U  fuoco  e  la  grandezza  del  parametro. 

Applicazione.  —  Cercare  il  luogo  geometrico  dei  fuochi  delle  parabole  tangenti 
a  due  rette  fisse  e  ad  una  circonferenza  inscritta  nelVangolo  di  queste  rette, 

Bbllaoohi. 
Risoluzione  dei  Prof  U.  Ceretti  di  Badia  Poteeine. 

Assi  coordinati  siano  le  tangenti  e  e  6,  che  formino  un  angolo  0;  siano  x^ 
e  0  le  coordinate  cartesiane  di  Me*  Le  equazioni  di  &  di  e;,  e  di  a  saranno:  a;  =  0, 

y  =  0,  — h  —  =«1,  essendo  perciò e le  coordinate  plUokeriane  di  a.  L*e- 

"  m      n  ^  m  n 

quazione  della  parabola  tangente  agli  assi  coordinati  è  della  forma 

(1)  uv  -{-hu  ^kv  =  0, 

nella  quale  h  q  k  sono  parametri  arbitrari.  Ogni  tangente  alla  (1)  essendo  rappre- 
sentata da 

(2)  ux  -h  ».y  -f  1  =-  0 , 

affinchè   la   parabola,  sia   tangente   alla   e   nel   punto  Me  (a;^,0),  dovrà  essei'e 

1  }l 

««I e  dalla  (1)  si  dedurrà:  »==  ; r;  se  la  tangente  e  è  anche  l'asse 

x^  kx^  —  1 

delle  ascisse,  il  valore  di  v  deve  essere  infinito  per  h  diverso  da  zero,  onde  si 
ha:  ib^—  .  Inoltre  alla  parabola  è  pure  tangente  la  a;  perciò  la  (1)  deve  es- 

sere  soddisfatta  da e ;  si  ha  così  la  condizione:  hn  +  km  =  1,  la  quale 

m  n 

I  X    '^~'  111 

colPaltra  A;  =  —  dà:  /*=»  — .  Eliminando  v  fra   le  equazioni  (1)   e   (2)   si 

U/ .  nx.  4 

ottiene 

u^x-huikx  —  hg  +  1)  +  A:  =  0, 

di  cui  il  discriminante,  uguagliato  a  zero,  rappresenta  la  parabola  in  coordinate 
cartesiane  e  cioè 

(3)  {kx  —  hì/Y  —  2{kx^hy)  +  l=0, 

dalla  quale,  per  una  nota  formola  della  Geometria  analitica,  per  il  parametro  p 
risulta 

2hk sen*  e 

(4)  p^ j. 

(h*  4-  A;*  +  2hk  cos  8)  « 

Poiché  le  rette  congiungenti  il  fuoco  F  (X ,  Y)   della  parabola  coi  punti  «idici 
all'infinito  sono  date  dalle  equazioni  y  —  Y  +  (a?  —  X)  (cos  0  +  »  Ben  6)  ■»  0  per 

t-a  ±V — 1,  ponendole  sotto  la  forma  (2),  si  ricava: 

cos  9  4-  J  sen  9  1  /      «      .       ox 

«'"-Y  +  X(co8e  +  Ì8en9)  '  " Y  +  X(cos9  +  isene)  =  •'(•'<"'®-*'^*')' 

sostituendo  questi  valori  di  li  e  di  t?  nella  formola  (1)  si  trova: 

;ì(Xoos9  +- Y)^-^•(X+  Ycos9)~l+  tsen  9  (^X  — ik  Y)  =  0  ; 
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da  cui  si  ha  il  sistema: 

^  ^  \  A:X  +  *  (2  X  cos  0  4-  Y)  =- 1 , 

il  quale  risolto  rispetto  ad  X  e  ad  Y  dà 

k 


(6) 


X  = 

Y  = 


^'  4  A;*  -t^hkcoBB' 
h 


A*  -h  A;*  +  2hk  cos  6  » 
coordinate  che  determinano  il  fuoco  pei  vaU)ri  determinati  di  ft  e  di  k.  Sostituendo 

nelle  (4)  e  (6)  —  a  A?  e  -^ ad  h,  e  ponendo  P  =■  (a?j  —  m)  (a:^—  m  +  2n  cos  9)  +  «' 

si  ottiene 

2n*x^  (ir,  —  m)  sen*  6              n*ar,     „        tw?,  (a?^  —  w) 
papi ^ ,  A  =*  ■'^»  ^  "^ p • 

PT 
relazioni  che  risolvono  la  prima  parte  della  questione. 

OssbbyìlZIonb.  —  Per  6  ^=  90"  i  numeratori  non  variano,  essendo  :  sen*  6  »>»  l 
ed  il  denominatore  P  diventa:  {.v^^-^m)*  +  '»*• 

AppuGAZZONB.  —  Come  precedentemente  siano  le  tangenti  b  e  e  assi  coordinati 
che  formino  un  angolo  0.  L'equazione  generale  del  cerchio  in  coordinate  pluohe- 
riane,  essendo  a  e  Me  coordinate  del  suo  centrq,  ed  R  il  raggio,  è 

(ai*  4-  Pr  -f  ly  scn'e  —  R«  (w«  4- 1?'  -^  2wi?co8  0)  =«  0  ; 

e  poiché  deve  essere  tangente  agli  assi  coordinati,  si  hanno  le  relazioni 

p*  sen"  e  —  R»  =  0  ,  a»  sen»  —  R«  =  0 , 

dalle  quali  si  ottiene  a «>  p  «»  — à"^^'*  ^  P^^'^  l'equazione  precedente  si  riduce  ad 

{R(w  +  v)  4- Ben»  e)  •  -  R*  (m" -f- «^"  —  2mv  cos  9)  «=  0 , 
oppure 

(7)  2quv  +  2«  (m  +  p)  4-  »•  =  0 , 
avendo  posto  per  brevità  1  4-  cos  9  =  g ,  ^  sen  9  «»  « . 

IV 

Eliminando  v  tra  le  equazioni  (1)  e  (7)  si  ottiene  l'equazione 

2  u^  (qh  —  s)'-u[2s  (k  —  h)  +  8*]-'k8*=0] 

il  discriminante  nullo  di  questa  esprime  che  le  curve  (1)  e  (7)  sono  tangenti,  il 
che  appunto  si  ha  per  dato;  si  ricava  così 

(8)  (2  (A;  —  ;r)  4-  5}  •  4-  8i  (qh  —  «)  «  0. 

Eliminando  7»  e  A;  fra  le  equazioni  (5)  e  (8)  si  ricava  una  equazione  fra  X  e  Y 
che  rappresenta  il  luogo  cercato.  Dalla  prima  delle  (5)  si  ha: 

/i  =  XY        e        A;n»XX; 
e  perciò  dall'altra  si  ha 


X-4-2XYcos9-|-Y" 
sostituendo  ora  nella  (8)  e  riducendo,  si  ottiene  l'equazione: 

r  X*  -^  Y*  4-  AXY  +  B  (X«Y  4-  XY«)  4-  C  (X>  4-  Y«)  +  D  (X"Y  4-  XY«) 
^  '^        \  4-  E (X"  4  Y*)  4-  FXY=» 0, 
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4                   4 
avendo  posto  A=2  (1 -f  2  eos6);  B  =  4co8  0;  C  = ;  D  = (1  +  2co8e); 

A  Q 

E  =  -7;  FBa--co80,  equazione  di  una  curva  di  4'  ordine  passante  per  l'origine. 

Ossbrvazions.  —  Per  OesQO'  la  (6)  diventa: 
X*  4-  Y*  -f  2X"Y'  —  1  (X'  +  Y')  —  -  (X'Y  -f  XY*)  +  4  (X*  4-  Y')  —  0  , 

8  8  8 

che  si  può  anche  scrivere 

(10)  (X'  +  Y*)  Jx''  +  Y^  -  Ì.(X  -h  Y)  +  ~J-0  , 

equazione  di  un  luogo  di  4"  ordine  che  si  scinde  nei  due: 

X«  +  y  =  0        e        X'  +  Y«--(X4- Y)  +  -i«='0. 

8  8 

dei  quali  il  primo  è  rinsieme  delle  rette  isotrope  condotte  per  l'origine,  ed  il  se- 
condo è  una  circonferenza  tangente  agli  assi  coordinati. 

278.  fli  considerino  tutti  i  triangoli  inscrìtti  in  una  conica^  aventi  un  vertice 
comune  ed  il  lato  opposto  parallelo  alla  tangente  in  quel  punto.  Trovare  il  luogo 
del  centro  del  cerchio  circoscritto  a  ciascuno  di  questi  triangoli. 

G.    SOOBZA. 

Risoluzione  del  sig.  G.  Gallucci  studente  a  Napoli. 

Supponiamo  che  la  conica  sia  una  ellisse.  Prendiamo  come  assi  di  coordinate, 
il  diametro  passante  pel  vertice  fisso  A  ed  il  suo  coniugato.  L'equazione  della 
curva  sarà 

(1)  ^-4--  =  l 

Se  alla  distanza  OP  «3  m  dal  centro  0  si  conduce  la  parallela  alla  tangente  in  A, 
ossia  all'asse  delle  t/,  questa  incontra  l'ellisse  in  due  punti,  di  cui  l'ascissa  co> 

mune  è  m  e  le  ordinate  sono  a?=  ±  ^,  ove  ?*  =  &'' Il ^j .  Allora  i  8  punti  A, 

M,  M'  avranno  per  coordinate  \a\  0),  {m ,  l),  (m,  —  Z).  Se  ^ ,  y  sono  le  coordinate  di 
un  punto  equidistante  da  A,  M,  N,  si  avrà,  indicando  con  o>  l'angolo  degli  assi, 

/m  /  (a:  — a')*  +  2/*  +  2(a:— a')yco»a)=>(a:—  m)" -f  (y  — /)*  +  2(a?  — m)(y— /)c;o«cd 
^  ^   \(.r-aT  +  y*-l-2(a?-Oyco»a)«(a?  — m)«+(y4-0*+2(a?^m)(y  +  l)co«ce. 

Per  trovare  l'equazione  del  luogo  richiesto  bisogna  eliminare  la  m  e  la  l.  Per  sot- 
trazione dalle  (2)  si  ha 

4  ^y  +  4  ;  (a?  —  m)  eoa  co  «3  0; 
da  cui 

V  X  cos  4-  V 

X  —  m  = = —  ,        m  ■» -, 

cos  0)  cos  co 

Addizionando  invece  si  ha: 

(x  —  a'y  -f  y*  -f  2  y  {v  —  a')  cos  co  «  (a;  —  m)*  -|-  y'  4-  ?'  +  2  (47  —  m)  y  cos  co. 

Sostituendo  in  questa  eguaglianza —  ad  a?  —  m,  e 

^  °     ®  cos  (Ù 


6'«/l-.^j  =  6'«-&"' 


X*  C03*  CD  4-  y'  4-  2  xy  cos  co 


a'*  cos*  co 


ad  Vf  dopo  le  opportune  riduzioni  si  ha 

« 

X*  (a'*  +  &'•)  cos'  co  +  2  a:y  (a"  cos'  co  +  &'  cos  co)  4-y^  (2a'*  cos*  (o  —  o'"  4  b'*)  — 

—  2  xa"  cos^  co  4-  2//  a"  cos»  co  4-(c»'*  —  «'*  b'*)  cos*  co  —0. 
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Qnesta  è  l'equazione  del  luogo.  Se  la  conica  data  è  una  iperbole,  il  risultato 
è  analogo;  basta  sostituire  —  ò"  a  b^*.  In  entrambi  i  casi  è  facile  vedere  che  T in- 
variante assoluto 

è  —  a'*  sen*  o  eoa*  <ù,  onde  il  luogo  richiesto  è  una  iperbole,  che  può  degenerare 
anche  in  due  rette  secondo  i  valori  ce. 

Se  la  conica  data  è  una  parabola,  prendendo  come  assi  il  diametro  passante 
per  A  e  la  tangente  in  A,  la  sua  equazione  è  i/*=px  e  le  coordinate  dei  3  punti 

A,  M,  M'  sono  (0,0),  {*n,ypm),{m,  —  \pfn).  Con  lo  stesso  procedimento  precedente 
si  arriva  alla  equazione 

as"  eo8*  »  4-  2  a?y  cas*  <d  —  y*  sen*  «  —  pv  eoe*  o)  —  py  co5  <o  =  0 

la  quale  rappresenta  un'iperbole. 

Se  (0  =  90^  qualunque  sia  la  conica  data  l'equazione  del  luogo  si  riduce  ad  ^'  >»0, 
che  rappresenta  il  diametro  passante  per  A  contato  due  volte. 

2SL  Due  cerchi  di  centri  0,0'  ai  tagliano  in  A  e  B.  Preso  un  punto  P  sul 
primo  e  condotte  le  secanti  PA,  PB  a  tagliare  il  secondo  nuovamente  in  A%  B',  di- 
mostrare che  al  muoversi  di  P  sulVarco  esterno  del  cerchio  0,  rimane  costante  il 
rapporto  della  potenza  di  P,  rispetto  ad  0',  alVarea  del  quadrilatero  ABB'A'. 

Gallucci. 

Risoluzione  del  8ig,  Francesco  Colostri. 

Si  ha,  indicando  con  6  l'angolo  APB 

area  ABB'A  =  area  A'PB'  —  area  APB 

=  ~PA'X  PB'.sene  — -ipA  X  PB  .  sene 
=  -i  (PA'  X  PB'  —  PA  X  PB)  .  sen  0. 


Bisogna  dunque  dimostrare  che  si  ha 

PA'  X  PA 


^^^  ^  (PA'  X  PB'  —  PA  X  PB)  sen  e 


costante; 


ossia,  essendo  sen  9  costante,  deve  essere 

PA'  X  PB'  -  PA  X  PB 


«a  costante; 


PA'  X  PB 
ossia  ancora,  dividendo  numeratore  e  denominatore  per  PA'  X  PA, 

(2)  — — —  =  costante . 

PA""?!' 

Tiriamo  ora  le  rette  A'B,  AB';  per  un  noto  teorema  si  sa  che  al  variare  del 
punto  P  sull'arco  esterno  del  cerchio  0  gli  angoli  PAB',  PBA  si  mantengono 
costantemente  uguali  all'angolo  OAO'  sotto  cui  si  tagliano  i  due  cerchi,  e  quindi 
al  variare  di  P  i  triangoli  PAB',  PBA,  avendo  sempre  due  angoli  costanti,  si  man- 

pxif        pD 

tengono  simili  a  so  stessi  e  quindi  i  rapporti  p-j-,   pj>  rimangono  costanti  e  per- 
ciò rimane  anche  costante  la  (2)  d'onde  deriva  che  è  anche  vera  la  (1).     e.  d.  d. 
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298*  Se  gli  spigoli  di  un  triedro  trirettangolo^  di  vertice  0,  sono  tagliati  da 
tm  piano  arbitrario  n  nei  punti  A,  B,  C,  e  sono  M,  M'  due  punti  qualunque  simme- 
trici rispetto  a  n,  si  ha  la  relazione 


(OM-  — OM'*)*       OA'       OB'       oc* 

A.  Dbl  Ri. 
Risoluzione  del  sig.  prof.  Pietro  Castelli. 

Poniamo  0 A  >«  a,  OB  =  6,  OC  *—  e.  Nel  tetraedro  rettangolo  OABC  sieno  S^,  S., 
S„  S  le  aree  delle  facce  OBC,  OAC,  OAB,  ABC.  Si  ha  la  relazione  S"=Sj'+S,«+S,*, 
ossia  4  S*  «=  òV  +  c*a*  4-  a*i*.  Inoltre  il  volarne  del  tetraedro  è  la  sesta  parte 
del  parallelepipedo  retto  avente  i  tre  spigoli  non  paralleli  eguali  ad  a,  h,  e.  Quindi, 
se  H  è  la  proiezione  del  vertice  0  sulla  faccia  ABC,  si  ha 

|a6c==S.|-0H, 

donde 

a*b'c*  =4  SV  OH»  =  OH*  (&V  +  oV  +  a*b') 

Dividendo  per  a*6'c* .  OH*  avremo 

Siano  N  la  traccia  della  retta  MM'  sul  piano  n  e  D  la  proiezione  del  vertice  0 
su  MM'.  Nel  triangolo  OMM'  la  retta  ON  è  mediana,  quindi  per  un  teorema 
noto  si  ha 

OM*  —  ÓM'*  =  2  MM' .  ND  =  2  MM' .  OH» 

donde  (OM"  —  OM'*)*  =  4  MM"  .OH*, 

-_       (OM'-OM^r 
ossia  OH*  =  = — -  . 

4MM'- 
Sostituendo  questo  valore  nella  (1)  si  ha, 


4MM'*  1  1  1 

____ __    1,    1        ; 

(OM"  —  OM")'         <*'    ^    fc»    ^    c^ 

111 

=  =7  -f  — ;  4-  — .,  e.  d.  a. 

OA*       OB*       OC 

Altra  risoluzione  del  sig.  Francesco  Celettri. 

325.  Se  si  pone  9  =  m*  -f  r*  4- 1^*,  A  =  uS  +  fV]  -|-  m^C  +  1.  *  «»  eliminano  le 
E'»  ^/»  C  /♦*«  le  equazioni 

(1)  «g   4-  vfi'  4.  irS'  +  («g  4-  vri  4-  tvZ  4-  2)  —  0, 

(2)  n'V  -h  v"n'  4-  M'T'  -f  1  -=  0, 

(3)  r-^-rr-riiZ'^Z^uiviw, 
si  ha  per  equazione  risultante 

0    0    0      2A  — 9 


1  0    0  —g  u 

0  10  — >]  V 

0  0     1  — C  w 

ti'  v'  w'       1  0 


9  (n'^  +  v'-n  4-  tv'Z  4-  1)  —  2A  {uu'  4-  W  +  ww')  =  0 


Dbl  Rb. 


PERIODICO  DI  MATEMATICA. 


25 


Risoluzione  dol  81g.  E.  Palumbo  Todaro  studente  della  R.  Università  di  Palermo. 
Dalle  (3),  indicando  con  p  un  fattore  di  proporzionalità,  si  ricava 

[  g  -6-p»* 

Da  ambo  i  membri  della  (1)  togliamo  2  (tfg  +  tnij  +  icZ),  ed  otteniamo  riducendo 

«  (r  -  6)  +  «^  rt'  -  ^)  +  w'  (C  -  C)  =  -  2  («  g  -j- 1^  ^  +  «^  ?  +  1). 

Sostituendo  in  questa  a  (g'  —  g) ,  (ij'  —  ri) ,  (C'  —  Q  ì  loro  valori  ricavati  dalle  (4), 
si  ha 

P  (m"  + 1^"  +  w;*)  =  —  2  («g  4-  rrj  +  ««''C  4-  1). 

ossia,  per  quanto  è  stato  premesso  nell'enunciato 

(a)  P  9  =  —  2A 

Se  ora  dalle  (4)  ricaviamo  i  valori  di  V  fV  fZ'  e  li  sostituiamo  nella  (2)  essa 

diventa 

tt'g  -f  v'ri  4-  M,';;  +  1  -}-  p  (uu'  -f  t^t?'  +  t^«?');=  0, 

ossia 

(P)  M'g  -h  r'yj  +  tr'C  4- 1  —  —  P  (mm'  +  «'«''  +  »«'«^0. 

Moltiplicando  adesso  le  (a),  (^)  membro  a  membro,  si  ha 

9  (w'g  4-  »'>ì  4-  tr'C  4-  1)  =-  2 A  («a'  4-  rr'  4-  wiO 
ossia 


V  («'g  4-  t?'>i  4-  t^'C  4- 1)  —  2A  (mi/  4-  tn^'  4-  tvw')  —  0  = 


0 

0 

0 

2A 

—  SP 

1 

0 

0 

-g 

M 

0 

1 

0 

—  >ì 

1? 

0 

0 

1 

-c 

1C 

f/ 

v' 

w' 

1 

0 

858.  Se  (Po  «»>o)  Pi  «"^i)  (Pii  *■>!)  «0^0  *  *'c^Sf9*  vettori  focali  e  le  corrispondenti 
anomalie  vere  di  un  pianeta  in  tre  posizioni  Pp,  P^,  P,,  il  parametro  delVorbita  è 


P»P.  P» 
2A 


[sen  ((!)„  —  (0  J  4-  sen  ((o,  —  co,)  4-  sen  (w,  —  « j]  , 


Retali. 


ove  ^  è  Varea  del  triangolo  P©  Pi  P,. 

Risoluzione  del  sig.  Ernesto  Laura. 
L'equazione  polare  dell'orbita  al  fuoco  è 

_  1 

ove  P  è  l'angolo  che  fa  Tasse  fisso  con  Tasse  principale. 
Da  essa  deducesi 

p  —  a?p  cos  OD  4-  ?/p  sen  cd  =  p, 

ove 

X  =  e  cos  P ,        .V  =  —  e  sen  p. 

Sostituendo  in  essa  in  luogo  di  (p,  w)  rispettivamente  (p^  ©J,  (Pi  co J,  (p,  »,) 

si  ottiene 

p  —  xpa  cos  (0,  4-  i/p,  sen  o)»  =  P.. 

p  —  irpi  cos  «j  4-  ?/Pi  sen  co^  ==  p^ 
p  —  a:p,  cos  co,  4-  t/p,  sen  co,  =  p,. 
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Eliminando  x  e  y,  sì  ha 


da  cui 


Ma 


1 
1 
1 


Po 

—  Po  C09  », 

Po  Ben  «»o 

p. 

—  p^  COBOO^ 

pj  Ben  (Oj 

p« 

—  p,  C08  (Og 

pg  sen  «0, 

1 

—  p^  C09  W^ 

Po  sen  0)., 

1 

—  Pj  COS  «0, 

pjseno), 

1 

—  Pg  C08  (I), 

p.  Ben  0), 

P  =  Po  P,    Ps 


COSCD^ 

Ben  (Do 

C09(0j 

sen  a>j 

COSQ)^ 

sen  co. 

Po  eoa  (Do  • 

Po 

Ben  (Oo 

p,  COS  Q>j 

Pt 

sen  (Oj 

Pg  COS  CD, 

P. 

sen  (0, 

008  0)^ 
COS  (0, 
COS  CD, 


Ben  CD^ 
Ben  (D, 
sen  CD. 


e  in  valore  assohito 

1 
1 
1 


PoCoscD^  PoSencD^ 
pjCoscDj  p^  sen  CD, 
p,  COS  CD,       p,  sen  cd. 


=  sen  (CD,  —  CD,)  -1-  Ben  (cd^  —  cd,)  +  sen  (cd^  —  cd„) 


=  2A. 


Quindi  in  valore  assoluto 


—  «,)  +  sen  {»,  —  w,)  +  sen  (»,  —  «.)], 


QUISTIONI  PROPOSTE 


391.  1^.  Se  una  conica,  inscritta  nel  triangolo  ABC,  ha  un  fuoco 
nel  punto  H  d'incontro  delle  altezze,  ha  l'altro  nel  centro  0  del  cer- 
chio circoscritto  ad  ABC. 

2^  Se  una  conica,  inscritta  nel  triangolo  ABC,  ha  un  fuoco  nel 
centro  D  del  cerchio  inscritto  ad  ABC,  è  un  cerchio. 

3".  Se  una  conica,  inscritta  in  ABC,  ha  un  fuoco  nel  baricentro  G 
di  ABC,  vuoisi  sapere  quale  è  il  rapporto  delle  distanze  di  due  ver- 
tici di  ABC  dalla  retta,  che  unisce  il  terzo  vertice  al  secondo  fuoco  H 
della  conica. 

FUBINI. 

392.  Se  a  e  6  sono  tangenti  a  una  conica  E*  nei  punti  A  e  B: 
l^  La  conica  K„*  omologica  armonica  di  K*  con  A  centro  e  b  asse 

di  omologia,  coincide  con  la  omologica  armonica  di  E*,  quando  si 
prende  B  per  centro  ed  a  per  asse  di  omologia. 

2®.  Ognuna  delle  coniche  K*  e  Ko'  è  polare  reciproca  di  sé  stessa 
rispetto  all'altra. 
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3^.  Le  due  coniche  E*  e  Kq*  in  ognuno  dei  punti  A  e  B,  ove  esse 
si  toccano,  hanno  raggi  di  curvatura  eguali  e  di  segno  contrario. 

4^.  Determinare  la  specie  della  conica  Ko*  dipendentemente  dalla 
posizione  del  punto  0  =  (ah)  e  dalla  natura  della  K*,  supposta  fissa. 

Retali. 

393-  Entro  un'urna  sono  n  palle  numerate  (  Pj ,  P, . . .  P„  )  e  si 
estraggono  tutte  ad  una  alla  volta.  Probabilità  che  una  almeno  sorta 
nell'ordine  dato  dal  proprio  numero.  —  Caso  di  w  =  oo . 

394.  Dati  due  mazzi  di  carte,  se  ne  estraggono  due  alla  volta,  una 
per  ogni  mazzo.  Probabilità  che  sortano  insieme  due  carte  uguali. 

Barozzini. 

395.  Siene  e,  e'  due  circoli  posti  nello  stesso  piano,  che  abbiano 
per  centri  rispettivamente  C,  C,  e  s'incontrino  in  due  punti  H  e  K. 
Imaginando  un  triangolo  variabile  MNP,  tale  che  i  lati  MN,  MP,  NP, 
passino  rispettivamente  per  H,  C,  C  ed  i  vertici  M,  N  sieno  rispetti- 
vamente su  e  e  su  c\  dimostrare  che  il  luogo  del  terzo  vertice  P  è 
il  circolo  che  passa  per  C,  C  e  K. 

Cardoso-Laynes. 

396.  Sia  data  la  parabola  a?*  +  2hy  (1  4  cos  2a)  —  2hx  sen  2a  ==  0, 
che  ha  l'asse  di  figura  parallelo  all'asse  delle  y.  Dimostrare,  essendo 
gli  assi  ortogonali, 

1^  che  a  è  l'angolo  che  la  tangente  alla  parabola  nell'origine  forma 
con  l'asse  positivo  delle  x; 

2^  che  staccando  sull'asse  delle  y,  a  partire  dalForigine,  un  seg- 
mento OA  =  h,  la  parallela  all'asse  delle  x  condotta  .da  A  è  la  diret- 
trice della  parabola; 

3^  descrivendo  su  di  OA  come  diametro  una  semicirconferenza 
che  incontri  in  B  la  tangente  alla  curva  nell'origine,  la  parallela  con- 
dotta da  B  all'asse  delle  a;  è  la  tangente  alla  parabola  nel  suo  vertice; 

4°  se  questa  tangente  incontra  in  C  l'asse  delle  y,  prendendo  il 
segmento  BD  uguale  ed  opposto  a BG, sarà  D  il  vertice  della  parabola; 

5'  congiungendo  A  con  B  e  prolungando  questo  segmento  AB  di 
altrettanto  in  F,  sarà  F  il  fuoco  della  parabola; 

6®  Il  luogo  dei  vertici  di  tutte  le  parabole,  che  si  ottengono  dal- 
l'eq.®  data  lasciando  inalterato  h  e  facendo  variare  a  con  legge  di 
continuità,  è  una  ellisse  che  ha  per  asse  minore  il  segmento  OA==A, 
e  l'asse  maggiore  uguale  a  2h; 

V  in  c|uesta  stessa  ipotesi  di  a  variabile  ed  h  costante  il  luogo 
dei  fuochi  di  tutte  le  parabole  è  un  circolo  di  centro  0  e  raggio  n; 

8*"  nella  stessa  ipotesi  l'inviluppo  di  tutte  le  parabole  è  un'altra 
parabola  avente  il  vertice  in  A  ed  il  fuoco  in  0; 

9*  il  luogo  dei  vertici  di  tutte  le  parabole,  che  si  ottengono  dalla 
equazione  data  lasciando  invariata  a  e  facendo  variare  h  con  legge  di 
continuità,  è  una  retta  che  passa  per  l'origine  e  divide  per  metà  le 
ordinate  della  tangente  alla  parabola  nell'origine; 

10"  nella  stessa  ipotesi  il  luogo  dei  fuochi  di  tutte  le  parabole  è 
una  retta  che  passa  per  l'origine  ed  è  perpendicolare  alla  retta  che 
forma  un  angolo  uguale  a  2a  con  l'asse  positivo  delle  x; 

IV  nella  stessa  ipotesi  l'inviluppo  di  tutte  le  parabole  è  la  retta 
che  passa  per  l'origine  e  forma  un  angolo  uguale  ad  a  con  l'asse  po- 
sitivo delle  X. 

BONOLIS. 
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RouBAUDi.  -  Cours  de  geometrìe  descriptive.  -  Paris,  Masson  et  C**.,  1897. 

Questo  libro,  è  la  riproduzione  delle  lezioni  che  l'egregio  autore  fa  da  molti 
anni  agli  allievi  della  classe  di  seconda  moderna;  è  quindi  il  frutto  di  una  lunga 
esperienza  dell' insegnamento. 

L'opera  è  preceduta  da  una  breve  introduzione,  nella  quale  sono  esposte  le 
prime  nozioni  sulla  proiezione  cilindrica,  e  conica  (prospettiva)  e  la  nozione  degli 
elementi  all'infinito  della  retta  e  del  piano,  con  varie  eleganti  applicazioni.  Fra 
queste  ci  sembra  notevole  una  dimostrazione  assai  elementare  delle  proprietà  di 
due  triangoli  omologici  in  un  piano,  dedotta  da  quelle  di  due  triangoli  omotetici. 

Nella  stessa  introduzione  è  fatto  opportunamente  cenno  della  distinzione  delle 
proprietà  delle  figure  in  descrittive,  proiettive  e  metriche. 

Nei  16  capitoli  dei  quali  si  compone  il  libro  è  trattata  diffusamente  la  descrit- 
tiva col  metodo  di  Marge,  ed  è  fatta  larga  parte  all'importantissimo  metodo  dei 
ribaltamenti.  E  esposta  con  cura  la  punteggiatura  delle  parti  invisibili  di  una  figura 
per  distinguerle  dalle  visibili  e  la  teoria  delle  ombre. 

Il  libro  termina  con  una  nota  relativa  alla  soppressione  della  linea  di  terza 
nei  disegni,  nella  quale  nota  sono  esposti  i  vantaggi  che  derivano  da  tale  sop- 
pressione. 

Crediamo  utile  riportare  le  seguenti  parole,  colle  quali  l'egregio  autore  chiude 
la  prefazione. 

"  In  tutte  le  quistioni  che  io  ho  trattato,  io  mi  sono  attenuto  a  presentare  i 

*  metodi  generali  nel  modo  piti  semplice,  a  applicarli  in  tutti  i  casi  piuttosto  che 
'  ricorrere  ad  artifizi;  e  a  separare  in  ogni  problema  la  soluzione  geometrica,  in 

generale  indipendente  dalla  rappresentazione  adottata,  dalla  soluzione  grafica 

*  che  si  riduce  sempre  a  un  piccolo  numero  di  tracciati  fondamentali  «. 

La  lucidità  e  chiarezza  di  esposizione,  unite  alla  bontà  del  metodo  seguito  e 
che  è  riassunto  nelle  parole  sopra  citate,  rende  il  libro  molto  raccomandabile  ai 
giovani  studiosi.  K. 

F.  GoMES  Teixeiba.  —  Curso  de  Analyse  Infinitesimal.  3*  Ed.  (Calculo 
Differencial)  premiado  pela  Academia  Éeal  des  Sciencia8  de  Li- 
sboa—Porto, 1896. 

Questa  nuova  edizione  del  Calcolo  Differenziale  dell'illustre  professore  F.  Co- 
mes Teixeira,  venuta  in  luce  sotto  gli  auspici  della  Reale  Accademia  delle  Scienze 
di  Lisbona,  non  poteva,  anche  a  prescindere  dal  chiaro  nome  dell'autore,  essere 
meglio  raccomandata  agli  studiosi  di  matematica.  Essa  non  è,  come  del  resto  era 
facile  imaginare,  per  chi  conosce  l'operosità  e  la  grande  coltura  dell'autore,  una  sem- 
plice ristampa  delle  precedenti  edizioni,  benché  l'autore  vi  abbia  mantenuta  inal- 
terata, per  così  dire,  l'orditura. 

Questo  primo  volume  del  Corso  di  Analisi  Infinitesimale  si  può  dividere  re- 
golarmente in  tre  parti:  Nozioni  di  analisi  algebrica  —  Teoria  elementare  dei- 
calcolo  differenziale  —  Nozioni  sulle  funzioni  di  variabili  imaginarie.  La  prima 
parte  è  divisa  in  due  capitoli,  nel  primo  dei  quali,  dopo  un  breve  cenno  sull'ope- 
razioni algebriche,  l'autore  espone  succintamente  la  teoria  dei  numeri  irrazionali 
definiti  mediante  la  decomposizione  in  classi,  imaginata  da  Dedekind,  e  definisce 
i  numeri  negativi  e  le  operazioni  degli  imaginari  sotto  forma  ordinaria  e  sotto 
forma  ridotta.  A  ciò  fa  seguito  un'accurata  nozione  di  limite,  di  cui  faceva  difetto 
la  prima  edizione,  e  quindi  una  elementare  esposizione  della  teoria  delle  serie,  dei 
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prodotti  infiniti  e  delle  fiAzioni  continue.  Nel  secondo  capitolo  l'autore  espone,  in 
base  ai  teoremi  di  Weierstrass  sairesistenza  dei  limiti  e  di  Gantor  sulla  conti- 
nuità, i  fondamenti  della  teorìa  di  funzioni  di  variabili  reali,  poi  dimostra  alcune 
proprietà  delle  funzioni  algebriche  e  delle  trascendenti  elementari.  Questa  prima 
parte  occupa  quasi  un  terzo  del  volume. 

Nella  seconda  parte,  premessa  una  facile  e  chiara  esposizione  della  teoria  delle 
derivate  e  dei  differenziali  delle  funzioni  a  variabili  reali,  l'autore  si  occupa  della 
derivazione  del  limite  di  una  somma  e  dei  determinanti  funzionali,  dimostrando 
alcune  proprietà  delPjacobiano  e  dell' hessiano.  A  ciò  fa  seguito  un  capitolo  sulle 
applicazioni  geometriche,  ed  un  altro  sulle  derivate  e  differenziali  di  ordine  supe- 
riore. In  questo  l'autore  dimostra  una  propria  formola  di  analisi,  da  cui  deduce 
lo  sviluppo  di  Taylor  colle  forme  dei  resti  piti  importanti,  e  nel  capitolo  seguente 
l'applica  allo  sviluppo  in  serie  di  funzioni  esplicite  ed  implicite,  alla  determina- 
zione dei  massimi  e  minimi  di  una  funzione  ad  una  o  due  variabili  indipendenti. 
Quivi  è  anche  un  breve  cenno  sull'interpolazione,  nel  quale,  unitamente  alle  note 
formolo  di  Lagrangia  e  di  Newton,  l'autore  dimostra  una  propria  formola  estratta 
dalle  Memorie  della  Società  Reale  di  Liegi.  Segue  poi  un  capitolo  di  applicazioni 
geometriche  relative  ai  contatti  ed  alle  singolarità  delle  curve.  Due  teoremi  sulle 
funzioni  definite  per  serie,  l'uno  per  stabilire  la  continuità  e  l'altro  la  derivabilità, 
e  da  ultimo  un  interessante  studio  sulle  singolarità  di  alcune  funzioni  mettono» 
fine  a  quella  che  abbiamo  chiamata  la  seconda  parte  del  volume. 

La  terza  parte  è  una  interessante  monografia  di  circa  50  pagine  intorno  ai  piìi 
recenti  progressi  delle  nostre  conoscenze  sulle  funzioni  di  variabili  imaginari, 
dovuti  specialmente  all'opera  insigne  di  Weierstrass  e  di  Mittagleffier.        A.  B. 

N.  Cor  &  J.  Riemann.  —  Traile  d'Algebre  Mémentaire.  —  Librairie 
Nony  &  C.*«  Paris. 

Ho  studiato  questo  eccellente  trattato  e  credo  bene  meriti  il  detto:  indoeti 
discant,  ameni  meminisse  periti,  —  Quantunque  il  titolo  indichi  trattarsi  di  un  libro 
elementare,  pure  vi  è  della  materia  superiore,  che  da  noi  viene  trattata  nel  primo 
anno  universitario.  La  esposizione,  in  generale,  ha  sapore  di  originalità  e  possiede 
rigore  scientifico.  Quasi  sempre  la  teoria  ò  accompagnata  da  applicazioni  impor- 
tanti che  accrescono  certamente  l'interesse  che  desta  l'opera;  nò  meno  importante 
trovo  la  eccellentissima  scelta  dei  gruppi  di  esercizi  proposti. 

La  materia  è  cosi  distribuita. 

Numeri  algebrici,  Polinomi.  Principi  generali  relativi  alle  equazioni  considerate 
isolatamente.  Principi  generali  relativi  alle  equazioni  simultanee.  Determinanti. 
Risoluzione  d'un  sistema  qualunque  di  equazioni  del  primo  grado.  Equazione  del 
secondo  grado.  Equazioni  e  sistemi  di  equazioni  riducibili  al  secondo  grado.  Pro- 
blemi del  secondo  grado.  Progressioni.  Definizioni  riguardanti  i  limiti  e  la  conti- 
nuità. Studio  di  qualche  funzione  semplice. 

[4   .    1.      .      «^  ■+-  ^        .   "•  1  rt  /;*  -f  ò  ^'  -f  e  1 

'  a\c  4-0'      ^  X     ax'  -h  bx  -f  e    a'x*  +  ò' j?  -h  rj 

Studio  della  funzione  esponenziale.  Studio  della  funzione  logaritmica,  del  numero  0. 
Funzioni  circolari  (è  un  bellissimo  trattato  di  goniometria).  Definizioni  e  teoremi  ge- 
nerali sulle  derivate.  Calcolo  delle  derivate.  Applicazioni  (Studio  della  funzione 

V*"  A  (a?  — a)  (x  —  6) ....  (a;  —  /),  si  ritorna  sulla  funzione  -7 — 7-77 — ; — ,  sviluppo 
^  ^  ^  a  X  f  b  ì/  -f  e 

a^\ 
in  serie  della  funzione  esponenziale,  logaritmica,  di  arctg  x,  studio  di  y=x^  ?;=- — ^1  . 

Credo  che  il  libro  meriti  l'attenzione  dei  signorì  Professori  delle  nostre  Scuole 
Secondarie;  indubbiamente  poi  i  giovani  studiosi  di  queste  scuole  che  avessero 
intenzione  di  dedicarsi  agli  studi  matematici  si  avvantaggerebbero  non  poco  collo 
studio  di  questo  trattato.  Dott.  G.  Candido. 


30  PERIODICO   DI  MATEMATICA. 


IL  r  CONGRESSO  INTERNAZIONALE  DI  MATEMATICHE  A  ZDRI&O 

9-11  Agosto  1897 


Il  V  congresso  internazionale  di  matematiche  tenuto  a  Zurigo  nello  scorso 
Agosto  è  riuscito  veramente  degno  degli  egregi  scienziati  che  lo  organizzarono  e 
della  nazione  che  accolse,  ospiti  graditi,  i  piìi  illustri  matematici  d* Europa. 

Fra  questi  notiamo:  Brioschi  (Milano),  G.  Cantar  (Halle),  M.  Cantar  (Heidel- 
berg), Klein  (GOttingen),  Lindelàf  (Helsingfors),  Mittagìeffler  (Stockholm),  Peana 
(Torino),  Picard  (Parigi),  Weber  (Strassburg),   Weingarten  (Berlino)  etc. 

Anche  il  sesso  gentile  era  degnamente  rappresentato  al  congresso^  poiché  fra 
i  congressisti  si  notavano  ben  30  signore. 

Il  9  Agosto  il  presidente  del  comitato  promotore,  sig.  Geiser  (Zurigo)  tenne, 
in  un'aula  della  acuoia  politecnica,  il  discorso  inaugurale  e  dichiarò  aperto  il  V  con- 
gresso matematico. 

Fu  nominato  il  comitato  definitivo  come  segue:  Geiser  (Zurigo)  Presidente, 
Franti  e  Rudio  (Zurigo)  segretari  generali; 

Barel  (Parigi),  Pierpant  (New-Haveu),  Volterra  (Torino),  Weber  (Monaco)  se- 
gretari; 

Membri:  Brioschi  (Milano),  Bugaieff  (Mosca),  Habson  (Cambridge),  Klein  (G5t- 
tingen),  Mertens  (Vienna),  MUtag-Leffler  (Stocolma),  Picard  e  Poincaré  (Parigi), 
H.  Weber  (Strasburgo). 

Il  Presidente  scusò  Tassenza  del  Poincaré  che  non  potò  intervenire  per  un  lutto 
in  famiglia,  ma  che  però  inviò  una  memoria  *  Sui  rapporti  de  l'analisi  e  de  la 
fisica  matematica. 

Le  decisioni  prese  nell'adunanza  generale  furono  le  seguenti: 

I.  Per  l'avvenire  i  congressi  internazionali  di  matematiche  si  succederanno  a 
intervalli  di  3  a  5  anni.  Sarà  tenuto  conto  nella  scelta  delle  sedi  dei  legittimi 
desideri  dei  differenti  paesi. 

II.  Si  sceglierà  alla  fine  di  ogni  congresso  la  data  e  la  sede  del  prossimo 
congresso  come  pure  gli  organi  e  le  associazioni  incaricate  di  prepararlo  e  di 
organizzarlo. 

III.  Se  in  seguito  a  casi  imprevisti  un  congresso  non  potrà  esser  tenuto  nel 
giorno  e  nel  luogo  fissato,  il  comitato  dell'ultimo  congresso  dovrà  prendere  le 
disposizioni  necessarie  per  la  convocazione  di  un  nuovo  congresso.  A  questo  scopo 
il  comitato  si  accorderà  con  gli  organi  e  le  associazioni  di  cui  al  n.  II. 

IV.  Ogni  congresso  può,  quand'esso  lo  creda  utile,  per  lo  studio  di  certe  que- 
stioni di  natura  internazionale,  nominare  delle  commissioni  permanenti,  per  le 
quali  il  mandato  dura  dall'uno  all'altro  congresso. 

y.  Il  prossimo  congresso  sarà  tenuto  a  Parigi  nel  1900.  La  società  matema- 
tica di  Francia  è  incaricata  della  sua  preparazione  e  organizzazione. 

YI.  L'ufficio  del  congresso  di  Zurigo  è  costituito  in  commissione  permanente, 
in  esecuzione  della  decisione  IV  per  istudiare  le  questioni  che  giudicherà  più  im- 
portanti fra  quelle  che  sono  menzionate  nel  rapporto  del  comitato  preparatorio  o 
che  potranno  essergli  sommesse.  Esso  potrà  aggiungervi  dei  nuovi  membri,  e 
fornirà  alla  società  matematica  di  Francia  tutte  le  indicazioni  utili  per  la  prepa- 
razione del  congresso  del  1900. 

Nella  2*  seduta  si  formarono  le  seguenti  sezioni: 

I.  Aritmetica  e  Algebra.  II.  Analisi  e  teoria   delle  funzioni.  III.  Geometria. 

IV.  Meccanica  e  Fisica  matematica.  V.  Storia  e  Bibliografia. 

I  lavori  letti  nelle  diverse  sezioni  furono  i  seguenti: 
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I*  Skziomb. 

H.  Wbbisb.  Uber  die  Genera  in  algebraischen  Zahlk5rpern. 

C.  Rbusohlx.  Eonstitaantentheorie  eine  neue,  prinzipielle  und  genetische  Methode 

zar  Invariantentheorie. 
G.  Stbphanos.  Sur  les  systèmes  associatifs  des  nombres  symboliques. 
P.  GoBDAN.  Resultante  ternftrer  Formen. 

F.  Ehbiqobs.  Sur  les  problèmes  qui  se  rapportent  aux  rósolutions  des  équations 

algébriques  renfermant  plusieurs  inconnues. 
£.  Sohb5dbb.  On  Pasigraphy  its  presente  state  and  the  passigrapbic  movement 
in  Italy. 

G.  Rados.  Zur  Theorie  der  adjungirten  quadratischen  Former. 

H.  Tabbt.  1"  Gónóralisation  du  problòme  des  reines.  2**  Procédés  mécaniques  poor 

résoudre  les  équations  indéterminées. 
A.  Yassilibf.  Uber  einige  asymptotische  Werte. 

2*  Sbziokb. 

F.  Bbiosohi.  Sur  une  classe  d'équatìons  du   cinquìème  degré  résolubles  algébri- 

quement  et  la  transformations  da  onzième  ordre  des  fonctions  elliptiques. 
£.  PioABD.  Sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables  et  en  particuliers  des  fonctions 

algébriques. 
Z.  DB  Galdbano.  li'unifications  des  concepts  dans  la  science  mathématique. 
BuoAiBFF.  Les  mathématiques  et  la  conception  du  monde  au  point  de  vue  de  la 

philosophie  scientifique. 

3*  Sbzionb. 

Rbyb.  Neue  Eigensohaften  des  Strahlenkomplexes  zweiten  Grades. 
Gbbbaldi.  La  configurazione  del  gruppo  semplice  di  860  collineazioni  piane. 
BuBALi.  Les  postnlats  pour  la  geometrie  d'Euclide  et  de  Lobatschewsky. 
Andbadb.  La  statique  non  euclidienne  et  diverses  formes  mécanique  du  postula- 
tum  d'Euclide. 

•  •  

Fano.  Uber  Gruppen  insbesondere  kontinuierliche  Gruppen  von  Cremona  —  Tran- 
sformationen  der  Ebene  und  des  Raumes. 

4*  Sbziobb. 

Stodola.  Die  Beziehungen  der  Technik  zur  Mathematik. 
JouKowsKi.  Uber  einen  gyroskopisohen  Apparat. 

5*  Sbzionb. 
H.  G.  Zbuthbn.  Isaac  Barrow  et  la  méthode  inverse  des  tangentes. 

G.  Enestrom.  Uber  die  neusten  mathematisch-bibliographiscben  Unternehmungen. 


ASSOCIAZIONE  «  MATHESIS 


Il  num.  1  deiranno  II  del  Bollettino  di  detta  associazione,  oltre  alle  consuete 
bibliografie  e  riviste  di  pubblicazioni,  contiene  una  nota  del  prof.  Certo  sull'equi- 
valenza e  il  Verbale  dell'adunanza  del  Comitato  Direttivo.  In  questa  adunanza 
insieme  ad  altre  cose  furono  proposte  allo  studio  dei  professori  (soci  o  no)  le 
seguenti  questioni: 

Questione  VIIL  —  Dato  cbe  lo  studio  dell'aritmetica  razionale  debba  asse- 
gnarsi parte  al  Ginnasio  e  parte  al  Liceo,  o  parte  al  V  biennio  e  parte  al  2"  di 
Istituto  Tecnico,  fissare  come  debba  essere  distribuito  il  programma  di  detta  di- 
sciplina. 
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Questione  IX.  —  Dato  che  debba  modificarsi  il  programma  di  geometria  asse- 
gnato al  Ginnasio,  stabilire  i  limiti  dell'insegnamento  di  questa  materia  nel  Gin- 
nasio, perchè  dia  in  esso  buoni  frutti,  e  prepari  allo  studio  della  geometria  nel 
Liceo. 

Questione  X,  —  Dato  che  debba  lasciarsi  agli  insegnanti  libera  scelta  fra  ii 
metodo  della  fusione  e  quello  della  separazione  della  geometria  piana  e  solida,  for- 
mulare programmi  secondo  i  quali  tale  scelta  sia  possibile. 

Questione  XI.  —  Se,  ed  in  quali  scuole  secondarie,  convenga  trattare  la  teoria 
delle  proporzioni  per  un  qualunque  sistema  di  grandezze  di  1",  2^  e  3"  genere  senza 
altra  nozione  numerica  che  quella  dei  numeri  naturali  (in  modo  che  la  detta  teoria 
resti  anche  stabilita,  in  particolare,  pel  sistema  dei  numeri  reali  assoluti);  ovvero 
se  sia  preferibile,  premessa  la  teoria  dei  numeri  reali  assoluti  e  sviluppata  la  teoria 
delle  proporzioni  per  essi,  dedurre,  mediante  la  teoria  della  misura,  la  teoria  delle 
proporzioni  anche  per  ciascuno  dei  citati  sistemi  di  grandezze. 

Questione  XII.  —  In  quali  scuole  secondarie  conviene  procedere  allo  studio 
delle  varie  specie  di  numeri  in  questo  ordine:  numeri  interi  assoluti,  numeri  ra- 
zionali assoluti,  numeri  reali  assoluti,  numeri  reali  relativi. 

Questione  XIII.  —  Si  indichino  tutti  gli  enti  della  matematica  elementare  per 
i  quali  si  usa  dai  vari  autori,  e  talora  con  qualche  ambiguità,  piti  di  un  vocabolo 
(per  es.,  rombo,  romboide;  cerchio,  circolo,  circonferenza;  raggio,  semiretta,  dire- 
zione; semipiano,  falda;  quoto,  quoziente,  ecc.):  e  si  proponga  per  ciascuno  di  essi 
il  vocabolo  da  adottarsi  definitivamente. 

Questione  XIV.  —  Sulle  modificazioni  da  introdursi  neirordinamento  degli  studi 
matematici  universitari,  affine  d'ottenere  buoni  insegnanti  secondari. 

Il  num.  2  contiene  le  relazioni  sulle  questioni  I  e  IV  proposte  Tanno  scorso 
dal  Comitato  e  riprodotte  nella  copertina  del  n.  1  "  1897  di  questo  Periodico,  una 
bibliografia  di  pubblicazioni  tedesche  recenti,  una  replica  del  prof.  Giudice  alTar- 
tioolo  sull'equivalenza  del  prof.  Certo,  un  riassunto  di  un  articolo  del  prof.  Pontain 
sul  modo  di  insegnare  la  matematica,  e  un'osservazione  del  prof.  Burali-Forti  sui 
programmi  delle  scuole  complementari.  Nelle  notizie  varie  ai  trova  il  rendiconto 
dell'adunanza  di  una  società  tedesca  assai  analoga  a  Mathesis. 


-♦♦♦- 


CORRISPONDENZA 


Nel  N".  precedente  di  questo  periodico  è  stato  pubblicato  un  santo  di  quanto 
ha  fatto  l'associazione  Mathesis  nel  corso  dell'anno  1897.  Fra  le  cose  pubblicate 
nel  Bollettino  dell'Associazione  fu  riportata  anche  una  definizione  di  equivalenza 
proposta  dal  Prof.  Bettazzi  che  dichiarammo  di  non  potere  approvare   *  poiché 

*  ci  sembrava  della  stessa  natura  di  quest'altra  evidentemente  assurda.  Si  chiama 

*  parallelogrammo  un  quadrangolo  che  ha  ogni  lato  parallelo  al  suo  opposto,  op- 

*  pure  che  ha  ogni  lato  eguale  al  suo  opposto,  oppure  ecc.  , 

Questa  osservazione  ci  ha  procurato  una  risposta  del  Prof.  Bettazzi,  che  non 
accetta  la  parola  assurda  applicata  alla  definizione  sopra  citata.  Posso  convenire 
che,  in  quella  definizione  non  esistendo  contradizione,  la  parola  assurda  non  era 
forse  la  più  propria  ad  esprimere  il  mio  pensiero;  ma,  tolto  questo,  non  posso  che 
confermare  il  mio  giudizio. 

G.  '  Lazzeri. 

Giulio  Lazzeri  —  Direttore  responsabile 
Finito  di  stampare  il  18  Decembre  1897. 
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L'Amministrazione  del  Periodico  di  Matematica  ha  iniziato,  da 
quest'anno,  gli  annunzi  di  libri  ed  opere  scientifiche  per  conto  degli 
autori  0  editori,  che  desiderano  approfittare  di  questo  mezzo  di  pub- 
blicità. 

Questi  annunzi  verranno  fatti  nella  copertina  del  giornale  e  in  fogli 
aggiunti  a  colori  ai  seguenti  prezzi: 

1  pagina      '/«  pagina      V»  pagina      \/^  pagina 
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Si  fanno  poi  speciali  accordi  per  l'inserzione  fra  le  pagine  del 
giornale  di  annunzi  già  stampati. 

Il  Periodico  di  Matematica  è  l'unico  giornale  di  matematica 
destinato  alle  scuole  secondarie;  esso  è  largamente  diffuso  nei  licei, 
ginnasi,  istituti  tecnici  e  scuole  tecniche;  è  quindi  evidentissima  l'uti- 
lità che  i  signori  editori  ed  autori  ritrarranno  dal  far  conoscere  le 
loro  pubblicazioni  per  mezzo  degli  annunzi  del  Periodico. 

NUOVE  PUBBLICAZIONI  DI  MATEMATICHE 

deUs  Ditta  8.  BBZ.FOBTB  &  O.  -  LlTOrno 
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Prof.  AUOLDO  MARTINI-ZUCCAGNI 


LEZIONI  DI  ARITMETICA  TEORICA 

(Teoria  dei  numeri  razionali) 


Questo  lavoro,  già  giudicato  favorevolmente  dal  Feriodico  di  matematica  (Li- 
vorno), dalla  Scuola  secondaria  italiana  (Milano),  dalla  Controversia  (Madrid)  e  da 
altre  importanti  riviste  scientifiche,  è  stato  adottato  in  parecchi  istituti  tecnici,  scuole 
normali  e  ginnasi  superiori  del  Regno. 

Esso  contiene: 

PARTE  PRIMA  -  I  minicrl  interi.  —  I  niiuieri  interi  e  la  iniinerazioiio  —  Teoria  delle  opera- 
zioni dirette  —  Regole  pratiche  per  ofl'cttuare  le  operazioni  dirette  —  Conno  sui  metodi  di  dimo- 
strazione —  Teoria  delle  operazioni  inverso  —  Teoria  del  quoziente  incompleto  —  Regole  pratiche 
per  effettuare  le  operazioni  inverse  —  Problemi  aritmetici  sui  numeri  interi  —  Divisibilità  dei  nu- 
meri. M.C.D.  e  M.C.M.  —  Teoria  dei  numeri  primi  —  Esercizi  sulla  teoria  dei  numeri. 

PARTE  SECONDA  -  Le  grandezze.  —  Le  grandezze  in  generale  —  Grandezze  multiple  e  sum- 
multipie. 

PARTE  TERZA  -  I  numeri  frAzionari.  —  Frazioni  ordinarie  o  loro  proprietà  generali  —  Ope- 
razioni sui  numeri  frazionari  —  Numeri  decimali  —  Problemi  sui  mi  mori  1  razionar!. 

PARTE  QUARTA  -  La  misura.  —  Mibura  dello  grandezze  —  Sistema  metrico  decimale. 

Prezzo  L.  J^,r»o. 


W  imminente  pubblicazione  : 

Dello  stesso  Autore 


LEZIONI  DI  ALGKBKA  KLEMENTARE 


FRANCESCO  BRIOSCHI 


Straordinaria  versali tà  d'ingegno,  singolare  potenza  di  assimila- 
zione rapida  e  profonda,  instancabile  tenacia  in  ogni  ricerca  come  in 
ogni  intrapresa,  tali  furono  le  doti  onde  rifulse  la  mente,  davvei-o  ec- 
celsa, di  Francesco  Briosclii. 

Nelle  scienze  matematiche  poi,  in  cui  egli  raggiunse  più  presto  la 
gloria,  e  gloria  solida  e  duratura,  recò  un'altra  preziosissima  dote, 
quella  che  or  si  direbbe  una  impareggiabile  virtuosità,  cioè  una  agi- 
lità elegante  di  forma  e  di  pensiero,  la  quale,  se  sgomentava  gli  im- 
pazienti ed  i  meno  provetti,  formava  l'ammirazione  dei  dotti  e  degli 
studiosi  di  Iena. 

Allevato  alla  scuola  di  Bordoni  nel  culto,  forse  un  po'  troppo  esclu- 
sivo, dei  metodi  lagrangianì,  entrò  poco  appresso  con  Piola  nell'am- 
biente meno  rigido  delle  ricerche  fisico-matematiche  di  Fourier,  di 
Poisson  e  di  Cauchy.  Ma,  per  quanto  grande  e  feconda  fosse  allora 
la  produzione  matematica  francese,  che  era  la  sola  cui  attingessero 
ì  pochi  studiosi  d'Italia,  egli  intuì  ben  presto  la  necessità  d'allargare 
la  cerchia  delle  fonti,  estendendola  alla  produzione  delle  altre  nazioni 
colte  d'Europa,  massimamente  della  Germania  e  dell'Inghilterra.  Fra 
noi  egli  fu  indubbiamente  il  primo  a  mettersi  risolutamente  per  questa 
via,  e  ad  indirizzarvi  quanti  allievi  e  studiosi  potè  attirare  con  sé  in 
quest'opera,  che  può  ben  dirsi  di  risanamento,  giacché  soltanto  per 
essa  cessò  quel  tale  ristagno  che  da  lungo  tempo  pesava  sulla  scienza 
italiana,  e  incominciò  quel  sempre  più  attivo  e  fecondo  ricambio  in- 
tellettuale colla  scienza  e  cogli  scienziati  di  fuori,  che  fu  certamente 
favorito  e  promosso  dalla  fortunata  ricostituzione  dell'unità  nazionale, 
ma  che  sarebbe  ingiustizia  non  revocare  a  lui,  per  ciò  che  spetta  alle 
sue  prime  origini,  ben  più  modeste,  ma  ben  più  laboriose. 

È  incredibile  la  quantità  di  lavori  che  il  Brioschi  seppe  comporre 
e  produrre  in  luce,  nei  più  svariati  indirizzi,  non  appena  si  fu  rapi- 
damente orientato  nel  vastissimo  campo  delle  ricerche  che  occupa- 
vano, alla  metà  di  questo  secolo,  i  più  valorosi  matematici  d'Europa. 
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La  recente  scomparsa  del  grande  Jacobi,  col  quale  il  Brioschi  aveva 
tanta  affinità  di  temperamento  scientifico,  richiamava  allora  la  at- 
tenzione sul  grande  problema  delle  equazioni  dinamiche,  e  fu  questo 
uno  dei  primi  soggetti  a  cui  egli  si  rivolse,  trattovi  anche  dalla  na- 
tura dell*  insegnamento  che  impartiva  all'Università  di  Pavia.  Nume- 
rosi ed  apprezzatissimi  sono  i  suoi  lavori,  sia  sul  problema  d'inte- 
grazione, sia  sulle  affini  teorie  delle  equazioni  a  derivate  parziali  e 
delle  equazioni  isoperimetriche.  Ne  cessò  mai,  anche  a  maggior  di- 
stanza di  tempo,  di  ritornare  su  quei  primi  studii  con  altre  geniali 
pubblicazioni,  come,  a  cagion  d'esempio,  con  quelle  relative  all'ellis- 
soide fluido  di  Dirichiet  ed  al  problema  dei  tre  corpi. 

Altro  argomento  di  numerose  ed  interessantissime  pubblicazioni 
fu  la  teoria  analitica  della  superficie,  rimessa  allora  in  onore  da  una 
celebre  Memoria  di  Gauss,  che  era  passata  per  lungo  tempo  inosser- 
vata, ma  di  cui  i  geometri  riconoscevano  finalmente  la  fondamentale 
importanza.  Il  Brioschi  prese  parte  grandissima  allo  svolgimento 
(divenuto  poi  sempre  più  largo  e  più  complesso)  di  questa  teoria,  e 
vi  arrecò  più  d'un  contributo  essenziale,  tra  altro  col  concetto  di 
coordinate  curvilinee  tangenziali,  da  lui  primamente  adombrato  in 
una  nota  sulla  superficie  delle  onde. 

Non  volle  rimanere  estraneo  agli  studi  di  pura  geometria,  il  cui 
decisivo  risveglio  risale  a  un  dipresso  alla  medesima  epoca,  benché 
l'indole  peculiare  del  suo  ingegno  lo  chiamasse  di  preferenza  alle  ri- 
cerche di  pura  analisi;  e  fu  felicissimo  nella  trattazione  di  quelle 
questioni  in  cui  l'una  e  l'altra  disciplina  gareggiano  nel  raggiungere 
una  stessa  meta,  del  che  basterà  citare  l'esempio  fornito  dei  poligoni 
di  Poncelet. 

Ma  l'indirizzo  in  cui  il  Brioschi  si  slanciò  con  vera  passione  e 
con  istraordinario  successo  fu  quello  delle  ricerche  sulle  equazioni 
algebriche  e  sui  nuovi  algoritmi,  che  si  riassumono  nell'uso  siste- 
matico dei  determinanti,  degli  invarianti,  dei  covarianti  e  delle  forme 
algebriche  e  simboliche.  Basterebbe  già  il  libro  dei  Determinanti, 
che  risale  ai  primissimi  anni  della  sua  carriera  scientifica,  e  che  fu 
tradotto  in  pressoché  tutte  le  lingue  colte,  per  constatare  le  eminenti 
sue  doti  d'assimilazione  e  d'invenzione,  come  il  profondo  e  sicuro 
possesso  d'ogni  più  disparato  dominio  dello  scibile  matematico.  Ma 
sarebbe  impossibile  analizzare  anche  sommariamente  senza  entrare 
in  particolari  troppo  disformi  dall'indole  d'un  giornale,  l'infinita  copia 
di  nuove  vedute,  di  nuove  proposizioni,  di  nuovi  procedimenti  che  si 
trovano  disseminati  nelle  numerosissime  memorie  di  lui  sulle  indicate 
teorie,  fra  le  quali  basterà  menzionare  quella  Monografia  sulle  forme 
binarie,  che  doveva  riassumere  gran  parte  dei  suoi  studii  e  che  seb- 
bene rimasta  incompleta,  contiene  pur  tuttavia  un  ricco  tesoro  di 
materiali  preziosi.  E,  per  citare  almeno  uno  dei  moltissimi  argomenti 
speciali  in  cui  maggiormente  brillarono  l'acume  e  la  genialità  del 
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Brioschi,  giovi  ricordare  le  sue  elegantissime  ricerche  sulle  serie 
analoghe  a  quella  di  Sturm. 

Per  ciò  poi  che  spetta  alla  dottrina  delle  equazioni  algebriche, 
basti  il  dire  che,  nella  memorabile  scoperta  della  risoluzione  del- 
l'equazione di  5^  grado,  il  nome  di  Brioschi  è  indissolubilmente  legato 
a  quelli  di  Hermite  e  di  Eronecker,  con  questo  di  più,  ch'egli  non 
ha  poi  mai  cessato  di  illustrare  con  nuove  ricerche  questo  campo 
così  irto  di  difficoltà,  preparando  il  terreno  e  partecipando  attiva- 
mente ad  altri  non  meno  cospicui  progressi. 

Un  altro  larghissimo  campo  di  studii  ai  quali,  non  meno  che  ai 
procedenti,  il  Brioschi  si  trovò  spontaneamente  attratto  dalle  sue 
peculiari  attitudini  e  preferenze  scientifiche,  e  che  del  resto  si  colle- 
gava necessariamente  ed  intimamente  coll'ultimo  dei  dianzi  accennati, 
fu  quello  delle  funzioni  trascendenti,  inaugurato  da  Legendre  e  re- 
cato d'un  tratto  a  smisurate  altezze  dai  lavori,  di  Àbel,  di  Jacobi  e 
da  quelli,  allora  recentissimi,  di  Weierstrass.  Qui  forse,  più  che  al- 
trove, il  Brioschi  era  destinato  a  raccogliere  una  messe  oltremodo 
feconda  e  rigogliosa,  la  materia  prestandosi  mirabilmente  a  quel  sub 
genio,  ormai  maturo,  di  annalista  supremamente  classico,  e  già  egli 
era  entrato  gloriosamente  nell'arringo,  ispirandosi  ai  lavori  di  Weier- 
strass, quando  sopravvenuti  gli  eventi  del  1859,  si  trovò  d'un  tratto 
chiamato  a  spendere  in  altro  modo  le  forze  esuberanti  del  suo  in- 
gegno. Così  si  chiuse  il  periodo  eroico  della  sua  operosità  scientifica, 
periodo  che  durò  non  più  d'un  decennio,  ma  che  bastò  a  circondare 
per  sempre  il  suo  nome  d'una  aureola  di  gloria  purissima  così  presso  di 
noi,  come  presso  tutte  le  eulte  nazioni,  di  cui  in  così  breve  tempo  egli 
aveva  saputo  assimilare  ed  eguagliare  la  poderosa  produzione  scientifica. 

Se  tuttavia,  in  tutto  il  tempo  successivo,  egli  non  potè  mai  più 
consacrare  alla  scienza  pura  l'intera  somma  delle  sue  smisurate  energie 
intellettuali,  neppur  cessò  mai  di  tener  sempre  ed  amorosamente  fiso 
in  essa  lo  sguardo,  tornando  ad  ogni  tratto,  e  più  d'una  volta  abba- 
stanza intensamente,  al  culto  di  essa,  così  da  aggiungere  molto  al 
moltissimo  già  prodotto,  e  nulla  trascurando  di  ciò  che  poteva,  diret- 
tamente od  indirettamente,  favorire  la  diffusione  ed  il  progresso  degli 
alti  studii  nel  nostro  paese.  In  quest'ultimo  senso  merita  principal- 
mente d'esser  ricordata  l'opera  indefessa  da  lui  data  nel  mantenere 
in  vita  dapprima,  e  nel  recare  poscia  a  rigogliosa  fioritura  quella 
pubblicazione  periodica  che  s'intitola  Annali  di  matematica  pura  ed 
applicata,  e  che  da  non  breve  tempo  rappresenta  degnamente  l'Italia 
fra  le  congeneri  e  più  apprezzate  pubblicazioni  d'Europa  e  d'America. 
Già  fin  dal  1858,  quando  questo  periodico  sorse  in  Roma,  in  conti- 
nuazione d'un  altro  più  modesto  che  lo  precedette,  egli  aveva  con- 
tribuito moltissimo  a  dargli  alimento  e  notorietà;  ma  nel  1867,  quando 
la  vita  ne  era  divenuta  alquanto  languida  e  stentata,  egli  ne  trasportò 
la  sede  da  Roma  a  Milano,  e  ne  assunse  la  direzione,  dapprima  in- 
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sieme  col  collega  Cremona,  poi,  dopo  la  pai*tenza  di  questo,  da  solo. 
Nei  trentanni  trascorsi  dopo  questo  rinnovamento  dellantico  perio- 
dico romano,  ne  sono  apparsi  in  luce  ben  26  volumi  ìn-4',  ai  quali 
collaborarono  tutti  i  migliori  matematici  italiani  e  non  pochi  fra  gli 
stranieri  d'ogni  nazione,  attivando  così  anche  fra  noi  quei  ricambio 
d'ospitalità  scientifica,  che  già  s'era  iniziato  altrove,  ed  al  quale  il 
Brioschi  aveva  già  tanto  e  così  ampiamente  contribuito  coH'esempio 
e  col  consiglio. 

È  inutile  dire  a  lungo  dell'opera  data,  in  un  senso  più  universale, 
a  prò  della  scienza  italiana  durante  la  lunga  presidenza  dell'Acca- 
demia dei  Lìncei.  Ninno  ignora  come  primo  pensiero  del  Brioschi  sia 
sempre  stato  quello  di  far  convergere  i  maggiori  mezzi  possibili  al- 
l'ampliamento delle  pubblicazioni  accademiche,  così  da  potervi  acce* 
gliere,  come  può  ora  ben  dirsi  che  avvenga,  ogni  degna  manifestazione 
degli  studii  nazionali. 

Senonchè  l'analisi  delle  varie,  per  non  dire  infinite  forme  sotto 
cui  si  estrinsecò  l'ardore  inestinguibile  del  Brioschi  per  tutto  ciò  che 
s'attiene  agli  studii  ed  agli  studiosi  del  nostro  paese,  ardore  che  andò 
facendosi  sempre  più  largo  e  comprensivo  di  ogni  sana  manifestazione 
del  pensiero  scientifico,  mentre  da  un  lato  condurrebbe  troppo  lon- 
tano e  sconfinerebbe  dal  campo  prefisso,  riuscirebbe  forse  dall'altro 
ad  offuscare  un  cotal  poco,  specialmente  agli  occhi  di  chi  non  ebbe 
la  ventura  di  conoscere  da  vicino  l'uomo,  l'immagine  integra  e  di- 
stinta che  di  lui  dobbiamo  formarci,  e  che  è  bene  rimanga  scolpita 
indelebilmente  nella  storia  degli  intelletti  d'Italia.  La  quale  immagine 
è  quella  d'un  forte  campione  della  schietta  stirpe  latina,  la  cui 
mente,  sovranamente  equilibrata,  fu  sempre  aperta  ad  ogni  più  alta 
aspirazione  ideale  come  ad  ogni  più  intimo  bisogno  di  vertiginosa 
attività  esterna,  e  che  nell'opera  sua,  di  qualunque  natura  si  fosse, 
recò  invariabilmonle  la  benevolenza,  la  sicurezza,  la  serenità  e,  non 
ultima  attrattiva,  quell'amabile  scioltezza  che,  nell'esercizio  delle 
discipline  e  delle  cose  severe,  lascia  come  spirare  un  sottile  profumo 
di  squisita  artisticità. 

Ho  menzionato  per  prima  la  benevolenza  fra  le  nobili  caratteri- 
stiche dell'azione  del  Brioschi,  e  non  a  caso.  Come  ben  disse  l'illustre 
Ascoli,  l'assistenza  affettuosa  di  cui  egli  ha  favorito,  con  criterii  per- 
spicacissimi, un  numero  sterminato  di  cultori  d'ogni  più  disparata 
disciplina,  basterebbe  alla  gloria  d'un  uomo. 

Eugenio  Beltrahi 

Pt'Ofeawré  all' Univeriìtà  di  Homa. 
(Dalla  "  Perseveranza  „). 


PERtODlCO  DI  VATEMATICA. 


SUL  CERCHIO  DI  TAYLOR 


NOTA  1>1  UEOHETRU  BECEHT£. 

I,  E  noto  il  seguecte 

Tborbma  A)  —  Proiettando  i  piedi  delle  aliene  di  un  triangolo  mi 
lati  di  questo  si  hanno  sei  punti  conciclici. 

Dbpinizionb  I.  —  Jl  circolo  che  pana  per  questi  sei  punti  è  detto 
uircolo  di  Taylor. 

Dbfinizion&  II.  —  L'esagono,  che  ha  per  vertici  questi  stessi  punti  lo 
diremo  esagODO  di  Taylor. 

Sia  il  triangolo  ABC,  H  il  sao  ortouentro,  H. ,  Et, ,  H„  i  piedi  delle 
ane  altesE*  ed  LMNFQE  le  projesioni  di  questi  bui  Iati  (v.  fig.) 

Consideriamo  la  conginogente  Ì  punti  B  ed  N;  questa  per  la  omo- 
tetia delle  due  figure  ÀEcHH^,  ARH.N^  è  parallela  alla  H^H,,;  ma 
questa  è  antiparalleta  al  Iato  BC,  rispetto  all'angolo  ia  A,  opperò  anche 
BN  è  enti  para  11  eia  al  lato  BC  rispetto  all'angolo  in  A.  Analogamento 


dicasi  delle  QN  e  FM,  Di  più  osserviamo  ohe  la  BN  taglia  il  lato 
H. H. in  V, ed  il  triangolo  H.VB  (essendo \^. E -=VEH,) ha VH,=  va. 
Si  ha  pure  VH.  E  =  A  +  B  — J  -  |- 0,  e  VBH.  =  ^  -  C,    opperò 

BV  =  VH.,  da  cui,  tenendo  conto  che  VH.  =  EV,  si  haH.V^-  VH.. 

Osservando  che  si  possono  ripetere  le  analoghe  oonsiderazioni  per 
i  punti  in  cui  le  altre  antiparallele  tagliano  i  lati  del  triangolo  ortioo, 
otteniamo  il  noto 

Tborbua  B)  —  Congiungendo  i  punti  medi  del  triangolo  artico  di  un 
triangolo,  dette  congiungenti  tagliano  i  lati  del  triangolo  ftndamentale 
in  sei  punti  che  costituiscono  l'esagono  di  Taylor. 

2>  Ora  osserviamo  le  tre  circonferenze  aventi  per  diametri  i  lati  del 
triangolo  ortico.  Relativamente  a  queste  si  hanno  alenili  teoremi  che 
andiamo  ad  esporre. 
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Dalla  fig.  risulta  facilmente  che  ciascuna  antiparallela  è  divisa  dai 
centri  di  due  delle  notate  circonferenze  in  tre  parti  che  sono  rispettiva- 
mente i  raggi  delle  tre  circonferenze  U,  V,  Z.  In  altre  parole,  poiché 
ciascuno  dei  raggi  delle  tre  circonferenze  U,  V,  Z  risulta  uguale  alhi 
metà  di  un  lato  del  triangolo  ortico,  possiamo  ricavare  il  seguente 

Teorema.  \^.  —  Le  antiparallele  RN,  MQ,  PL  sono  fra  loro  eguali, 
ed  eguali  alla  somma  dei  raggi  delle  circonferenze  U,  V,  Z  (oppure  al 
semiperimetro  del  triangolo  ortica). 

Osservazione,  —  Considerando  il  triangolo  NRH,  si  ricava  — r~^* 

da  cui  NR  =•■  h^  sen  A,  ed  analogamente  MQ  ==  hy,  sen  B,  LP  =  Ae  sen  C, 
e  per  il  teorema  precedente 

h  «  sen  A  »  A  b  sen  B  »  A  o  sen  G  =  RN. 

Teorema  2o.  —  Gli  assi  radicali  del  circolo  di  Taylor,  rispetto  ai  tre 
circoli  U,  V,  Z,  sono  i  lati  dell'esagono  di  Taylor,  che  non  sono  sui  lati 
del  triangolo  fondamentale. 

La  cosa  resalta  facilmente  dalla  semplice  ispezione  della  figura. 

Teorema  3®.  —  Gli  assi  radicali  dei  circoli  U,  V,  Z  sono  le  altezze 
del  triangolo  orfico  del  triangolo  fondamentale. 

Infatti  le  circonferenze  U,  V,  Z  si  tagliano  a  due  a  due  sui  lati  del 
triangolo  ortico,  ed  hanno  rispettivamente  per  diametri  i  lati  di  questo  ; 
ciò  rende  evidente  il  teorema. 

Teorema  4<>.  —  Per  gli  stessi  punti  in  cui  i  circoli  di  Taylor  dei 
triangoli  BHC,  CHA,  AHB  tagliano  i  lati  di  questi,  passano  le  circon- 
ferenze U,  V,  Z. 

Infatti  è  noto  che  le  antiparallele  RN,  QM,  LR  tagliano  i  lati  dei  trian- 
goli BHC,  CHA,  AHB  rispettivamente  nei  loro  punti  d* intersezione  coi  cir- 
coli di  Taylor  di  questi  triangoli;  allora  hasta  per  esempio  dimostrare  che 
Tanti  parallela  RN  è  tagliata  dal  circolo  V  nel  punto  in  cui  questa  in- 
contra la  HoC;  e  questo  si  vede  subito,  perchè  la  RV  passa  per  V, 
l'angolo  in  He  è  retto,  quindi  per  il  punto  in  cui  la  H^C  taglia  la  RV 
passa  anche  il  circolo  V  e  si  può  dedurre  il  teorema. 

3.  Definizione.  —  //  triangolo  che  si  ottiene  dalVincontro  degli  assi 
radicali  dei  circoli  U,T;  V,T;  Z,T;  (con  T  indichiamo  il  circolo  di 
Taylor)  lo  diremo  triangolo  dei  centri  radicali. 

Relativamente  a  questo  triangolo  si  hanno  i  seguenti  teoremi. 

Teorema  1®.  —  Per  i  vertici  del  triangolo  dei  centri  radicali  passano 
rispettivamente  gli  assi  radicali  dei  circoli  U,  V,  Z. 

Infatti  consideriamo  il  vertice  A';  esso  è  dato  dall'intersezione  degli 
assi  radicali  di  V,T  ed  U,  T,  evidentemente  per  A  passerà  l'asse  radicale 
di  U,V  ed  analogamente  ripetendo  per  B^  0',  si  giunge  all'enunciato. 

Teorema  2®.  —  //  centro  del  circolo  circoscritto  al  triangolo  dei  centri 
radicali  è  V ortocentro  del  triangolo  ortico  del  triangolo  fondametitale. 

Infatti  l'ortocentro  del  triangolo  ortico  del  triangolo  fondamentale  è 
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il  centro  radicale  dei  circoli  U,  V,  Z  [§  2,  Teor.  3<>],  ossia  il  puntò  d'in- 
contro delle  perpendicolari  f  §  3,  Teor.  !<>]  abbassate  dai  vertici  del  triangolo 
dei  centri  radicali  sulle  antiparallele  ai  suoi  lati.  Ricordando  allora  che 
«  la  conginngente  il  centro  del  cerchio  circoscritto  di  un  triangolo  con 
un  vertice,  è  perpendicolare  alla  antiparallela  al  lato  opposto,  »  ed  essendo 
i  lati  del  triangolo  ortico  antiparalleli  ai  lati  del  triangolo  dei  centri  ra- 
dicali (perchè  è  noto  che  i  lati  PQ,  LR,  MN  deiresagono  di  Taylor  sono 
respetti vamen te  paralleli  ai  lati  del  triangolo  fondamentale),  il  teorema 
resta  dimostrato. 

Teorema  3<>.  —  //  triangolo  dei  centri  radicali  ed  il  triangolo  fonda- 
mentale hanno  lo  stesso  punto  di  Lemoine, 

Il  triangolo  A'B'C  dei  centri  radicali  ed  il  triangolo  ABO  sono  omo- 
tetici, giacché  sono  simili  ed  hanno  i  lati  paralleli.  Indichiamo  con  K  il 
loro  centro  di  omotetia.  Osserviamo  per  esempio  la  BB',  essa  taglia 
la  QM  nel  suo  punto  medio,  perchè  diagonali  entrambe  del  parallelo- 
grammo B'QBM;  dunque  la  BB' è  la  mediana  del  lato  QM  nel  trian- 
golo B'QM,  opperò  è  simediana  del  lato  C'A'  del  triangolo  A'B'C;  lo 
stesso  dicasi  della  QM  considerata  come  lato  del  triangolò  QBM  in  rela- 
zione col  triangolo  fondamentale  ABC,  e  poiché  la  stessa  considerazione 
si  può  ripetere  per  le  CC,  AA'  il  teorema  rimane  dimostrato. 

Teorema  4<>.  —  La  somma  dei  quadrati  delle  distame  dei  lati  deire- 
sagono di  Taylor  dal  centro  di  omotetia  del  triangolo  fondamentale  e  del 
triangolo  dei  centri  radicali  è  un  minimo. 

Il  centro  di  omotetia,  di  cui  nell'enunciato,  è  il  punto  di  Lemoine  dei 
triangoli  A'B'C,  ABC  [§  3,  Teor.  5o].  Ricordando  allora  che  la  somma 
dei  quadrati  delle  distanze  del  punto  di  Lemoine  di  un  triangolo  dai  suoi 
lati  è  un  minimo,  si  ha  subito  l'enunciato. 

Osservazione.  —  Le  BB',CC'AA'  passano  anche  per  i  punti  U,V,Z,  come 
si  vede  considerando  che  ognuno  di  essi  è  centro  di  omotetia,  rispettiva- 
mente delle  coppie  di  triangoli:  QC'R,  MCN;  NBT,  LBR;  M  A'L,  PAQ.  D'al- 
tra parte  è  noto  che  i  punti  medi  delle  QM,PL,RN  sono  i  punti  di  contatto 
del  cerchio  inscritto  nel  triangolo  UVZ;  si  viene  quindi  a  concludere: 

Le  congiungenti  di  U,  V,  Z  con  i  punti  di  contatto  del  cerchio  in- 
scritto nel  triangolo  U,  V,  Z  sono  le  simediane  del  triangolo  fondamentale > 

Ciò  può  enunciarsi  in  maniera  più  elegante. 

Teorema.  —  Il  punto  di  Ger gonne  del  triangolo  mediano  (*)  di  un 
triangolo  ortico^  è  il  punto  di  lemoine  del  triangolo  fondamentale. 

Lemma.  —  Se  X,  Y,  Z  sonale  disianze  di  un  punto  M  qualunque 

del  piano  dai  vertici  di  un  triangolo  in  cui  trovansi  le  masse  a*»,  b",  c° 

la  espressione 

a°  X«  +  i°  Y*  4-  c°  Z« 

è  un  minimo  se  il  punto  M  coincide  col  punto  K^"^ .  (**) 


(*)  Che  ha  i  vertici  nei  punti  medi  di  un  triangolo. 

(**)  E(n)  è  il  punto  d*  incontro  delle  rette  ohe  partendo  dai  vertici  dividono  il  Iato  opposto  nei 
rapporto  inverso  delle  potenze  n»*  dei  lati  adiacenti. 
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Si  vede  intauto  facilmente  ohe  il  baricentro  del  triangolo  ABC  nei 
cui  vertici  trovansi  rispettivamente  le  masae  a^yb^^ò^  è  il  punto  Kf^K 

£  noto  d*altra  parte  che  la  somma  dei  quadrati  delle  distanze  di  un 
punto M  dai  punti  Ai  A,...A„  moltiplicate  rispettivamente  per  le  masse 
m(m,....mn,  di  cui  sono  caricati  questi  punti,  è  un  minimo,  quando  il 
punto  M  coincide  col  baricentro;  opperò  il  lemma  ò  dimostitito. 

Poniamo  e^^  LM,  e^^  NP,  ^e  =»  QR,  allora  risulta  facilmente  che 
A'B'  =»  e  +  *,,  B'C  -^a  ^e^,  C'A'  =  ò  +  ^b- 

Teorema  6®.  —  Indicando  con  X, ,  X,,  X,,  X^,  X^,  X,  le  distante 
del  centro  di  omotetia  dei  due  triangoli  fondamentale  e  dei  centri  radi- 
cali, dai  vertici  A,  B,  C,  A',  B',  C  la  espressione 

««X,«  +  Ò«X,»  4  c«X,*  +  («  -f  e^yX,^  +  (6  -I-  eO'X,«  +  (e  +  e,yX,^ 

è  un  minimo. 

Il  teoi'ema  risulta  evidente  tenendo  conto  del  lemma,  e  considerando 
che  il  centro  di  omotetia  dei  due  triangoli  ABC,  A'B'C  è  il  punto  K^*^ 
comune  [§  3,  Teor.  4®J. 

Valori  di  ^«i^bi^e-  —  ^i  possono  facilmente  calcolare  i  valori  di 
^«)^b)^e  ÌQ  funzione  dogli  elementi  del  triangolo  fondamentale. 

Infatti  si  ha  che  i  lati  del  triangolo  ortico  sono  dati  rispettivamente  da 

H  e  H  b  =»  cos  A  (6  cos  B  +  e  cos  C) 

H|>He  =  C08B(flC0S  A  +  coosC) 

H  0  H  a  =  cos  C  {b  cos  B  4  fl  cos  A) 

e  da  questi  risulta  subito 

e^=  cos  A  cos  (B  —  C)  {b  cos  B  +  e  cos  C) 
^b  =  008  B  cos  (A  —  C)  (a  cos  A  H-  e  cos  C) 
^c  =  cos  C  cos  (A  —  B)  (a  cos  A  +  6  cos  B). 

Nota.  —  Applicando  il  Lemma,  per  mezzo  di  teoremi  già  noti,  si  hanno 
le  seguenti  proposizioni: 

i».  Indicando  con  m\,m'b,m'e  le  distanze  del  baricentro  di  un 
triangolo  da'  suoi  vertici,  l'espressione  m'* ,  4-  m'*  b  4-  m'*  ^  è  un  minimo. 

2».  Indicando  con  ì\ »,  T, ^ ,  \\  «  le  distanze  dell'incontro  delle  biset- 
trici dai  vertici  di  un  triangolo,  la  espressione  1'*!.*  4-  br*ib  +  cPui 
è  un  minimo. 

50.  Indicando  con  b\,b\,6' ^  le  distanze  del  punto  di Lemoine  di  un 

triangolo  da'  suoi  vertici,  l'espressione  a*8'\4-  Vs^'b  +  o*s''e  ^  *<»  »»**- 
nimo.  (*) 

40.  Indicando  con  cd'u,  (o'ib  >  co'ic  l^  distanze  del  punto  Q  di  Brocard 

'i  '1  '3 

dai  vertici  A,  B,  C,  di  un  triangolo  la  espressione  -j-j — I — I ^ 

oca 

è  un  minimo. 


(*)  Questa  proposizione  è  stata  già  enunciata  (indi  mostrata)  da  Lemoine.  (Vedi  M.  £.  Lbmoinb, 
Mélange»  sur  la  geometrie  du  triangU,  Congréa  de  Bordeaux  (1895)  pour  l'avancement  de$  tciencet). 
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5®.  Indicando  con  (o%»,  co'ib»  (o'so  ^^  distanze  del  coniugato  isogonale 
del  punto  Q  (secondo  punto  di  Brocard)  dai  vertici  di  un  triangolo  la 

espressione  — —  +  — ^ — I-     »  ^    è  un  ìnintmo. 

Una  proposizione  analoga  al  lemma  enunciato  innanzi  si  ottiene  con- 
siderando ohe  i  punti  K^°)  e  K^~~*^)  sono  coniugati  isotomici  ed  è  la  seguente: 

Indicando  C07i  K^-"^  il  coniugato  isotomico  del  punto  K^'^^  e  con  |i,  6,  ? 
le  distanze  di  questo  punto  dai  vertici  A,  B,  C  del  triangolo  carichi  di 
masse  rispettivamente  a"°,  b"",  c"",  la  espressione 

ix'     e*      5' 


a"        b*'        e** 
è  un  minimo, 

£  da  questa  proposizione  ne  discendono  altre  analoghe  alle  precedenti. 

Pisa,  gennaio  1898. 

Dott.  G.  Candido. 


-•♦< 


INTOBNO  AL  CALCOLO  APPROSSIMATO  DELLE  BADICI  QUADBATE 


Indicando  le  lettere  numeri  positivi,  sia  co  un  valore  approssimato 
di  \ì).  Si  elevi  il  binomio  o)  -f  V^  &  esponente  intero  e  positivo  m, 
e  si  chiami  Q^  il  coefficiente  di  VD  e  P»  la  pai*te  razionale  della  po- 
tenza, così  da  avere 

((i)+VD)-  =  P„  +  Q„VD. 


Sarà  altresì 


D'onde 


((D-\D)-  =  P„-Q„VD. 


o  anche 


Pn._vg  U   +  VDJ 

U  +  VD> 
Da  questa  eguaglianza,  per  essere  il  valore  assoluto  del  rapporto 

(0— VP 
minore  dell'unità,  s'inferisce  che 

lim  ^  =  ys. 
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Quanto  al  modo  di  convergere  delle  frazioni  j^  al  limite  V^  ?  ®8S0  © 
diverso,  secondoohè  cD  è  un  valore  di  V^^  approssimato  in  eccesso,  op- 
pure in  difetto.  Nel  primo  caso,  come  apparisce  dalla  (1),  le  ^  ten- 

dono  al  limite  decrescendo.  Nel  secondo  caso  esse  tendono  al  limite 
decrescendo,  se  m  assume  valori  dispari,  e  crescendo  se  m  assume  valori 
pari.  Cosicché  nella  serie 

tó  p.  p.   p, 

i  termini  di  posto  dispari  e  quelli  di  posto  pari  tendono  a  un  comune 
limite  \Dj  i  primi  crescendo  e  i  secondi  decrescendo,  nello  stesso  modo 
che  le  ridotte  di  una  frazione  continua.  Didatticamente  parlando,  questo 
secondo  caso  ò  notabile,  come  esempio  elementarissimo  di  una  quantità 
che  tende  al  limite  oscillando  intorno  ad  esso.  Ne  segue  che,  applicato 
nella  scuola  alla  ricerca  del  valore  di  una  radice  quadrata  per  succes- 
sive approssimazioni,  permette  di  valutare  ad  ogni  istante  Terrore,  me- 
diante la  differenza  tra  due  valori  approssimati  consecutivi. 

Debbasi  per  esempio  calcolare  V^^»  ^^  ^^^  ^^  valore  approssimato  in 
difetto   è    4.  Moltiplicando  4  +  Vl^  per  4  +  V  19,  si  avrà 

(4  +  Vr9)  (4  -f  VT9)  =35  +  8  VT^. 

Un  secondo  valore  di  Vl^»  approssimato   in   eccesso,   sarà   dunque 

35  

-^  .  Si  moltiplichi  ora  35  -f  8Vl9  per  4  -f  V 19,  e  si  avrà 

(35  4-  8  Vl9)  (4  +  VT9)  =  292  -f  67  Vl9. 

292  .     — 

D'onde  -«=-  ,  valore  di  V 19  approssimato  in  difetto.  Cosi  continuando, 

si  otterranno  i  seguenti  valori  di  V 19,  alternativamente  approssimati  in 
difetto  e  in  eccesso: 

4      35     292     2441     20404 

1  *    8  '    67  '    560  '    468r'  ®^^* 

Se  si  pone 

_       2441 
V19--560"' 

si  commette  un  errore  minore  di 

2441       20404  81 


560         4681         560.4681 

Si  noti  che,  mentre  nel  calcolo  di  V^^  mediante  le  frazioni  continue, 
per  conoscere  una  ridotta,  è  necessario  passare  pei  valori  di  tutte  le 
ridotte  precedenti,  nel  nostro  caso  ciò  non  occorre.  Debbasi  per  esempio 
calcolare  V3}  di  cui  un  valore  approssimato  in  difetto  è  1.  Basterà  fare 
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il  quadrato  di  1  +  Y^i  P^^  ^^  quadrato  del  quadrato,  quindi  il  quadrato 
del  nuovo  quadrato  e  via  dicendo.  Si  otterrà  successivamente 

2  +  VB"  (♦)         7  +  4V3         97  +  56  V3"         18817  +  10864  \3   ecc. 

La  frazione  18817 

10864 

sarà  dunque  un  valore  di  Y  ^  approssimato  in  eccesso.  Ove  si  do- 
mandi Terrore,  si  moltiplicherà  1817  +  10864  Y3  per  1  +  Y^  a  fine  di 
ottenere  la  frazione  susseguente,  approssimata  in  difetto,  che  è 

51409 
29681  ' 

E  poiché  18817       51409  1 


si  avrà 


10864       29681        10864.29681  ' 
Y3  =  trioaA    *  meno  di 


10864       10864.29681 


Applicando  l'esposto  algoritmo  al  calcolo  di  Y^*  +  ^j  partendo  dal 
valore  a,  si  ottengono  le  seguenti  frazioni,  alternativamente  approssimata 
in  difetto  e  in  eccesso: 

a    2a*  -h  k    4a»  +  3ak    8a*  -f  Sa'k  *4-  k*     I6n^  -f  20a*k  -f  bah*         (**) 


.... 


1         2a  4a*   i-  k  8a»  4-  ^ah  16rt*  +  12a*A  +  k* 

Si  può  notare  che  la  differenza  fra  due  consecutivi  di  questi  valori 
approssimati  di  Y^^  +  /r,  è  una  frazione  che  ha  per  numeratore  una 
potenza  dì  k, 

G.    Fa  ATTIMI. 


SU  UNA  FORMOLA  D'ANALISI  COMBINATORIA 


Nella  teoria  dei  determinanti  si  dimostra  che  il  numero  dei  termini 
di  un  determinante  d'ordine  non!  Esso  è  evidentemente  anche  il  nu- 
mero dei  modi  secondo  i  quali  in  uno  scacchiere  quadrato  di  lato  n  si 
possono  scegliere  dei  gruppi  di  caselle  talmente  che  ogni  gruppo  ne 
contenga  una  sola  su  ogni  linea  ad  una  sola  su  ogni  colonna.  In  questa 
nota  mi  propongo  di  far  conoscere  un'espressione  di  un  numero  più 
generale  del  precedente.  Dati  quattro  numeri   positivi  interi  n,  ?»,  hj  k 

tali  che  A  <;  n  ,  ^  <  m,  ed  uno  scacchiere  A  di  dimensioni  »->  n  ed  |  m, 


n  Invece  di  4-)-2V  3  Jl  ohe  non  turba  il  rapporto  fra  la  parte  razionale  e  il  eoeffleiente  di  V3. 
(**)  Sono  le  ridotte  della  frazione  continua  che  ha  per  quozienti  incompleti 


2a  2a 

«  .  "jt  •  2«  ,   —  ,  2a , . . . . 


e,  perJfeBsi,  le  note  ridotte  di  \a%'\-ì. 
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mi  propongo  di  trovare  un'espressione  del  numero  dei  modi  secondo  i 
quali  si  possono  aoegliere  in  A  dei  gruppi  di  caselle,  talmente  che  ogni 
linea  di  A  ne  contenga  h  di  quelle  di  ciascun  gruppo,  ed  ogni  colonna 
ne  contenga  k.  Incidentalmente  dimostro  anche  una  notevole  proprietà 

delle  potenze  intere  e  positive  del  aimbolo  combinatorio  (  *  j  • 

Si  indichi  con  Xhk  uno  qualunque  dei  gruppi  suddetti  e  con  (n,  h  ;  m,  k) 

il  loro  numero.  Se  esiste  almeno  un  Xhk }  le  dimensioni  di  A  devono  essere 

proporzionali   ad  A  e  A.   Infatti  il  numero   degli  elementi  appartenenti 

ad  un  Xhk  si  può  esprimere  con  uno  dei  prodotti  nk  ed  mh^  che  sono 

n      h 
uguali  soltanto  quando  —  =  -7-  ,  il   ohe  appunto  supporremo.  Il  simbolo 

(n,  h;  m,k)  soddisfa  alla  relazione 

(w,  A  ;  m,  ^)  =  («,  n  —  A  ;  w,  m  —  A) , 

che  si  dimostra  osservando  che   le  caselle  di  A   non   apparteuenti  ad 

un  Xhk  appartengono  ad  un  X^  .  h.m  -  k  ^  viceversa.  Supposto  h  =:n  ,k  =  m 

e  ricorrendo  alla  relazione  suddetta,  si  dà  significato  al  simbolo  (fi,  0  ;  m,  0), 

ponendo 

(n,  0  ;  m,  0)  =  1. 

Consideriamo  uno  dei  gruppi  Xhk*  Esso  contiene  h  caselle  sulla  1*  co- 
lonna di  A  poste  su  k  linee.  Delle  caselle  del  gruppo  che  sono  sulla 
2^  colonna  ve  ne  sarà  un  certo  numero  r,,,  al  più  uguale  a  A,  poste  su  r,, 
delle  k  linee  di  A  suddette,  e  le  rimanenti  k  —  ì\^  saranno  su  altre 
k  —  r,,  linee  di  A.  Sicché  ponendo  f\^  =  k  ;  r,g  =  tw  -r  A  ;  r,^  ==  A  —  r„, 
risulta  che  si  possono  scegliere  k  caselle  sulla  1*  colonna  di  A  e  A 
sulla  2^,  talmente  che  l'insieme  delle  2A  caselle  scelte  possa  far  parte  di 

un  qualche  gruppo  Xhk,  in  uj  2  r«*)  |  *•]  modi  differenti.  Consi- 
deriamone uno  soltanto. 

Noi  abbiamo  in  A  ^2,  »  li^^^®  ognuna  delle  quali  contiene  una  delle 
caselle  scelte  nella  1^  colonna  ed  una  di  quelle  scelte  nella  2*;  poi  al- 
tre 2  (A  —  r,,)  linee  contenenti  ciascuna  una  delle  caselle  scelte  nella 
1»  o  2*  colonna  ;  infine  w  —  2  A  +-  r,,  linee  non  contenenti  alcuna  delle 
caselle  scelte.  Possiamo  associare  queste  caselle  con  A  caselle  della 
3*  colonna  di  A,  iu  modo  da  avere  un  insieme  di  3A  caselle  apparte- 
nenti ad  un  qualche  gruppo  Xhk,  prendendone  su  di  essa  un  certo  nu- 
mero r„_;^r,j  posta  su  r„  delle  r,,  linee  di  A  suddette;  poi  un  certo 
numero  »'a4^2(A  — r„)  posta  su  t\^  delle  2  (^  —  r^,)  linee  di  A  sud- 
dette ;  infine  un  certo  numero  r,,  =  ^  —  r j,  —  r,^  poste  su  r,g  della 
m  —  2  A  -f  ^„  linee  di  A  rimanenti.  Sicché  ponendo  r,,  =  r„  ;  r,,  = 
=  2  (A  —  r„)  ;  7\^  =  w  —  2  A  -f  r,^ ,  risulta  che  possiamo  scegliere  A  ca- 
selle sulla  1»  colonna  di  A,  k  sulla  2»  e  A  sulla  3»,  in  modo  da  avere 
un  insieme  di  3A  caselle  appartenenti  ad  un  qualche  Xml,  in 
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U  ;  ,.„ = 0    ,31 = 0    ,-.. = 0    v'J  v\j  vj  vIj  vj 

modi  diversi. 

Consideriamone  un  soltanto.  Abbiamo  in  A  t\i  =  ^'g,  linee  contenenti 
ciascuna  una  casella  scelta  sulla  1^  colonna  di  A}  una  'scelta  sulla  2^ 
ed  una  scelta  sulla  3*;  poi  altre  r^,  =^  ?\,  —  r„  -f  r^^  linee,  ognuna  delle 
qnali  contiene  due  caselle  scelte  su  due  delle  tre  prime  colonne,  una  per 
colonna;  poi  altre  ì\^  =3^  —  2  r„  —  2  r,^  —  r,,  linee  contenenti  ciascuna 
una  delle  caselle  scelte  nella  1*  o  2»  o  3*  colonna,  infine  r^j  =  m  —  3 
^  +  ^tt  +  'm  +  ''84  ^ifi®®  J^on  contenenti  alcuna  delle  caselle  scelte.  Sul 
gruppo  delle  3A  caselle  scelte  si  può  ragionare  come  precedentemente 
su  quello  di  2/i  e  cosi  via.  Poniamo  ora  r,j  =^  m  ;  r,,  =3  A  e  consideriamo 
le  successioni 


'm 

'•il 

»•.! 

'1. 

»•« 

'•»« 

'si 

'  SS 

'•5. 

'■»4 

''.» 

'•«0 

'•*t 

'•4t 

'•43 

'•44 

'•4* 

'•48 

'•41 

'«• 

Tenuto  conto  di  quanto  si  è  detto,  risulta  che:  1^  Tultimo  numero 
di  ciascuna  linea  è  uguale  a  k  diminuito  della  somma  delle  r  poste  nella 
stessa  linea  ed  avente  il  2^  indice  pari;  2^  ogni  r  avente  il  2^  indice 
dispari  è  uguale  alla  differenza  tra  le  r  che  sono  nella  linea  soprastante 
e  nelle  due  colonne  precedenti,  aumentata  della  r  posta  nella  linea  so- 
prastante e  nella  colonna  seguente.  Continuando  il  ragionamento  fino 
qui  fatto,  si  conclude  ovviamente  che,  se  date  le  successioni 


'il     '  it 

7*  ,.  y  y 

'Jl  '»!  'f8  'il 


''hi       ''h2 ''h  )  *ili  j 


Si  pone 


(1)        ''«,2»+l    =''«-l,2«-l  — ^*B-l,2a   +'%-!, 2»  "t"    ''s-l,2»f2    f  -  .^   o     Q  h 

_  !  o   — — ■  *rf,  O,  •  .  •  •  ,   n 

'*8,2»  =  ^  —  ''«2  —  ''§4  —....—"  ''■,»■  -  a  I 

^V  =  0     per    y  '>2s    ed    y  <Z0  i 

e  si  calcola  l'espressione 

^=ÌAJ     r,.,7=o      .  =  2   l'-J    Ir  J  •  •  •  •  l»-..,.    jp=2,8, h 

si  ha  il  numero  dei  gruppi  di  hh  caselle  contenenti  k  caselle  su  ognuna 
delle  prime  h  colonne  di  A  scelte  per  modo  che  il  loro  insieme  possa 
far  parte  di  qualche  Xhk.  È  a  notare  che  un  tal  numero  non  è  altro  ohe 

(r)  »  giacche  tutti  i  suddetti  gruppi  si  possono  ottenere  prendendo  in 
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tultì  i  modi   possìbili   uua  delle   coiubioazioiii  ^  a  /r  delle  caselle  della 
1*  colonna  di  A,  una  di  quelle  della  2*,   .   .   .   .   una  di  quelle  della  ^n>*. 

1,  1  ,  si  ha  per  A  >  2  : 

f;r='"'"r-  "n  (;:•■)...■(;:-■);  ::^' r' 

Il  ragionamento  fatto  per  le  prime  h  verticali  di  A  si  può  continuare 
per  le  rimanenti  n  —  h.  Si  conclude  allora  che  il  simbolo  (n,  A  ;  m,  A) 
può  mettersi  sotto  la  forma: 

^^>'  'p.Wzro  *-2      V-.2/  V\2.      />  =  2...,« 

ritenendo  7-b-f  ;.,2  =  ^'ii  +  ;i,4  = —  ^1i  +  a,2A  =  0,  quando  s  =  h  +  a,  e 

supponendo  le  r  assoggettate  alle  condizioni  (1),  nelle  quali  però  s  possa 
variare  da  2  ad  n. 

Volendo  servirsi  della  (2)  per  calcolare  («,  A  ;  m,  A),  dati  n,  h,  m,  A, 
è  utile  saper  esprimere  prontamente  ogni  r  avente  il  2°  indice  dispari 
in  funzione  di  m,  ^  e  delle  r  aventi  il  2°  indice  pari.  Cambiando  nella 
3*  delle  (1)5ÌU5  —  1,5  —  2,  ...,2  e  corrispondentemente  z  in  z  —  1 , 
e  —  2,  .  .  .  ,  5  —  5  +  2,   indi  sommando  e  riducendo  si  ha  : 

^V  2»fl  ~   'l,  2«-2«+8   +  2  ('"g-l,  2(«4-2-i)  ''.-i,  2  CE+l-i))• 

Escluso  il  caso  5  <I  ^  +  1  per  il  quale  è  rfl,2z+i  =  0,  si  hanno  questi 

tre  altri  casi  :los>c-f2;     2^  s  ^  z  -{-  2  ]     3^s  =  c-|-l. 

Il  termine    ri,2z-28-|-3  è    nullo,    eccetto   quando  2z  —  2  5  -f  3  =  1,  2; 

perciò  esso  è  nullo  nei  primi  due  casi  ed  è  uguale  ad  1*^^  —  »i  nel  3®. 
Tenuto  poi  conto  «lei  fatto  che  ?*8_i,2(z+2— i)  =  0,   quando  2  {«  —  i)  <C 

2  (5  -f  2  —  i)   e   quando  ;;  —  2  —  i<;0    e   parimenti   che  ri,_i;2(r+i-ì)  ^  0 

quando  2(s  —  i)  <Z2{z  f  1  —  i)  e  quando  z  —  1  —  i  <:  0,  si  trovano  le 

formolo  seguenti: 

%  =  9 

'*a,2z-|-l   =''•-«-!,  2    +      2  (''■-!,  2  («f2-i)   ~- '*«-!.  2  (« -1-1- 0)  8e5>--a-f2 

'•1, 2«+i  =^(*~1) — 2^22—     S      |2r2^.2 -1,2(8+1-0+     ^     ^'«f2-i.2j|      SO  5  =  c:  +  2 

i=»a  —  1      j  =e  —  t 

^V2,+i=  wz  — /e(s— 1)+      S  S         'VM-i,2j  se5=ir  +  l 

Dalla  definizione  del  simbolo  (n,  h  ;  m,  A)  risulta  ch'esso  non  cambia 
di  valore  scambiando  n  con  m  ed  h  con  A.  Perciò  di  tale  proprietà  deve 
godere  anche  il  2^  membro  della  (2). 

Naturalmente  volendola  verificare  bisogna  supporre  che  anche  nelle  (1) 
ifiansi  fatti  i  suddetti  cambiamenti. 


PERIODICO   DI  MATEMATICA.  47 

Chiudo  osservando  che  i  gruppi  Xi,k  sono  suscettibili  di  essere  rap- 
presentati  mediante   successioni  di   elementi,  e  ciò  nel   seguente  modo. 

Siano  a,|  ais  •  •  .  «ik  ;  ....  ;  ttm  ans  •  •  •  ocnk  >  ^  delle  combinazioni  A  a  A 
degli  indici  1,2,...  .  ,  m^  scelte  per  modo  che  soltanto  h  di  esse  conten- 
gano Io  stesso  indice. 

Disponiamole  l'una  di  seguito  all'altra  in  un  ordine  qualunque,  ed 
affinchè  resti  traccia  del  posto  occupato  da  ciascuna  combinazione,  appo- 
niamo agli  elementi  di  quella  che  occupa  il  posto  i^^  l'indice  superiore  t. 

Avremo  una  successione  d'indici  del  tipo 

a^^^      a^*^    ....  é'^      OL^''^      a^^>    ....   a^^    a<">      a^»^    ....    a<"^     , 

«111  «1  •  8  8| ,  k  8^,1  8, ,  2  t, ,  k  an  ,  1  sn ,  2  «a  i  k 

che  diremo  p.  A  ciascuna  a  di  ^  facciamo  corrispondere  una  casella  di  A 
e  precisamente  ad  a^'\  la  casella  posta  nella  linea  («.jj)"**  e  nella  co- 
lonna i»"*,  ossia  la  colonna  indicata  dall'indice  superiore.  È  allora  chiaro 
che  ad  ogni  successione  ^  corrisponde  un  Xhk  6  viceveràa,  perciò  (w,.A; 
m,  k)  è  anche  il  numero  delle  p.  Notiamo  che  una  f  non  cambia,  o  per 
meglio  dire  continua  sempra  a  rappresentare  lo  stesso  Xki„  comunque 
si  cambi  l'ordine  delle  a  in  essa  contenute,  purché  ogni  a  si  ritenga 
invariabilmente  collegata  al  suo  indice  superiore.  Al  contrario  da  una  ^ 
rappresentante  un  dato  Xhk  se  ne  può  avere  una  rappresentante  un  Xhk 
diverso  dal  primo  tenendo  fissi  gli  indici  superiori  e  scambiando  oppor- 
tunamente le  a  munite  dei  soli  indici  superiori.  Un'operazione  a  ciò  suf- 
ficiente sarebbe  ad  esempio  una  successione  di  sostituzioni  della  forma 

^BiOi  ^BlOi     '    '    '    ' 

ritenendo  ogni  a.j  del  numeratore  diversa  da  ogni  a,  anche  non  appar- 
tenente al  denominatore,  ed  ogni  a     del  denominatore  diversa  da  ogni  a,^ 

anche  non  appartenente  al  numeratore. 

Dr.  Nicolò  Traverso. 


-•♦♦- 


SULLE  QUESTIONI  293,  325 


Ln  proposizione  contenuta  nella  quistione  *293,  da  me  stesso  proposta  in  questo 
Periodico,  e  della  quale  una  dimostrazione  è  apparsa  nel  V  fascicolo  del  corrente 
annO;  può  essere  dedotta  come  conseguenza  delle  equazioni  (1),  (3),  di  cui  si  parla  nella 
quistione  325,  allorché  queste  equazioni   vengano  convenientemente  interpretate. 

In  fatti,  si  assumano  OA=x,  013  =  ^,  0C  =  2f,  come  una  terna  di  assi  coordi- 
nate ortogonali,  e,  rispetto  ad  essi,  si  dicano  ^6,  >3,C),  (5',  >]',  (^)  ordinatamente  le 
coordinate  di  M,  M'.  —  Si  dicano  poi  u,  v,  w  le  coordinate  plàckeriane  del  piano 
ABC  =  ic,  rispetto  ad  OA,OB,  OC. 

La  equazione  (1)  della  quistione  325  dice  che  il  punto  medio  di  MM'  è  su  ti, 
e  le  equazioni  (3)  della  stessa  quistione  dicono  che  MM'  è  perpendicolare  a  n; 
dunque,  il  fatto  di  essere  M,  M'  simmetrici  rispetto  a  tc,  ò  tradotto  dalle  equazioni 

(1)  u{i  +  r)  -f-  r (ri  +  -n')  +  «^ (g  -f  D  +  2  =  0 

(2)  g  —  r  =  F»,  fl  —  yi'=  pt',  l  —  l'=  9^v, 
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ove  p  e  il  valore  comune  dei  rapporti  eguali 

(3)  §  —  g'  :  M  =  Yj  -  >i'  :  r  -r  §  -  g'  :  f«7. 
Dalle  equazioni  (2)  deduciamo 

epperò,  in  forza  della  (1),  pure 

g*  +  'J*  4-  V  -  {V  4-  >!'*  -h  C'*}  =  -  2p  ; 

ovvero    OM    —  OM'    =   -  2p,   d'onde 

(4)  (OM*  ~0M^*)***4p«. 
Ora  dalle  (2),  quadrando  e  sommando,  abbiamo  anche 


-D]; 


dunque  abbiamo  in  fine 

4MM^* 


AIM*  =p«(w«-}-.  e,«4.  «7»;; 


(OM*-OM'T 
tenuto  conto  del  significato  di  u,  r,  w. 


u^+v'  Yic'^J--\-  —-^      '* 


OA 


OB 


OC 


Alla  risoluzione  della  quistione  325,  da  me  proposta  in  questo  Periodico,  e  della 
quale  una  risoluzione  (difettosa  nel  fatto  che  non  lascia  subito  vedere  in  qua!  modo 
alla  eliminata  richiesta  si  possa  dare  la  forma  di  determinante  prescritta  nelTenun- 
ciato)  è  apparsa  nel  1<*  fase,  del  corrente  anno,  si  può  arrivare  in  una  maniera 
rapidissima  come  segue. 

Introducendo  un  conveniente  fattore  di  proporzionalità  p,  le  equazioni  (3)  si 
possono  scrivere  così: 

S'-g  — ?<*--•=  0,  yj'--tj~pp  =  0,  g'-6  — pi^«0; 

dunque,  invece  di  eliminare,  g',T]',  C'  fra  le  (1),  (2),  (8)  proposte,  ai  possono  elimi- 
nare E^>2^  (^'»p  fra  le  equazioni  del  sistema 

«g'-ft?r/    -fwC'   -f  0.  p4- A +1  =0 

M'g'-ht^Y  +w'Z'  -fO.p  +  1  —0 

g'4.0.Tj'  +  0.r-up     -g  =0 

O.g  +r/      +O.S'~rp     -Yj         =0 

O.g'4-O.r/  +     V  -wp    ~Z  =0. 

Ora,  Teliminata  di  questo  sistema  si  ottiene  eguagliando  a  zero  il  determinante 

0  A  4-  1 


2» 


u 

h' 

I 

0 
0 


V' 

0 
I 
0 


w 
to' 
0 
0 

1 


0 

—  Il 

—  V 

—  w 


1 

-g 


Ma  moltiplicando  per  %i,o,w  ordinatamente  gli  elementi  della    3*,  4*,  5"  oriz- 
zontale, e  sottraendo  i  prodotti  ottenuti  dalla  1*,  si  ha 


Q== 


0 

I 
0 
0 


0 

v' 

0 

1 

0 


0 

w' 

0 

0 

1 


0 

—  H 

—  V 

—  tv 


21 
1 

-g 

--YJ 


dunque,  permutando  Tnltima  con  la  penultima  verticale,  e  trasportando  la  seconda 
orizzontale  dopo  la  quinta,  si  ha  appunto  quanto  si  era  proposto. 

N.  B.  La  quistione  precedente  ha  un  significato  geometrico  molto  importante. 
Essa  si  attacca  alla  quistione  dei  punti  e  delle  linee  brillanti  delle  superficie  con- 
siderate in  una  metrica  euclidea.  È  da  un  tal  punto  di  vista  che  io  Tho  incontrata 
nella  mia  memoria  Ricerche  geometriche  diverse  etc,  in  corso  di  stampa  negli  atti 
«Iella  R.  Accademia  di  Modena,  della  quale  memoria  una  parte,  dell'estensione  di 
80  pagine,  è  già  da  parecchi  mesi  stampata. 

A.  Del  Re. 
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PRO    FUSIONE 

Relazione  sidia  questioìie  V  proposta  nel  N,  1  (anno  1)  del  Bollettino 
deW Associazione  Mathesis  "  Opportunità  della  fusione  della  geometria 
piana  con  la  solida  neW insegnamento  „. 


luviarono  risposte  scritte  relative  alla  questione  V  i  professori: 
F.  Ferrari  (I.  T.  Alessandria),  F.  Palatini  (I.  T.  Sondiio),  G.  Riboni 
(I.  T.  Milauo),  F.  Sola  (L.  Carmaguola).  Il  prof.  R.  Bettazzi  (L.  Torino) 
come  risposta  alla  stessa  questione  inviò  due  suoi  articoli  pubblicati  nei 
fascicoli  IV  e  V  del  voi.  VI  del  Periodico  di  Matematica. 

Come  il  lettore  vede,  la  questione  V  ebbe  scarsissime  risposte.  Do- 
vremo concludere  per  questo  che  la  questione  non  abbia  destato  inte- 
resse fra  i  nostri  colleghi?  Preferiamo  credere  che  la  maggior  parte  di 
essi  abbia  pensato:  «  La  questione,  ormai  vecchia,  e  replicatamente  di- 
battuta e  discussa,  è  cosi  importante  che  ogni  insegnante  deve  già  averla 
per  proprio  conto  7*isolta;  ciascuno  ha  dunque  preso  oramai  (per  motivi 
didattici  o  scientifici,  o,  più  specialmente,  soggettivi)  una  decisione  defi- 
nitiva in  proposito;  e  pertanto  sarebbe  infruttuoso  il  ragionarne  ancora  >. 
Anzi  fra  gli  stessi  professori  che  hanno  risposto,  il  RiBONi,  dopo  di  aver 
detto  che  non  gli  era  stato  concesso  di  esperimentaie  in  iscuola  il  me- 
todo della  fusione,  conchiude  appunto  :  <  Perciò  il  parlarne  a  priori, 
dopo  quanto  è  stato  detto  prò  e  contro  da  chi  è  assai  jìiii  di  me  compe- 
tente, mi  sembra  inutile  ».  Avremmo  tuttavia  gradito  che  ciascuno  dei 
molti  nostri  colleghi  avesse  espresso,  magari  con  due  sole  parole,  il  proprio 
parere;  ciò,  se  non  altro,  avrebbe  potuto  servire  a  fare  un  po' di  stati- 
stica, a  contare  cioè  e  distinguere  fra  loro  i  fusionisti  e  i  separatisti; 
poiché,  è  inutile  dissimularlo,  sul  campo  della  questione  V,  sono  ap- 
punto Tuno  contro  laltro  schierati  questi  due  partiti  scientiHcamcnte 
e  didatticamente  avversi. 

Ma  passiamo  senz'altro  a  comunicare  al  lettore  il  tenore  di  ciascuna 
delle  poche  risposte  pervenuteci. 

Il  prof.  Bettazzi  è  favorevole  alla  fusione,  così  favorevole  che  in 
uno  degli  articoli  suddetti  scrive:  «  Quanto  alla  fusione  della  geometria 
piana  con  la  solida,  stimo  inutile  mostrarne  i  vantaggi  »;  e  tanto  nello 
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stesso  articolo,  che  è  una  recensione  degli  ottimi  Elementi  di  Geometria 
di  Lazzeri  e  Bassani  —  prima  edizione  (*)  —,  come  nell'altro,  che  è 
lino  studio  suir  insegnamento  della  Geometria  nei  Licei,  con  validissimi 
argomenti  egli  domanda  che  sia  resa  possibile  dai  programmi  la  fusione 
della  geometria  piana  colla  solida  in  tutte  le  nostre  scuole  secondarie, 
facendo  anche  osservare  i  vantaggi  che  ne  risulterebbero  pel  coordina- 
mento coi  programmi  delle  materie  affini. 

Il  prof.  Risoni,  quantunque  autore  di  due  pregevoli  libri  di  testo 
di  Geometria,  l'uno  per  le  scuole  secondarie  inferiori  e  l'altro  per  le 
superiori  (**),  nei  quali  è  praticata  la  separazione,  tuttavia  non  è  con- 
trario alla  fusione;  difatti  nella  sua  risposta  cosi  si  esprime:  <  Se  in 
un  primo  insegnamento  non  mi  sembra  opportuna  la  fusione  della  Pla- 
nimetria colla  Stereometria,  ho  desiderato  di  tentarla  nell'Istituto  per 
vederne  alla  prova  i  risultati,  ma  dovetti  abbandonare  Videa  per  l'im- 
possibilità di  attuarla  in  quest'Istituto  coi  corsi  suddivisi,  tanto  piit  che 
il  Preside  ed  i  colleghi  non  erano  del  mio  avviso  ». 

Il  Prof.  Ferrari  invece  scrive:  «  Sono  paì^tigiano  dell'insegnamento 
separato  della  geometria  piana  e  solida  e  questo  anche  per  V esperienza 
di  22  anni  di  insegnamento  >. 

Il  prof.  Sola  si  dichiara  contrario  alla  fusione  «  a  causa  del  diffe- 
rimento alla  3*  classe  di  Liceo  dello  studio  delle  ragioni  delle  grandezze 
e  della  misura,  richiesti  in  classi  anteriori  dai  programmi  di  fisica  e 
di  cristallografia  ». 

Finalmente  il  prof.  Palatini  fa  lunghe  osservazioni  antifusionistiche, 
che  qui  raggruppiamo,  abbreviandone  qualcuna. 

1*.  É  certo  che  vi  sono  proposizioni  di  geometria  piana  la  cui  di- 
mostrazione mediante  considerazioni  stereometriche  è  piii  semplice  delle 
dimostrazioni  fatte  senza  icscire  da  concetti  di  pura  planimetria,  ma 
ben  inteso  delle  dimostrazioni  fin  qui  conosciute,  giacché,  siccome  le  vie 
più  semplici  sono  ordinariamente  le  più  tarde  a  presentarsi,  nulla  e  im- 
pedisce di  ammettere  che  anche  senza  uscire  dal  piano,  si  possano  otte- 
nere dimostrazioni  altrettanto  semplici. 

2*.  E  pur  certo  però  che  tale  applicazione  della  steì-eometria  ha 
luogo,  almeno  per  quanto  si  può  asserire  allo  stato  attuale  delle  ricerche 
di  tal  genere,  in  particolare  per  quelfe  proposizioni  che  riguardano  pro- 
prietà di  posizione,  le  quali  nella  geometina  elementare  sono  in  numero  molto 
ristretto,  essendo  questa  di  natura  principalmente  metrica,  e  per  quanto 
si  desume  dagli  «  Elementi  di  Geometria  >  del  De  Paolis,  ...si  riduce  in 
fondo  a  qualche  rotazione  del  piano  intorno  ad  un  asse  (come  p.  es.  per 
dimostrare  che  esistono  rette  perpendicolari),  erf  a  ricavare  certi  luoghi 
geometrici  piani  come  casi  particolari  di  luoghi  analoghi  nello  spazio,... 
se  si  faccia  astrazione  dalla  soluzione  del  problema  di  costruire  un  trian- 
golo isoscele  che  abbia  ciascuno  dei  dìie  angoli  eguali  doppio  deW altro,... 


(')  Come  nessuno  ignora,  in  questi  Elementi,  pubblicati  nel  1891,  è  stata  praticata  la  fuaione, 
forse,  didatticamente  almeno,  in  niaaiera  anche  pib  felice  che  nell'opera  analoga  del  Db  Paolib;  dei 
medesimi  uscirà  quanto  prima,  con  vìvo  interesse  e  compiacimento  degli  studiosi,  una  nuova  edizione; 
consideriamo  tale  ristampa  ancora  corno  un  pratico  argomento  a  favore  della  fusione. 

(**)  Bologna,  1892  e  189i;  Ed.  Zanichelli.  Del  secondo  è  ora  usoiu  una  nuova  edisione  (colla 
data  del  veniente  1898). 
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e  perciò  non  è  da  ammettersi  in  favore  della  fusione  della  geometria 
elementare  piana  con  la  solida  la  ragione  del  sussidio  che  si  possa  trarre 
dallo  studio  di  questa  per  la  trattazione  di  quella, 

3».  Sempre  da  quanto  si  desume  dal  libio  del  De  PaOLIS,  la  fu- 
sione apparisce  piii  che  altro  intesa  nel  senso  di  alternare  gli  argo- 
menti di  geometria  pianta  con  quelli  di  geometria  solida,  trattando  suc- 
cessivamente quelli  che  presentano  analogie  fra  loro,  le  quali  però  molto 
facilmente  si  possono  metterle  in  rilievo  quando  si  tratta  la  geometria 
solida,  col  vantaggio...  cosi  di  richiamare  dimostrazioni  già  studiate. 

4*.  Accettando  la  fusione,  conviene  rimandare  alla  fine  del  corso 
tutta  la  teoria  della  misura,  rinunciando  cosi...  per  lunghissimo  tempo 
a  far  esercitare  i  giovani  nel  vasto  e  importantissimo  campo  delle  ap- 
plicazioni dell'algebra  alla  geometria. 

5*.  Conviene  far  comprendere  agli  alunni  che  i  principi  sui  quali 
si  fonda  la  planimetria  sono  sufficienti  per  se  stessi  a  svolgere  senza  aiuti 
estemi  tutte  le  proprietà  ad  essa  inerenti. 

6*.  Che  si  debba  procurare  di  dimostrare  ogni  proposizione  della 
geometria  elementare  senza  ricorrere  a  quelle  teorie  dalle  quali  essa  non 
dipende  necessariamente  è  principio  sostenuto  dai  fautori  stessi  della  fu- 
sione, e  l'esempio  sopra  inferito  del  De  Paolis  valga  a  provarlo.  Questo 
autore  stesso  si  mostra  propugnatore  di  tal  principio  anche  ron  Vosserva- 
zione  che  fa  nella  nota  XXII,  che  egli  dimostra  il  teorema  fondamentale 
sulla  perpendicolarità  fra  retta  e  piano  fondandosi  soltanto  sulle  proprietà 
più  semplici  degli  angoli  e  dei  diedri,  senza  ricorrere  all'eguaglianza  dei 
triangoli.  Non  capisco  perciò  come  chi  è  tanto  tenero  della  distinzione 
fra  le  proprietà  che  appartengono  alle  diverse  teoiHe  della  planimetria 
voglia  asservire,  dirò  cosi,  questa  alla  steremnetria.  È  certo  però  che  i 
principi  si  modificano  a  seconda  dei  casi  e  in  conformità  dei  propri  in- 
tenti; tant'è  vero  che  in  contraddizione  con  quanto  abbiamo  ora  osservato 
l'autore  stesso  nella  nota  XXVII  dire:  €  Riconosciuta  la  necessità  di  do- 
mandare il  postulato  delle  parallele,  è  meglio  concederlo  subito  e  trarne 
le  principali  conseguenze  ecc.  » 

Esaminiamo  ora  ad  una  ad  una  le  risposte  medesime.  Quanto  ai  due 
articoli  del  prof.  BETTAZZr,  mentre  preghiamo  i  nostri  colleglli  di  ri- 
leggerli e  discuterli,  è  debito  nostro  dichiarare  che,  nella  parte  special- 
mente che  si  riferisce  alla  questione  V,  li  approviamo  pienamente,  e 
desidereremmo  vivamente  che  fossero  letti,  segnatamente  il  secondo, 
anche  da  coloro  ai  quali  pare  che  attualmente  sia  affidata  una  radicale 
riforma  dei  programmi  didattici  governativi,  in  occ«nsioue  della  fusione 
delle  scuole  destinate  a  costituire  la  futura  Scuola  secondaria  inferiore 
unica,  cioè  la  Scuola  media  da  tanto  tempo  desiderata  e  promessa  (*). 


(*)  Nella  Scuola  media  dovrebbero  a  parer  nostro  ossore  riunite  non  solo  le  Bcaolo  (vinnasiali 
e  Tocniebe,  lua  anobe  Io  così  dette  Complementari  (cioè  preparatorie  alle  Normali)  ;  e  gli  attuali  pro- 
grammi di  queste  tre  scuole  dovrebbero,  coordinati  e  riuniti,  ma  sTrondati  del  superfluo,  costituire 
il  programma  della  Scuola  media.  Unico  titolo  per  l'ammissione  a  questa  scuola  dovrebbe  esaero 
la  licenza  elementare.  La  Scuola  media  dovrebbe  essere  di  quattro  anni,  con  tasse  complessivamente 
uguali  alle  attuali  del  Ginnaaio,  dalle  quali  si  potessero  però  esentare  quegli  alunni  appartenenti  a  di- 
sagiate famiglie  i  quali  dessero  prova  non  dubbia  di  eccellenti  doti  intellettuali.  Ben  inteso,  oltre  la 
Scuola  media,  vi  dovrebbe  essere  una  Scuola  popolare,  con  intendimenti  veramente  pratici  e  con  inse- 
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Ed  in  sostegno  delle  cousiderazioui  che  il  prof.  Bettazzi  svolge  in  fa- 
vore della  fusione  della  Geometria  piana  con  la  solida,  crediamo  oppor- 
tuno ricordare  che  il  chiarissimo  professore  di  Geometria  superiore  del- 
l'Ateneo genovese,  Gino  Loria,  neir  importante  suo  studio  storico  e 
didattico  «  Della  varia  fortuna  di  Euclide  in  relazione  con  i  problemi 
dell'insegnamento  geometrico  elementare  »,  (*)  dopo  aver  dimostrata  hi 
necessitìi  che  T  insegnamento  della  geometria  elementare  prepari  allo 
studio  della  geometria  che  si  espone  nelle  Università,  conclude:  €  Ora 
per  raggiungere  tale  intento,  non  potendosi  pensare  ad  aggravare  i  pro- 
grammi delle  scuole  secondarie,,.,  (**)  fa  d'uopo  riordmare  completamente 
il  piano  degli  clementi.  Bisogna  anzitutto  togliere  la  vieta  separazione 
della  planimetria  dalla  stereometria,  al  che  non  si  oppone  nessuna  seri  si 
difficoltà  scientifica,  né  (come  l'esperienza  dimostra)  didattica,  e  pò- 
tì-ehhe  essere  generalmente  adottato  purché  i  programmi  governativi  aves- 
sero una  elasticità  siifflcieiite  ».  E  questa  elasticità  dei  programmi 
governativi,  desiderata  dal  Bettazzi  (1S91)  e  dal  LORIA  (1893),  è  statii 
anche  recentemente  invocata  nelle  adunanze,  promosse  dalla  Associa- 
zione Mathesis,  tenute  quest'anno  a  Torino,  a  Palermo  e  a  Firenze,  e 
presiedute  rispettivamente  dai  professori  D'OviDlO,  TORELLI  e  LazzebI, 
facendosi  voto  dai  numerosi  convenuti  che  sia  resa  possibile  ai  professori 
la  scelta,  nelV  insegnamento  della  Geometria,  fra  il  metodo  della  separa- 
zione e  quello  della  fusione  ;  e  lo  stesso  voto,  che  manifestamente  suona 
adesione  a  quest'ultimo  metodo,  è  stato  comunicato  a  S.  E.  il  Ministro 
della  Pubblica  Istruzione  nel  Memoriale  —  Torino,  13  maggio  1897  — 
presentatogli  dal  Comitato  dell'Associazione  medesima.  Aggiungiamo  che 
anche  reputa tissimi  autori  di  libri  di  testo  di  Geometria  elementare, 
nei  quali  la  fusione  non  è  ancora  adottata,  si  esprimono  tuttavia  in 
modo  favorevole  alla  fusione  medesima.  Così  per  es.  il  prof.  Giudice, 
in  una  nota  alla  fine  della  prima  edizione  della  sua  Geotnetria  piana 
(Palermo,  1890),  non  manca  di  avvertire  che  lo  studio  contemporaneo 
delle  Geometrie  piana  e  solida  è  da  ritenersi  conveniente,  sia  per  far 
rilevai^  subito  un  gran  numero  di  proposizioni  correlative  per  indiriz- 
zare di  buonora  al  fecondo  importantissimo  principio  di  dualità,  sia 
per  poter  sviluppar  meglio  alcuìie  teorie,  per  es.  la  similitudine,  sia  per 
altre  ragioni;  e  se  nella  seconda  edizione  (Brescia,  1897)  egli  non  si  è 
ancora  deciso  ad  adottare  la  fusione,  a  noi  consta  che  se  ne  deve  ri- 
cercare la  causa  nei  programmi  tuttora  restrittivi  del  Ministero  della 
Pubblica  Istruzione,  (***) 


gnamonti  di  arti  e  mestieri,  totalmonte  gratuita.  La  licenza  della  Scuola  media  dovrebbe  essere  runico 
titolo  di  ammissione  allo  Scuole  secondarie  successivo,  e  cloò  al  Liceo,  airistitato  Tecnico  o  alla  Scuola 
Normale,  lo  quali,  consorvando  prosso  a  poco  gli  attuali  programmi  rispettivi,  che  dovrebbero  poro 
svolgersi  in  maniera  piuttosto  intensiva  che  estensiva,  dovrebbero  essere  portato  tutte  e  tre  a 
quattro  anni  dì  studio;  e  per  tutte  e  tre  dovi'obbero  assegnarsi  tasse  eguali  (corrispondenti  alle  at- 
tuali del  Liceo),  condonabili  anche  queste  agli  alunni  di  molto  ingegno  e  di  insufficienti  fortune. 

(•)  J'eHodico  di  Matematica,  18'J3,  voi.  Vili,  pag.  81-113. 

(**)  Per  quanto  riguarda  la  matematica  attualmente  assegnata  agli  Istituti  Tecnici,  con  un  pro- 
gramma comune  por  tutto  le  Sezioni  nel  l^»  biennio  e  con  programmi  speciali  per  le  sezioni  di  Agri- 
mensura e  Fisico-matematica  nel  2o  biennio,  crediamo  anzi  che  si  debba  piuttosto  pensare  ad  alleg- 
gerire che  non  ad  aggravare. 

(***)  Cfr.  colla  prefazione  dei  precitati  Elementi  di  Lazzbbi  e  Babsani,  pag.  XI  ;  ivi  è  por  fatto 
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Lo  stesso  prof.  Giudice  nella  Rivista  di  Matematica,  Torino.  1801, 
a  proposito  dei  precitati  Elementi  di  Lazzbri  e  Bassanj,  espi  ime  il 
parere  che  lo  studio  contemporaneo  della  Geometria  piana  e  solida  (jiovi 
sia  p?r  migliorare  o  semplificare  dimostrazioni  n  anche  intei*e  teorie,  sia 
per  scolpire  i  varii  concetti  in  mf.do  più  completo  ed  esatto  nelle  menti 
degli  scolari. 

Il  prof.  Testi  nella  prefazione  alla  sua  Geometria  elementare  (per 
le  Scuole  secondarie  superiori,  Livorno,  189G)  scrive:  «  Sono  stato  lun- 
gamente in  dubbio  se  dovevo  separare  la  geometria  piana  dalla  solida 
oppur  no/ e  confesso  che  per  opinione  mia  volentieri  avrei  abbandonata 
questa  separazione;  ma  il  desiderio  di  unifoì^marmi  più  che  è  possibile 
ai  programmi  vigenti  nelle  nostre  scTwle,  mi  ha  deciso  a  conscì^varla.  (*) 
Però,,,  non  ci  sarebbe  inconveniente  nessuno  a  far  seguire  allo  studio  del 
primo  libro  (Le  figure  piane),  quello  del  terzo  (Le  figure  solide)  e  pas- 
sare poi  agli  altri  due  (Equivalenza,  similitudine  e  misura  delle  figure 
piane,  Libro  secondo,  e  solide.  Libro  quarto):  anzi  cosi  facendo  si  avrebbe 
il  vantaggio  di  avere  distinte  tutte  le  proprietà  di  fbrma  da  quelle  di 
grandezza  e  ravvicinate  teorie  che  hanno  t7*a  loro  cosi  intimi  legami  ». 
Analogamente  negli  ottimi  Elementi  di  Geometria  di  San  MA  e  D'Ovidio 
(che  per  la  maggior  parte  dei  meno  anziani  professori  che  oggi  inse- 
gnano matematica  nelle  Scuole  italiane  sono  stati  la  pietra  angolare 
rtulla  quale  ciascuno  ha  fondato  le  proprie  cognizioni  geometriche)  in 
una  delle  prime  pagine  della  sosta  edizione  (Napoli,  1886)  ò  scritto: 
«  Nulla  vieta  di  alternare  i  quattro  Libri  di  Stereometria  coi  quattro  di 
Planimetria,  eccetto  qualche  punto  speciale  >  (**)j  e  neUa  prefazione  alla 


notare  che  già  da  anni  la  Boparoziono  della  geometria  piana  dalla  solida  è  soppressa  nelle  scuole 
danesi  (ore  l'inseernameato  preometrleo  ra^f  ionge  on  lireHo  di  considererole  altexxa,  come  dico  il 
Loria  nello  scritto  preciUito). 

(*)  In  altri  termini  si  ripete  l'antico  motto  *  Video  meliora,  proboque;  deteriora  sequor  „;  e  per- 
chè? Per  seguire  i  programmi.  Si  facciano  invece  ancora  nuovi  libri  di  testo  di  geometria  in  cui  la 
Tastone  sia  coraggiosamente  adottata,  traendone  tutto  rutile  didattico-sciontifico  possibile,  e  si  fac- 
ciano appunto  dai  più  reputati  nostri  autori,  e  specialmente  (quod  est  in  votin)  da  quei  Maestri  me- 
desimi ni  quali  l'Italia  devo  già  le  migliori  geometrie  clcnieutari  nelle  quali  l'intera  Planimetria 
precede  la  Stereometria  e  che  sono  state  scritte  (lo  primo  edizioni  almeno)  quando  di  qua  dall'Alpi 
di  fusione  ancora  non  si  parlava,  cosicché  la  maggior  parte  degli  insegnanti,  almeno  i  più  volonte- 
rosi, siano  disposti  ad  adottarli;  saranno  allora  i  compilatori  dei  programmi  che  seguiranno  i  nuovi 
testi,  e,  se  non  prescriveranno,  almeno  permetteranno  la  fusione;  poiché  non  bisogna  diniunticarc 
che  non  pochi  programmi  si  redigono  sullo  orma,  o  sull'indice,  di  qualche  tosto  (non  sempre  scelto 
fra  i  proferibili;  si  confrontino  ad  esempio  i  programmi  di  geometri.i  per  l'ammissiono  alla  Scuola 
Militare  di  Modena  e  il  Trattato  di  Geometria  elementare  di  A.  AmoT,  versione  del  Novi). 

(*•)  Anche  il  prof.  M.  Gremio!7I,  quantunque  separatista  (si  vedano  i  suoi  Elementi  lìi  Ofomeiria 
ad  uso  delle  scuole  professionali  e  tecniche;  Firenze:  Voi.  I,  Vlanime'ria,  ISUG;  Voi.  II,  Stereometria, 
ad  uso  anche  della  tersa  class;  liceale,  1S97),  tuttavia,  a  pag.  09  del  Voi.  IH  della  lìivistu  di  Matematica 
(Torino,  1893),  scrive:  "  Non  si  creda  però  che  combattendo  la  fusione  delle  due  Geometrie,  io  voglia 
tenerle  nettamente  separate,  perocché  penso  che  sarebbe  molto  utile  Palternarne  conTenlentcmento  le 
parti.  E  vedrei  ami  di  buon  grado  cangiati  i  programmi  minis'eriali  dei  Licei  in  modo  che,  dopo  t 
primi  quattro  libri  d'Eucliie,  si  potessero  esporre  le  proprietà  di  posizione  delle  reti  e  e  dei  piani  dello 
spttzio;  di  guisa  che  i  giovani,  acanti  di  accingersi  allo  studio  deìle  proporzioni,  aresfiero  ad  uh  tempo 
e  tnaggiore  coltura  matematica  e  più  familiari! (ì  colle  questioni  geoinefriche  ,. 

Per  quanto,  piuttosto  affermando  che  provando,  fu  scritto  dallo  stesso  prof.  Gremtoni  contra- 
riamente alla /'K5ion«,  rimandiamo  i  lettori  agli  articoli  che  egli  ed  il  prof.  Lazze  ri  hanno  pubblicato 
nella  giù  citata  Rivista  di  Matematica  (1892  fase.  Il",  1893  fase.  4"-.V'  e  fase.  K",  1S91  fase.  2«),  nonché 
.lUa  Prefazione  alla  seconda  edizione  del  Libro  primo  degli  Elementi  di  Euclide  (tlronzo,  1S93),  ed  alla 
prefazione  al  voi.  I  degli  Elementi  di  Geometria  sopracitati. 
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stessa  ed.  6'^  la  fusione  della  Geometria  piana  colla  solida  è  cousiderata 
come  uno  dei  titoli  di  merito  pei  quali  molto  si  racco^nandano  gli  Ele- 
menti del  De  Paolis.  E  analogamente  ancora  nella  6*^  edizione  degli 
Elementi  di  Geometria  del  prof.  A.  Faifofer,  alla  fine  del  IV  capitolo 
della  Flauimetiia  (la  quale  consta  di  quattordici  capitoli)  si  legge:  <A 
tal  punto  si  può  passare  alla  lettura  dei  tre  primi  capitoli  della  Stereo- 
metria ».  Finalmente  il  chiaiiss.  prof.  VERONESE,  nei  suoi  recentissimi 
Elementi  di  Geometria  (Padova,  1897),  quantunque  per  certe  ragioni 
scientifiche  ritenga  opportuno  distinguere  nel  principio  del  suo  testo  non 
solo  la  Planimetria  dalla  Stereometria,  ma  anche  la  Rettimetria  da  en- 
trambe, tuttavia  ad  un  certo  punto,  per  altre  ragioni  scientifiche,  ma 
specialmente  per  ragioni  didattiche,  fonde  nella  loro  esposizione  queste 
tre  geometrie;  emancipa  egli  pure  (seguendo  il  De  Paolis)  la  costru- 
zione del  pentagono  regolare  dalle  teorie  dell'equivalenza  e  delle  pro- 
porzioni, e  nella  prefazione  del  suo  libro  scrive:  «  Per  parte  mia  ri- 
tengo che  nel  primo  insegnamento  della  Geometria  sia  di  regola  piìi 
utile  procedere  dal  particolare  al  generale  e  dal  semplice  al  composto. 
Ciò  che  però  riesce  senza  dubbio  utile  anche  didatticamente  è  la  trat- 
tazione simultanea  delle  teorie  speciali  (dopo  a'oer  premesse  le  proprietà 
generali  della  retta,  del  piano  e  dello  spazio),  cioè  le  te<rie  della  con- 
gruenza e  simmetria,  dell'equivalenza ,  delle  proporzioni,  delle  figure 
simili  e  della  misura;  raccogliendo  cosi  in  mi  solo  capitolo  le  proprietà 
della  retta,  del  piano  e  dello  spazio  che  dipendono  dagli  stessi  principi. 
In  tal  modo  non  solo  si  consegue  nell'insegnamento  un  notevole  risparmio 
di  tempo,  ma,  ciò  che  più  importa,  lo  scolaro  comprende  meglio  le  rela- 
zioni che  sussistono  fra  le  figure  piane  e  solide  raccolte  nello  stesso  ca- 
pitolo e  s'accorge  di  leggeri  che  molte  dimostrazioni  date  per  le  seconde 
sono  una  facile  estensione  di  quelle  date  per  le  prime.  Con  ciò  è  possibile 
ovviare  all'inconveniente  da  alcuni  lamentato,  che  cioè,  al  contrario  di 
quanto  avviene  nell'Istituto  tecnico,  nel  Liceo  non  si  svolgono  alla  fine 
della  classe  i»  o  in  principio  della  classe  2^  le  proposizioni  delle  figure 
solide  utili  ad  alcune  parti  della  Fisica  e  della  Cristallografia  ». 

Da  tutto  questo  si  ricava  che  la  fusione,  specialmente  se  intesa  come 
trattazione  contemporanea  degli  argomenti  affini  di  Planimetria  e  Ste- 
reometria che  come  sistematico  sussidio  di  questa  a  quella,  non  può 
essere  seriamente  osteggiata  da  alcuno;  e  pertanto  aflFermiamo  nuova- 
mente che  le  idee  del  prof.  Bettazzi  favorevoli  alla  fusione  meritano 
approvazione  pienissima. 

Veniamo  a  quanto  dice  il  prof.  RiBONI.  Egli  pure,  come  il  VERONESE, 
ritiene  che  in  un  primo  insegnamcìito  della  geometì'ia  la  fusione  non 
sia  opportuna.  Giova  peraltro  osservare  che  il  prof.  RiBONi  allude  qui 
in  particolar  modo  alle  Scuole  Tecniche;  e  conveniamo  con  lui,  poiché 
crediamo  che  i  giovanetti  che  le  frequentano  siano  ancora  in  troppo 
tenera  età  per  possedere  la  cosi  detta  fantasia  geometrica,  o  intuizione 
spaziale,  in  grado  sufficiente  alle  concezioni  stereometriche  (tanto  più 
che  per  lo  misere  risorse  finanziarie  delle  scuole  medesime,  anche  la 
stereometria  viene  ad  essi  insegnata,  non  già  come  si  dovrebbe,  e  cioè 
con  appositi  modelli  solidi,  ma  sulla  lavagna,  e  perciò  in  prospettiva, 
senza  che  essi  possano  aver  già  alcuna  idea  delle  proiezioni  piane  di 
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una  figura  non  piana).  Però  nell'Istituto  tecuico  il  prof.  RiBONi  avrebbe 
desiderato  tentare  la  fusione;  è  cosa  per  noi  veramente  spiacevole  che 
le  circostanze  alle  quali  egli  accenna  glielo  abbiano  impedito;  poiché 
siamo  certi  che  anche  Tesperimento  del  prof.  RiBONi,  neirimportante 
istituto  tecnico  di  Milano,  sarebbe  riuscito  favorevole  alla  fusione,  e  in 
questa  certezza  ne  induce  non  tanto  la  personale  esperienza  che  della 
proficua  superiorità  di  tal  metodo  abbiamo  potuto  fare  nell*  Istituto 
tecnico  di  Alessandria,  quanto  piuttosto  il  sapere  che  da  circa  dodici 
anni  il  metodo  della  fusione  è  adottato  con  ottimi  risultati  nella  Regia 
Accademia  Navale  di  Livorno.  È  inoltre  a  nostra  cognizione  che  lo  stesso 
metoilo  è  praticato  attualmente  in  diversi  Licei  ed  Istituti  tecnici  d'Italia, 
e  da  per  tutto  con  risultati  assai  migliori  di  quelli  che  solitamente  sì 
ricavano  col  l'antico  metodo  della  separazione,  prescritta  dai  vigenti  pro- 
grammi. 

I  ventidue  anni  d'insegnamento  separato  della  geometria  piana  dalla 
solida,  pei  quali  il  prof.  Febrari  si  dichiara  partigiano  del  metodo  della 
separazione,  diventano  ventidue  secoli  di  esperienza  generale  del  metodo 
medesimo,  se  pensiamo  che  la  separazione  è  stata  seguita  per  Io  meno 
da  Euclide  "ad  ora;  ma  neppure  questi  ventidue  secoli  potrebbero  essere 
citati  come  argomento  a  sostegno  del  detto  metodo;  l'equità  vorrebbe 
che  il  prof.  Fbrrari  facesse  altri  ventidue  anni  di  insegnamento  (e  come 
antichi  suoi  colleghi  glielo  auguriamo  di  cuore)  e  il  mondo  matematico 
altri  ventidue  secoli  di  esperienza,  adottando  invece  il  metodo  della 
fusione  ;  allora  solamente,  confrontando  i  risultati,  il  nostro  buon  collega 
dell'Istituto  tecnico  di  Alessandria  e  i  matematici  del  secolo  XLII  po- 
tranno citare  tali  prove  a  favore  dell'uno  oppure  dell'altro  metodo:  per 
ora,  se  si  vuole  essere  imparziali,  l'anzianità  di  servizio  del  metodo  della 
separazione  non  deve  essere  considerata  ne  come  titolo  di  preferenza, 
né  come  motivo  di  collocamento  a  riposo. 

Mentre  il  prof.  Bettazzi  e  il  Veronese  (brano  citato,  ultimo  pe- 
riodo) giustamente  osservano  che  la  fusione  permetterebbe  nel  Liceo  di 
anticipare  cognizioni  stereometriche  a  profitto  della  Fisica  e  della  Cri- 
stallografia, il  prof.  Sola  invece  asserisce  precisamente  il  contrario,  e 
cioè  che  la  fusione  sarebbe  causa  di  differimento  di  altre  cognizioni 
geometriche,  proporzioni  e  misure,  richieste  nelle  classi  anteriori  dalla 
Fisica  e  dalla  Cristallografia.  È  il  caso  di  dire:  <  Tot  capita,  tot  sen- 
tentiae?)^  No,  poiché  la  contraddizione  non  è  che  apparente,  ed  infatti 
lo  stesso  prof.  Bettazzi,  prevenendo  fin  dal  1891  l'obiezione  del  pro- 
fessor Sola,  nel  secondo  dei  suoi  articoli  precitati  aveva  già  scritto: 
41  Se  si  pensa  allo  sconcio  notato  nella  predetta  prefazione  (della  1**  ed. 
degli  Elem,  di  Geom,  di  Lazzeri  e  Bassani),  che  cioè  i  giovani  (lei 
Liceo  arrivano  ni  terzo  anno  senz'avere  nessuna  nozione  di  geo- 
metria solida,  mentre  assai  prima  il  professore  di  fisica  e  quello 
di  scienze  naturali  hanno  bisogno  di  presupporre  tali  nozioni 
specialmente  nella  cosmografia  e  nella  cristallografia,  si  vede  che, 
adottando  nei  licei  la  fusione  delle  due  geometrie  col  mantenere  la  di- 
visione dell'  insegnamento  in  tre  anni  di  studio,  si  scanserebbe  il  guaio 
accennato,  per  cadcì^e  forse  nell'altro  di  vedere  trattate  le  teoi'ie  delle 
proporzioni,  della  simili twline  e  della  misura  in  terzo  corso,  mentile  oc- 
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corrono  certamente  prima  al  prò  flessore  di  fisica  ».  Giova  però  osservare 
che  la  Fisica  o  la  Cristallografia  hanno  bisogno  delle  proporzioni,  della 
similitudine  e  della  misiu*a,  non  soltanto  nel  piano,  ma  anche  (e  preci- 
puamente) nello  spazio;  la  separazione  adunque  della  geometria  pian» 
dalla  solida,  mentre  non  recherebbe  a  quelle  due  scienze  i  vantaggi  che 
loro  porterebbe  la  fusione,  e  ai  quali  accennano  i  professori  LazzeRI  e 
Bassani,  Bettazzi  e  Veronese,  non  owierebbe  nemmeno  agli  incon- 
venienti ora  lamentati  dal  prof.  Sola  e  già  previsti  dal  Bettazzi  rela- 
tivamente alla  fusione. 

È  indubitato  che  il  coordinamento  dei  programmi  di  materie  affini 
è  questione  spesso  ardua  a  risolversi  ;  tuttavia  nel  caso  attuale  vi  si 
potrebbe  acconciamente  provvedere  esaurendo  nelle  prime  due  classi  li- 
ceali, come  già  ebbe  a  proporre  il  prof.  BETTAZZI  nello  scritto  ora  citato, 
r  insegnamento  della  matematica  (considerata  come  materia  di  coltura 
geneiale  e  ridotta  al  puro  necessario,  purché  sufficiente  per  l'indispen- 
sabile sussidio  alle  materie  affini,  da  svolgersi,  queste,  nella  3*  classe, 
nelle  loro  parti  dipendenti  dalla  matematica)  ;  è  naturale  poi  che  adot- 
tando questo  provvedimento  (*)  rimarrebbe  impregiudicata  la  questione 
se  si  debba  svolgere  Tintiero  programma  di  geometria  col  metodo  della 
fusione  o  con  quello  della  separazione,  al  qual  proposito  ripetiamo  che 
le  disposizioni  governative  dovrebbero  lasciare  libera  scelta  ali*  inse- 
gnante (sia  nei  primi  due  anni  di  Liceo,  come  nel  primo  biennio  nel- 
r  Istituto  tecnico),  anche  perchè  al  Tatto  pratico  la  preferenza  che  cia- 
scun insegnante  è  indotto  a  dare  all'uno  piuttosto  che  all'altro  metodo 
deriva  ben  sovente,  come  abbiamo  accennato  in  principio,  da  motivi 
specialmente  soggettivi,  sui  quali  non  è  possibile  discutere. 

E  veniamo  finalmente  alle  obbiezioni  che  il  prof.  Palatini,  decisa- 
mente separatista,  muove  contro  i  fusionisti.  Quanto  alla  1*  è  intanto 
da  osservare  che  in  essa  egli  non  può  fare  a  meno  di  concedere  che  vi 
sono  proposizioni  planimetriche  la  cui  dimostrazione  è  più  semplice  se 
ci  si  aiuta  con  considerazioni  stereometriche  ;  e  ciò  è  ben  naturale  : 
come  molte  volte  avviene  che  una  cosa  si  veda  meglio  se  ci  si  ponga 
a  riguardarla  dal  di  fuori  piuttosto  che  rimanendo  e  addentrandoci  in 
essa,  cosi  può  accadere  che  certe  proprietà  del  piano  meglio  si  chiari- 
scano osservandole  in  certo  qual  modo  da  un  punto  esterno,  cioè  da  un 
punto  che  non  sia  sul  piano,  o  in  altri  termini  servendosi  della  geo- 
metria solida;  e  come  il  famoso  punctum  ubi  consistam ,  situato  fuori 
della  Terra,  sarebbe  bastato  ad  Archimede  per  sollevarla  (**),  così  la 
Stereometria,  cioè  l'ammettere  la  esistenza  di  un  punto  fuori  di  un 
piano,   può  fornire  in  certa  qual  maniera  al  geometra  il  punto  d'ap- 


(*)  Che  presenta  anche  altri  vantiiggi,  pei  quali  rimandiamo  il  lettore  allo  stesso  articolo  del 
prof.  Bbttazzt.  Si  vegga  anche  Io  scritto  presente  a  pag.  64. 

(••)  La  Hcopertn  del  principio  della  leva,  comuiiemonte  attrihnila  ad  Archimedb  (208  a.  G.  C), 
è  certamente  anteriore,  poiché  questo  principio  si  trova  già  enunciato  nel  libro  sullo  Quettioni  »»•«•- 
coniche  di  Aristotile  (iiSt  a.  G.  C.)  ;  "  ciò  che  tanto  Eromb  come  Pappo  attribititcono  ad  Aegdiiiede 
è  la  diniOHtraxIone  di  tale  principio  e  il  ano  ricolle y amento  a  una  teoria  generale  dei  centri  di  gracHà  „. 
Si  veda  in  propo'jito  la  interessantissima  nota  del  Dott.  G.  Vailati:  Del  concetto  di  eentro  di  gracitù 
nella  Sfatica  di  Archimede  (Atti  della  B.  Accndomia  delle  Scienze  di  Torino.  Adunanza  del  9  Mag- 
gio 1897). 
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poggio  per  una  dimostrazione  relativa  a  quel  piano.  E  gli  esempi,  che 
in  geometria  proiettiva  abbondano  (vedi  p.  os.  i  teoremi  di  Desargues 
sni  triangoli  omologici,  dimostrazione  Baltzer-C&iemona,  e  i  teoremi 
di  Pascal  e  Brianchon,  dimostrazione  Farjon),  anche  se  ci  si  limita 
al  campo  strettamente  elementare,  non  mancano,  e  sono  tutti  impor- 
tanti poiché  servono  qnasi  sempre  a  completare  una  teoria.  Così,  per 
citare  ancora  nna  volta  l'esempio  pii\  noto,  la  teoria  delle  antiche  se- 
zioni del  giro,  o,  ciò  che  è  poi  lo  stesso,  la  costruzione  dei  poligoni 
regolari  di  3,  4,  5,  6, 10, 15  lati,  che  una  volta  non  poteva  essere  esposta 
intieramente  se  non  che  dopo  la  teoria  delle  proporzioni,  ed  al  più  dopo 
quella  dell'equivalenza,  le  quali,  direttamente  almeno,  non  sono  colle- 
gate collargomento,  può  adesso,  col  metodo  dovuto  al  De  PaOLIS  (ed 
al  quale  si  sono  attenuti  non  solamente  i  professori  Lazzebi  e  Bas- 
SANi,  ma  anche  il  Veronese),  relativo  al  pentagono  ed  al  decagono, 
precedere  invece  entrambe  queste  teorie,  con  progresso  nell'ordine  logico, 
scientifico  e  didattico;  ed  a  questo  proposito  giova  notare  che  nel  pro- 
gramma di  geometria  assegnata  alla  1»  classe  dell'Istituto  tecnico,  quan- 
tunque questo  programma  escluda  la  fusione,  la  teoria  dei  poligoni 
regolari  precede  appunto  le  teorie  della  equivalenza  e  delle  proporzioni. 
Indipendentemente  da  queste  stesse  teorie,  si  può,  ricorrendo  ad  una 
sfera,  dimostrare  semplicissimamente  il  teorema  relativo  all'uguaglianza 
delle  distanze  tangenziali  di  due  circoli  segantesi  da  uno  stesso  punto 
della  retta  contenente  i  loro  punti  d'intersezione;  anche  quest'esempio 
dell'efficacia  della  stereometrìa  riguardo  a  questioni  planimetriche,  che 
altrimenti  esigerebbero  l'uso  di  teorie  non  direttamente  collegate  col- 
l'argomento,  è  dovuto  al  Db  Paoljs;  (*)  cosi  questo  teorema  può  pren- 
dere il  suo  posto  naturale,  subito  dopo  a  quello  relativo  alla  uguaglianza 
dei  segmenti  condotti  da  iin  punto  tangenzialmente  ad  un  circolo  o  ad 
una  sfera.  E,  per  considerare  anche  un  esempio  che  non  è  dovuto  al 
De  Paolis,  si  pensi  che  la  divisione  di  un  segmento  in  parti  eguali, 
che  occorre  prestissimo,  è  al  solito  basata  sul  teorema  «  A  segmenti 
uguali  dCuna  trasversale  d'un  fascio  di  rette  parallele  corrispondono 
segmenti  uguali  d*un  altra  ^ra^re?*^^/^  qaalanqne  »;  se  non  altro  l'ana- 
logia e  l'ordine  logico  vorrebbero  che  a  questo  teorema  si  accompa- 
gnasse immediatamente  il  seguente  «  A  segmenti  uguali  di  una  tra- 
sversale di  un  fascio  di  rette  qualunque  corrispondono  segmenti  uguali 
d^un  altra  trasversale  parallela  »,  tanto  più  che  anche  sul  secondo  po- 
trebbe basarsi  la  suddetta  divisione  dei  segmenti  (anzi,  dal  punto  di 
vista  grafico,  meglio  sul  secondo  che  sul  primo,  specialmente  se  trattisi 
di  piccoli  segmenti);  ma  se  non  si  vuole  uscire  dal  piano,  il  secondo 
teorema  non  si  sa  dimostrare,  e  perciò  il  secondo  metodo  di  divisione 
non  si  può  esporre  (e  si  noti  che  gli  alunni  dell'  Istituto  Tecnico  già  lo 
conoscono  dal  Disegno  lineare),  fino  a  che  esplicitamente  o  implicita- 


(•)  V.  6.  Frattini:  Unaheìla  osservazione  del  ÌÌi&VÀ.oh\a  **  Periodico  di  Matoinntica  18^)6  „•  Invece 
di  ricorrere  nd  una  sola  sfora  (passante  pei  due  circoli,  dopo  di  ayerne  fatto  rotare  uno  attorno  alla 
retta  che  ne  contiene  i  punti  di  inlorsezione  di  tal  guisa  che  la  figura  cesai  di  essere  piana),  si  po- 
trebbe, lasciando  piana  la  figura  data  e  schivando  il  movimento,  ricorrere  a  due  sfere  uguali  (vedi 
Lazzebi  e  BAasAHi,  op.  eit,  art.  215),  ma  la  dimostrazione  riuscirebbe  meno  semplice. 
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mente  non  si  sia  parlato  di  rapporti  o  di  proporzioni  o  almeno  del- 
requivalenza  dei  triangoli,  e  pertanto,  fino  ad  allora,  la  trattazione  della 
predetta  questione  rimane  incompiuta;  cerchiamo  al  contrario  un  punto 
d  appoggio  nello  spazio  (al  quale  ad  ogni  modo,  anche  per  proposizioni 
planimetriche  preliminari  —  data  Tordinai^ia  definizione  di  uguaglianza  — 
è  giuocoforza  ricorrere),  e  anche  il  secondo  teorema  sarà  subito  espo- 
nibile, e  per  farne  la  dimostrazione  basteranno  in  sostanza  due  piani 
paralleli  tagliati  da  un  terzo  (V.  pag.  67).  A  tutti  è  poi  noto  l'inge- 
gnoso e  semplicissimo  procedimento  col  quale  recentemente  (26  agosto 
1896)  il  prof.  Giudice  ha  mostrato  come  dalla  proposizione  «  La  sfera 
è  finita  »  si  possa  dedurre  «  Il  cerchio  è  finito  »  e  quindi  <  Il  segmento 
è  finito  »  (postulato  d'Archimede),  e  come  conseguentemente  la  suddetta 
proposizione  possa  esser  posta  a  base  dell'ordinaria  teoria  dell'equivalenza 
(ricavandone  come  teorema  il  noto  postulato  che  De  Paolis  ha  for- 
mulato sopra  una  proposizione  del  De  Zolt).  £  finalmente  tutti  sanno 
con  quanta  semplicità  ed  eleganza  col  sussidio  della  geometria  solida 
si  venga  ad  emancipare  dalla  teoria  delle  proporzioni  la  teoria  dell'equi- 
valenza (cfr.  De  Paolis),  e  da  entrambe  queste  teorie  quella  degli  assi 
radicali,  come  può  vedersi  nell'opera  precitata  di  Lazzebi  e  Bassani. 
Anzi  questi  due  autori,  sempre  col  possente  aiuto  dello  spazio,  sono 
riusciti  ad  ottenere  senza  proporzioni  e  rapporti  una  mirabile  tratta- 
zione della  teoria  delle  figure  omotetiche;  cosicché,  basandosi  su  tale 
trattazione  e  dicendo  simili  due  figure  se  si  possono  disporre  in  modo 
che  siano  omotetiche  (*),  o  in  altri  termini  se  una  di  esse  è  uguale  ad  una 
delle  omotetiche  all'altra  (**),  si  potrebbe  pervenire  al  risultato  notevole 


(*)  Qaosta  definizione,  basata  sull'altra  *  Si  dice  eh*  du9  figure  tono  ontoleliéhé  se  i  loro  punii  «ì 
coi'riapondono  in  modo  che  le  rette  individuate  da  coppie  di  punti  eorriepondenti  formano  un  faecìo  ed 
ogni  retta  individuata  da  due  punti  di  una  figura  eia  parallela  a  quella  individuata  dai  loro  corri- 
epondenti  dell'altra  „t  può  Tederai  nella  Geometria  piana  di  F.  Giudice  (Brescia  1897,  p.  282  e  278). 
Salro  la  forma,  la  stessa  definisione  di  similitadlne  era  già  stata  data  dal  Giudiob  nella  prima  edi- 
zione della  sua  Geometria  piana  (Palermo  1890,  pag.  20  e  196)  e  nella  sua  Geometria  eolida  (Palermo 
1891,  pag.  64). 

(**)  Colà  si  esprime  il  prof.  Mobero  nei  suoi  Eleménti  di  Geometria  (Napoli  1871,  pag.  96),  ado- 
perando pertanto  una  maniera  di  dire  ohe  permetterebbe  di  adottare  questa  deftnisione  anche  a  chi, 
esplicitamente  almeno,  volesse  eehivare  l'idea  di  movimento.  Si  noti  ohe  nella  definizione  di  figure 
omotetiche  (op.  cit,  pag.  00)  il  Mobsno,  uniformandosi  all'uso  piU  comune,  introduce  il  concotto  di 
proporzionalità  e  rapporto;  la  definizione  di  similitudine  dovuta  al  prof.  Giudice  (V.  annotazione 
procedente)  non  coincide  adunque  con  quella  adottata  dal  Hobbro;  quest'ultima  appartiene,  sostan- 
zialmente, a  DuHAMEL,  il  quale  nella  sua  opera  Dee  mithodee  dane  lee  seieneea  de  raieonnement  (1867) 
mise  innanzi  appunto  la  nuora  definizione  "  Due  tietemi  di  punti  dieonai  eimili  ee  è  poeaibile  situarli 
in  modo  che  le  eongiuugenti  le  coppie  di  punti  omologhi  paesino  per  uno  eteeeo  punto  il  quale  abbia 
da  due  punti  corrispondenti  qualunque  dietanze  aventi  un  rapporto  coetanie  „ ,  seguita  poi  anche  dal 
Dr.  F.  HocEVAB  nel  1888  (cfr.  lo  scritto  precitato  del  LoniA,  pag.  87  e  98).  La  definizione  del  Giudiob 
ha  fra  gli  altri  vantaggi  anche  quello  di  mettere  immediatamente  davanti  il  carattere  più  intuitivo 
della  similitudine;  ed  infatti  chi  fosse  anche  totalmente  digiuno  di  teorie  geometriche,  per  vedere 
se  sono  veramente  simili  due  figure  che  altri  avesse  già  riscontrato  per  tali  e  che  tnli  a  lui  le  dicesse 
(e  converrebbe  piuttosto  dirgli  che  quelle  figure  ai  aaaomigliano,  hanno  la  medesima  forma)  si  por- 
rebbe a  riguardarle  da  ogni  parto,  per  ogni  verso,  ma  sempre,  se  sono  materiali  e  spostabili,  di- 
sponendole, inconsciamente,  t»  modo  che  siano  omotetiche  fra  loro  nel  senso  inteso  appunto  dal 
Giudice  (e  da  Lazzebi  e  Bassani),  riferendosi  cioè  instintivamento  ai  concetti  intuitivi  di  rette  con- 
coiTenti  e  di  rotte  parallele;  egli  non  andrebbe  cortamente  a  pensare  a  propomoni  fra  segmenti  e 
all'uguaglianza  di  rapporti  e  di  angoli.  E  del  resto  quando,  ad  esempio,  per  espoiTO  ai  discenti  la 
dimostrazione  di  una  proposizione  relativa  alia  similitudine  di  due  poligoni,  arbitriariamente  situa- 
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di  dare  una  teoì*ia  della  similitudine  indipendentemente  da  proporzioni 
e  rapporti.  Non  per  nulla,  insomma,  il  prof.  A.  Faifopek,  qnantnnque 
per  ora  separatista,  esprimendosi  ne'  suoi  Elementi  di  Geometria  (Ed.  IO» 
pag.  38)  intorno  alla  relativa  divisione  in  piana  e  solida,  parla  di  pretesti 
per  separare  e  ragioni  per  unire. 

Nella  stessa  obbiezione  1*  il  prof.  Palatini  osserva  però  die  anche 
di  qaelle  proposizioni  planimetriche,  la  cni  dimostrazione  egli  concede 


bili,  li  si  disegnano  sulla  lavagna  o  altrove,  non  si  è  soliti  forse  a  traceiarli,  appunto  perebi  rie- 
scano simili,  in  modo  che  risultino  omotetici,  anche  se  airomotetia  in  quel  momento  non  si  pensa  ? 
L'omotetia,  giova  notai-Io,  basata  sui  soli  concetti  di  eoncorriroento  e  parallelismo,  ed  esponibile 
eoU*aiuto  della  geotnetria  solida  indipendentemente  dalle  proporsioni,  viene  ad  essere  in  sostanza 
una  teoria  più  semplice  dell*ordinaria  teoria  della  similitudine  del  poligoni  eolle  annesse  propor- 
zioni fra  grandesMo,  quantunque  la  prima,  dovuta  specialmente  a  Ohaslbs,  sia  relativamente  recente, 
e  la  seconda  risalga,  se  non  fino  a  Talbts,  almeno  a  Euclide,  e  quantunque  i  programmi  governa- 
tivi di  matematica  per  gli  Istituti  tecnici  assegnino  la  prima  al  terzo  corso  e  alla  sola  sezione  fisico- 
matematica  e  la  seconda  al  primo  corso  e  perciò  a  tutte  le  sezioni.  È  tuttora  comune,  e  pur  troppo 
si  manifesta  anche  nella  distribuzione  della  materia  dei  suddetti  programmi  e  di  altri  ancora,  Tin- 
veterato  e  nocivo  pregiudizio  del  ritenere  tanto  pih  elementare,  tanto  pih  facile  e  tanto  più  neces' 
saria  una  teoria,  quanto  piU  essa  è  notoriamente  antica,  e  tanto  più  elevata,  tanto  plh  difficile  e 
tanto  più  accessoria,  quanto  più  essa  è  moderna.  Cosi  per  esempio  le  non  facili  nozioni  sul  numeri 
irrazìofiali  e  sulle  operaaioni  al  esse  relative  costituiscono  uno  dei  primi  argomenti  del  programma 
di  matematica  assegnato  alla  2*  classe  e  a  tutte  le  sezioni  dell'Istituto  tecnico;  e  si  tratta  appunto 
di  argomento  noto  perfino  agli  antichi  :  ma  convìen  peraltro  ritenere  che  questi  lo  reputassero  ben 
arduo,  dappoiché  il  Gommahdino  (nel  suo  Euelide»  Urbino,  1575)  lasciò  scritto  "...  narrano  i  Pglha- 
goriei. . . .  ehe  colui,  il  quale  prima  ardì  di  palesare  la  eontemplatione  dèlie  quantità  irralionali,  in  mare 
annegò...  dicono  anehora,  che  ite  per  auuentura  alcuno  hauendo  appreso  qualche  cosa  delle  quantità  ir' 
ratìonali,  la  publicasse,  subitamente  è  mandato  nel  luogo  del  profonde,  et  quivi  perpetualmente  i  tormen' 
tato  „.  Lo  nozioni  invece  relative  alle  disposizioni,  permutasioni,  e  combinazioni,  cosi  semplici  e  cosi 
utili  in  tante  elementarissime  questioni  di  enumerazione,  ma  i  cui  germi  risalgono  solamente  al 
secolo  XVI,  sono  tuttora  considerate  nei  programmi  come  una  difficile  novità  e  perciò  relegate  al 
quarto  corso  deU.i  sola  sezione  fisico-matematica.  Le  nozioni  sulla  divisione  armonica  delle  rette, 
tramandateci  è  vero  dai  Greci  {Kieomaco,  Apollonio,  ecc.),  ma  in  uno  studio  elementare  indubita- 
tamente accessorie,  sono  per  la  !■  classe  e  per  tutte  le  sezioni  ;  mentre  invece  quelle  sulle  figure 
simmetriche,  dovuto  specialmente  al  Lbobrdbk,  sono  per  la  8*  classe  e  per  la  sola  sezione  fisico- 
matematica, quantunque  siano  assolutamente  indispensabili  per  completare  il  concetto  fondamen- 
tale della  uguaglianza  geometrica.  Le  sottili  teorie  aritmetiche  dei  numeri  primi,  della  divisibilità 
dei  numeri  interi  e  del  massimo  divisore  e  minimo  multiplo  di  due  o  più  numeri  (vale  a  dire  l'in- 
troduzione alla  teoria  dei  numeri),  che  ben  a  ragione  si  possono  qui  dire  accessorie,  polche  la  loro 
ommissione  non  sarebbe  di  ostacolo  allo  svolgimento  dei  successivi  programmi  di  aritmetica  gene- 
rale e  di  algtfbra,  e  che  spesso  danno  luogo  a  dimostrazioni  che  Tesperienza  ha  provato  non  facili 
ad  essere  generalmente  bene  intese  e  ritenute,  sono  assegnate  alla  1*  classe,  probabilmente  esse 
pure  perchè  trattate  dai  Greci  (Euclide,  1.  VII,  Vili,  IX);  la  formazione  dei  coefficienti  binomiali, 
incomparabilmente  pih  semplice,  ma  avvertita  soltanto  nel  1584  da  Stifbl  e  per  completare  la  quale 
ci  volle  il  sommo  Newton,  è  naturalmente  giudicata  nei  programmi  coma  cosa  ben  difficile,  e  come 
tale,  assegnata  alla  4>  classe  fisico-matematica,  a  meno  che  sia  considerata  come  cosa  accessoria, 
il  che  non  crediamo,  poiché,  se  l'insegnante  non  vi  si  intrattiene  fin  dalla  prima  classe,  vi  è  il  grave 
pericolo,  comprovato  dairesporienza,  di  veder  scrivere  alla  lavagna  (a -4- 5)"  =  o" -|- *»,  e  cose  si- 
mili, ecc.  Ma,  poiché  ci  siamo,  chi  saprebbe  dirci  perché  le  proporzioni  fra  grandezze  (Euclidb,  1.  V) 
siano  per  la  1*  classe  e  quelle  fra  numeri  (Euclide,  1.  VII)  per  la  2»?  Perchè  il  volume  del  segmento 
sferico  è  assegnato  alla  2*  classe  e  quello  dello  spicchio  sferico  alia  4»  f  II  lettore  vorrà  perdonarci 
la  non  breve  digressione. 

P.  8.  Durante  la  stampa  dello  scritto  presento  il  chiarie,  prof.  V.  Retali,  nostro  collega  nel 
Comitato  direttivo  àeWAssocItuflone  Matheeis,  gentilmente  ci  fa  sapere  che  la  definizione  di  similitu- 
dine che  abbiamo  riportato  al  principio  di  questa  annotazione,  e  che  il  Lobia  (1.  o.)  attribuisce  a 
DUHAMEL,  *  fa  enunciata  prima  daZ/'OLiviBB  (1826,  Q.  di  Grelle,  «o2.  I,  pag.  247-248)  e  sviluppata 
ampiamente  dal  Cbellb  stesso  in  una  memoria  letta  il  13  Marzo  1828  alla  B.  Aeead.  delle  Scienze  di 
Berlino  ,. 
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èssere  più  semplice  se  si  fa  uso  di  cousiderazioiii  stereometriche,  nulla 
impedisce  di  ammettere  olie  si  possano  trovare  nuove  dimostrazioni  pla- 
nimetriche altrettanto  semplici:  si  vede  però  facilmente  che  tale  ammis- 
sione, certamente  possibile,  è  peraltro  assolutamente  inverosimile  se  si 
pensa  che  è  già  da  oltre  due  milleunii  che  si  studiano  e  si  perfezionano 
tali  dimostrazioni  planimetriche;  all'opposto  invece,  poiché  Tapplicazione 
sistematica  e  generale  della  stereometria  alla  planimetria,  specialmente 
in  geometria  elementare,  data  solamente,  almeno  per  quanto  è  noto,  da 
ben  pochi  anni,  è  ragionevole  cosa  il  credere  piuttosto  che  quando  tale 
applicazione  diventerà  più  comune,  e  sarà  generalmente  adottata  nel- 
r  insegnamento,  allora  si  semplificlieranno  anche  maggiormente  quelle 
dimostrazioni  nelle  quali  si  fa  uso  di  questa  applicazione,  e  il  loro 
numero  crescerà  rapidamente,  poiché,  come  già  avverti  il  Ì)E  Paolis, 
se  molti  di  questi  esempi  finora  non  si  sono  presentati,  nella  GeometHa 
elementare,  è  proprio  t antica  e  costante  divisione  che  ha  impedito  di 
scoprirli. 

Che  questo  numero  sia  almeno  per  ora,  molto  ristretto,  specialmente 
perché  la  geometria  elementare  é  di  natura  principalmente  metrica,  è  cosa 
asserita,  nella  sua  obbiezione  2*,  dal  prof.  Palatini,  il  quale  pertanto  ri- 
tiene doversene  concludere  che  non  possa  ammettersi  in  favore  della  fusione 
della  geometria  piana  colla  solida  la  ragione  del  sussidio  che  si  possa 
tra7're  dallo  studio  di  questa  per  la  trattazione  di  quella.  In  questo  ap- 
prezzamento il  prof.  Palatini  é  in  pieno  accordo  col  Veronese,  il  quale 
nella  prefazione  precitata  scrive  pure  «  ..../a  Geometria  euclidea  ele- 
mentare è  principalmente  di  natura  metrica,  a  base  della  quale  sta  il 
concetto  dell'eguaglianza,»,.  Nei  miei  lavori  geometrici  io  sono  stato  fautore 
non  solo  della  fusione  della  geometria  dello  spazio  ordinario  con  quella 
del  piano,  ma  eziandio  di  quella  degli  spazi  superiori  con  gli  inferiori, 
perchè  appunto  lo  studio  delle  proprietà  proiettive  di  questi  trova  per 
mezzo  di  quelli  la  sua  piic  completa  e  più  alta  estrinsecazione,  tuttavia 
non  posso  non  riconoscere  che  la  Geometria  solida  è  in  questo  senso  di 
poco  aiuto  alla  Geometria  elementare  del  piano  e  della  retta,  perchè 
questa,  come  dissi,  è  per  sua  natura  metrica  ».  Ed  in  appoggio  dell'as- 
serito numero  ristretto  dei  casi  in  cui  si  può  utilmente  applicare  la 
geometria  solida  alla  piana  il  prof.  Palatini,  nella  stessa  obbiezione  2% 
cita  pure  in  proposito  le  applicazioni  che  si  possono  vedere  negli  Ele- 
menti Aé.  De  Paolis  ;  ma  non  tutte;  infatti  il  Palatini  ommette  di  citare 
in  proposito  proposizioni  importantissime,  quali  p.  es.  il  postulato  della 
reversibilità  dellangolo  (p.  17),  il  teorema  deirnguaglianza  degli  angoli 
opposti  al  vertice  (p.  20),  i  due  teoremi  reciproci  sul  triangolo  iso- 
scele (p.  80),  i  teoremi  sui  triangoli  uguali  (da  p.  82  a  p.  87,  vedi 
specialmente  quello  del  num.  106)  e  conseguentemente  la  bisezione  del 
segmento  e  dell'angolo  (p.  95  e  96),  l'uguaglianza  dei  segmenti  obliqui 
condotti  da  un  punto  ad  una  retta  ed  aventi  su  questa  proiezioni 
uguali  (p.  98),  la  uguaglianza  dei  poligoni  (p.  118  e  119)  e  conseguen- 
temente l'equivalenza  dei  poligoni  (da  p.  292  a  p.  310)  e  segnatamente 
i  due  teoremi  reciproci  sui  triangoli  fra  loro  equiangoli,  esposti  nella 
prima  parte  del  numero  362  e  per  la  dimostrazione  dei  quali  il  De  Paolis 
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fai  nuovamente  uso  della  stessa  proposizione  stereometrica  {*)  che  gli  ha 
servito  a  costruire  il  triangolo  isoscele  con  ciascun  angolo  alla  base 
doppio  delFangolo  al  vertice  indipendentemente  dalle  teorie  dell'equi- 
valenza  e  delle  proporzioni.  Ben  è  vero  che,  fatta  eccezione  solamente 
per  questi  due  ultimi  teoremi,  in  tutte  queste  proposizioni,  come  in 
questa  relativa  all'esistenza  di  rette  perpendicolari,  citata  dal  Palatini, 
in  tanto  solamente  si  ricorre  allo  spazio  in  quanto  che  per  le  dimo- 
strazioni adottate  occorre,  o  può  occorrere,  di  dover  scambiare  fra  loro 
le  due  pagine  di  una  figura  piana;  ma,  iu  tutte  queste  dimostrazioni, 
allo  spazio,  sia  pure  per  un  semplice  movimento  in  esso  di  una  figura 
piana,  si  ricorre.  E  ciò  avviene  non  solamente  nel  testo  del  De  Paolis; 
ciò,  più  o  meno  esplicitamente,  ma  ad  ogni  modo  inevitabilmente  per 
quasi  tutte  le  proposizioni  suddette,  avviene  in  tutti  i  testi,  tanto  fu- 
siouisti  che  separatisti  (nel  senso  usuale  di  queste  denominazioni),  nei 
quali  si  espone  l'ordinaria  geometria  euclidea  elementare,  a  base  della 
quale  sta  il  concetto  dell'uguaglianza,  intesa  come  SOTrappoiiibilità 
mediante  movimento  esegaito  se  occorre  eziandio  nello  spazio  (sia 
cioè  che,  per  verificare  la  possibilità  di  sovrapporre  due  figure,  supposte 
movibili,  di  uno  stesso  piano,  supposto  immobile,  basti  spostare  una  di 
esse  in  questo  piano,  ovvero  occorra  prima  rivoltarla  e  perciò  farla 
uscire  dal  piano  facendola  poi  ricadere,  così  involtata,  sul  piano,  ese- 
guendo pertanto  un  movimento  nello  spazio,  movimento  che  sarebbe 
assolutamente  vietato,  anzi,  inconcepibile,  per  un  geometra  piano:  (**) 
poiché  bisogna  aver  presente  che  anche  la  Geometria  piana  di  Euclide, 
come  quella  del  Sannia  e  D'Ovidio,  del  Faipoper,  del  Baltzer,  del 
Giudice,  del  Testi,  del  Riboni,  ecc.  ecc.,  non  è  assolutamente  tale 
nel  senso  rigorosamente  scientifico,  dal  momento  che,  seguendo  il  me- 
todo tradizionale  e  comune,  in  essa  si  fa  uso  (indispensabile,  una  volta 
intesa  la  uguaglianza  nel  significato  predetto)  del  concetto  di  spazio; 
tale  invece  è  quella  esposta  nel  libro  II  dei  precitati  Elementi  del  Ve- 
ronese, basati  però  su  una  definizione  di  uguaglianza,  diversa  da 
quella  fino  ad  ora  universalmente  adottata:  bisogna  insomma  che  i  se- 
guaci della  scolastica  divisione  si  convincano  che  essi  pure,  se  adot- 
tano la  comune  definizione  di  uguaglianza  e  se  non  vogliono  rinunciare 
a  buona  parte  delle  proposizioni  fondamentali  della  Geometria  piana, 
(nel  senso  tradizionale  di  questa  denominazione),  sono  necessariamente, 
dal  punto  di  vista  scientifico,  fusionisti:  infatti,  data  quella  definizione, 
essi,  se  per  evitare  per  davvero  labborrita  fusione  s'imporranno  coscien- 
ziosamente r indispensabile  vincolo  di  non  uscire  dal  piano,  non  solamente 


(*)  "  86  dui  triangoli  sono  prospettivi  e  due  lati  dell'uno  sono  parxtlleli  ai  corrispondenti  del* 
Vtiltro,  anche  i  due  lati  rimanenti  sono  paralleli  ^.  Questa  proposizione,  com'è  uobo,  pub  considerarsi 
corno  un  caso  particolare  del  teorema  di  Dbsabqubs  sui  triangoli  omologici;  e  non  è  qui  fuor  di 
luogo  Tavvertiro  ebo  "  Il  teorema  dei  triangoli  omologici,  nel  piano,  ...è  un  teorema  di  Geometria 
solida  J^;  questa  notevole  osservazione  è  dovuta  al  Peano  {Sui  fondamenti  della  Geometria,  Rivista 
di  Matematica,  1894,  p.  73);  egli  prova  il  suo  asserto  col  dimostrare  che  questo  teorema  è  conse- 
guenza del  postulato  "  Dato  un  piano,  si  può  segnare  un  punto  fuori  di  esso  „,  senza  del  quale  la 
proposiziono  sui  triangoli  omologici  può  non  sussistere,  pur  essendo  veriflcali  tutti  ì  postulati 
precedenti. 

(**)  Un  geometra  a  due  dimensioni  non  potrebbe  adunque  rivoltar  la  frittata!  Il  lettore  voglia 
permetterci  questo  scherzo,  gastronomicamente  efficace. 
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non  potranno  neppur  parlare  delle  due  pagine  di  un  piano,  e  perciò 
nemmeno  della  reversibilità  di  certe  figure  piane,  quali  ad  esempio  il 
cerchio,  il  tinangolo  isoscele,  e  particolarmente  langolo,  ma  non  po- 
tranno neanche  dimostrare  p.  es.  resistenza  della  bisettrice  di  un  angolo, 
né  quella  di  rette  perpendicolari,  né  tampoco  l'uguaglianza  degli  angoli 
opposti  al  vertice,  a  meno  che  non  introducano  appositi  ed  ulteriori 
postulati,  (*)  senza  dire  che  essi  dovranno  necessariamente  restringere 
la  teoria  delle  figure  uguali  al  caso  delluguaglianza  diretta  e  conse- 
guentemente lasciare  incompleta  eziandio  la  teoria  dell'equi  valenza;  e 
pertanto  i  geometri  separatisti,  o  superficiali,  o  piani  che  dire  si  debbano, 
se,  rifuggendo  dal  rinunciare  al  loro  misoneismo,  non  s'indurranno  ad 
accettare  la  novità  della  fusione,  si  troveranno  poi  costretti,  per  essere 
separatisti  sul  serio,  ad  accettare  il  sovraccennato  metodo  del  Yebokese, 
cioè  una  novità  molto  maggiore  e  veramente  essenziale  (poiché  il  Ve- 
ronese, modificando  in  conformità  dei  proprii  intenti  la  definizione  di 
uguaglianza,  viene  in  sostanza  a  mutare  le  ipotesi  fondamentali  della 
Geometria  ordinaria);  ma  nessuna  novità  é  tollerata  da  coloro  <Lqui  se 
montrent  fort  désobligds  qiuind  on  les  invite  à  réfléchir  >  (**). 

E  ritornando  ora  all'obbiezione  2»  del  prof.  Palatini  ci  sia  lecito 
domandare:  Perchè  egli,  tanto  in  questa  come  nella  3*  e  5%  sia  per 
giudicare  della  maggiore  o  minor  portata  del  metodo  della  fusione,  come 
per  investigarne  il  sostanziale  indirizzo  nonché  i  principii  sostenuti  dai 
fautori  stessi  della  fusione,  si  riferisce  sempre  ed  esclusivamente  al  libro 
del  De  Paolis? 

Non  vi  sono  forse  (per  tacer  d'altri  testi,  d'Italia  e  fuori,  nei  quali 
la  fusione  é  praticata)  gli  ottimi  Elementi  di  Lazzeri  e  Bassani,  ormai 


(*)  L'ordinaria  dimostrazione  dell'eguaglianza  degli  angoli  opposti  al  vertice,  basata  snlla  no- 
zione di  angolo  conseguente  ad  un  altro  (l'angolo  cu"  si  dice  consogaente  all'angolo  co'  se  ha  rispet- 
tivamente per  latO'Origine  e  per  lato-termine  il  lato-termine  di  oì*  e  la  semiretta  opposta  al  lato-origine 
di  oi')  e  sul  teorema  *  Se  oLtfi,Y  tono  angoli ,  e  tea  è  conseguente  a  fi,  e  fi  k  conseguente  a  y,  »<*9'à  a  uguale  ay^ 
(per  la  cui  dimostrazione  si  ricorre,  come  ò  noto,  alla  reversibilità  délVangolo,  eseguendo  nn  movi- 
mento nello  spazio),  può  essere  sostituita  da  un'altra,  per  la  quale  non  occorre  se  non  che  un 
movimento  nel  piano,  purché  si  ammettano  i  due  seguenti  postulati  :  l.*  Sen'  e  s"  sono  due  semirette 
uf centi  da  uh  punto  P  e  costituenti  una  retta  s,  e  se  a'  e  a"  sono  due  semipiani  uscenti  dtMa  retta  s  e 
costituenti  un  piano  a,  questo  può  muoversi  di  tal  guisa  che,  al  termine  del  movimento,  P,  s',  a'  vengano 
rispettivamente  a  coincidere  con  le  situa»ioni  pritnitive  di  P,  s",  o"  „.  IL  "  Dati  tre  punti  non  colli' 
nfatH  A,B,C,  se  il  piano  ABG  si  muove  di  tal  guisa  che,  al  termine  del  movimento,  il  punto  A,  la  semiretta 
uscente  da  A  e  passante  per  B,  e  il  semipiano  uscente  dalla  retta  AB  e  passante  per  0  vengano  rispetti- 
vamente a  coincidere  con  le  loro  situazioni  primitive,  altrettanto  avverrà  per  ogni  punto  del  piano  ABC  ,; 
di  qui  infatti,  coll'aiuto  delle  note  proposizioni  "  Due  punti  individuano  una  rotta  ^  e  '^  Se  a*  e  a" 
sotto  dite  semipiani  uscenti  da  una  retta  s  e  costituenti  un  piano  a,  0  ««  Q'  0  Q"  sono  due  punti  (situati 
entrambi  fuori  di  s)  Vuno  su  a'  e  Valtro  su  a"  le  due  relte  se  Q'Q"  avranno  un  punto  a  comune  „,  si 
deduce  che  mtfdian/e  f7  movimento  di  cui  si  parla  nel  postulato  I  {che  pu6  concepirsi  come  uno  striscia- 
mento di  o  su  se  stesso  -  rotazione  piana  di  a  attorno  aV  di  180^  -)  ogni  punto  Q  di  a  vien  condotto  suUa 
semiretta  opposta  alla  situazione  primitiva  della  semiretta  uscente  daF  e  passante  per  Q'  ;  per  la  dimo- 
strazione basta  eseguirò  due  volto  il  movimento  suddetto;  collo  stesso  movimento  si  prova  allora 
immediatamente  l'uguaglianza  degli  angoli  opposti  al  vertice  (supposti  situati  sn  fr).  Si  veda  in  pro- 
posito la  precitata  nota  Sui  fondamenti  della  Geometria  del  prof.  Pbaho,  la  quale  non  sarà  mai 
abbastanza  meditata  da  chiunque  voglia  esporre  razionalmente  i  principii  della  Geometria  elementare. 

(**)  Parole  di  Laubert  Tailhadb  a  proposito  di  certi  critici  di  Ibsbit;  le  quali,  ben  inteso,  qui 
non  voglionsi  riforiro  se  non  che  a  coloro  che,  deliberatamente  e  sempre,  opponendo  ana  cieca 
forza  d'inerzia  intellettuale  a  qualsiasi  novità  scientifica  o  didattica  che  li  obblighi  a  pensare,  non 
per  nitro  le  si  dichiarano  contrari  che  per  scansare  11  disturbo  di  averla  a  studiare. 
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giunti  in  breve  tempo,  ad  una  nuova  edizione,  nei  quali  la  fusione  è 
anche  più  intima,  le  applicazioni  del  nuovo  metodo  sono  più  numerose 
e  relative  ad  intere  teorie,  e  la  trattsizione  apparisce  dal  punto  di  vista 
pratico  meglio  rispondente  in  generale  alle  esigenze  didattiche? 

Forse  che  pel  prof.  Palatini  Fusione  e  De  Paolis  sono  tutta  una 
cosa,  come  già  pel  Giusti  Grandtcca  e  Tedeschiì  (*) 

Come  si  è  visto  più  sopra,  il  Bettazzi,  il  Giudice,  il  Testi,  il 
Gremioni  (V.  nota  a  pag.  53),  e  il  Veronese  specialmente,  fanno  osser- 
vare i  vantaggi  che  derivano  dalla  trattazione  simultanea,  o  alternazione, 
degli  argomenti  analoghi  di  planimetria  e  stereometria,  sia  pel  notevole 
risparmio  di  tempo  che  cosi  si  consegue,  sia  per  far  meglio  comprendere 
allo  scolaro  le  relazioni  fra  le  corrispondenti  figure  piane  e  solide,  sia 
per  altre  ragioni;  ma  in  questo  mondo  ogni  medaglia  ha  il  suo  rovescio 
(anche  pei  geometri  piani,  pare  impossibile!):  infatti  nella  obbiezione 
3*  il  prof.  Palatini  afferma  al  contrario  che  con  la  separazione  si  ha 
il  vantaggio,  quando  si  tratta  la  geometria  solida,  di  richiamare  dimo- 
strazioni già  studiate  in  geometrìa  piana,  cioè  di  ripeterle.  Ma  ciò  non  è 
al  certo  possibile  p.  es.  negli  Istituti  tecnici,  ove  T  intiero  insegnamento 
della  matematica  razionale  elementare  —  Aritmetica,  Algebra,  Geome- 
tria —  deve  essere  impartito  in  due  anni  —  1®  biennio  —  (**)  assoluta- 
mente insufficienti  per  un  coscienzioso  svolgimento  di  così  vasto  pro- 
gramma richiedente  esercitazioni  numerose,  ed  ove  pertanto  non  si  può 
certamente  far  gettito  di  tempo  in  lìpetizioni,  per  quanto  utilissime  {***). 

Quanto  alla  4^  obbiezione  potremmo  osservare  che  dal  lato  stretta- 
mente scientifico  l'applicazione  dell'Algebra  alla  Geometria  (ben  inteso 
dal  punto  di  vista  puramente  elementare,  e  quindi  astraendo  completa- 
mente dalla  Geometrica  analitica)  è  piuttosto  argomento  di  Algebra  che 
di  Geometria  (non  ostante  che  solitamente  io  si  esponga  come  Appendice 
alla  seconda,  anziché  alla  prima),  e  quindi  il  ritardo  di  tale  applicazione, 
portato  dalla  fusione  non  è  a  rigor  di  termini,  da  considerarsi  come 


(*)  "  Ma  Tuso  in  oggi  alla  voce  Tedéèchi 

Sposò  talmente  la  voce  Oranduea, 
Che  Tedeschi  significa  Granduca, 
E  Oranduea  significa  Tedeschi  ,. 

Le  poesie  di  G,  Giueti,  Firenze.  Barbera,  1860,  p.  372. 

Della  scherzevole  forma  di  quest'ultima  domanda,  relativa  al  prof.  Palatini,  chiodiamo  a  lui 
venia  ed  al  lettore  ;  non  senza  ricordare,  a  nostro  discarico,  lo  note  parole  di  Biagio  Pascal:  "  Lee 
tnatiirea  de  geometrie  soni  ai  sérieuae»  d'allea  mimea,  qu'il  est  aoantageux  qu*il  a'offve  quélque  occaaion 
pouf  lea  rendre  un  pett  dìveriiaaaniea  „. 

(**)  Nel  P  biennio  degli  Istituti  tecnici,  che,  per  l'età  degli  alunni  e  pel  numero  degli  anni  de- 
dicati a  studi  precedenti,  corrisponde  ora  alle  classi  4*  e  5*  ginnasiali,  è  attualmente  prescritto  di 
svolgere  (salvo  l'omeopatica  tngonometritt  aenea  triangoli  obbliquangoli  ora  assegnata  alla  3*  classe 
Liceale)  quello  stosso  programma  di  matematica  che  nelle  scuole  classiche  si  svolge  invece  in  cinque 
anni  (due  di  Ginnasio  superiore  e  tre  di  Liceo)  ad  alunni  generalmente  meglio  disposti  ad  appren- 
dere per  molteplici  ragioni  sociologiche  (specialmente  atavistiche).  Si  vegga  in  proposito  il  precitato 
Memoriale  a  S.  E.  il  Miniatro  (p.  68). 

(***)  Si  è  invcee  costretti  a  fare  la  massima  economia  possibile  di  tempo;  e  poiché  nessuno  potrà 
negare  che  la  fusione  arrechi  appunto  siffatta  economia,  si  ha  così,  almeno  per  gli  Istituti  tecnici, 
un  nuovo  argomento  didattico  a  favore  della  fusione.  Sotto  lo  stesso  punto  di  vista  giova  pure  negli 
Istituti  tecnici  fondere  insieme  T insegnamento  di  una  parte  dell'aritmetica  razionale  con  quello  del- 
l'aritmetica generale,  introducendo  cioè  i  numeri  negativi  appena  si  parla  della  sottrazione,  eoo. 
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ragione  contraria  alla  fusione,  in  sé,  la  qnale  è  questione  dì  Geometria 
e  non  di  Algebra;  ma  preferiamo  far  notare,  tanto  più  che  l'obbiezione 
è  didattica,  che  di  tale  applicazione  conviene  piuttosto  essere  parchi 
neir insegnamento,  se  si  vuole  evitare  che  gli  alunni,  sedotti  dalla  spe- 
ditezza dei  metodi  algebrici,  che  non  affaticano  il  pensiero,  attutiscano 
in  breve  il  loro  delicato  senso  geometrico,  abituandosi  troppo  presto 
a  preferire  la  comodità  di  lasciarsi  guidare  dal  calcolo  al  profittevole 
cimento  contro  la  diflScoltà  e  sottigliezza  delle  investigazioni  puramente 
geometriche  ;  il  ritardo  nel  l'applicare  i  procedimenti  algebrici  alla  Geo- 
metria è  dunque  a  ritenersi  più  utile  che  dannoso;  e  ad  ogni  modo  poi, 
negli  Istituti  tecnici,  per  gli  alunni  a  cui  interessano,  tali  applicazioni, 
sulle  quali  vertono  con  singolare  costanza  i  temi  (*)  proposti  dal  Mi- 
nistero per  l'esame  scritto  di  matematica  pei  licenziandi  della  sezione, 
fisico-matematica,  possono  essere  fatte  in  seguito,  e  con  miglior  profitto, 
nel  2^  biennio;  nel  Liceo  si  possono  fare  nella  3*  classe,  sia  coi  pro- 
grammi attuali,  sia,  e  allora  meglio  ancora,  adottando  la  proposta  del 
prof.  Bettazzi,  e  già  riferita  in  parte  a  pagina  55,  di  esaurire  cioè  nei 
primi  due  anni  di  Liceo  l'insegnamento  della  matematica  elementare, 
ridotta  alle  sue  parti  assolutamente  indispensabili  per  tutti  gli  alunni, 
riserbandone  le  parti  complementari  al  terzo  anno,  per  quei  soli  alunni 
che  fossero  df'stinati  alle  facoltà  scientifiche  dell*  Università  \^*). 

Come  si  è  veduto  più  addietro,  senza  uscire  dal  piano  non  è  possi- 
bile trattare  tutta  t ordinaria  geometria  piana  euclidea  elementare;  uè 
varrebbe  addurre  in  contrario  l'esempio  di  quanto  fa  il  VERONESE  nei 
suoi  Elementi,  poiché  la  Geometria  del  piano  ivi  trattata,,  nel  precitato 
libro  II,  cambiate  le  premesse  fondamentali  perchè  intesa  Teguaglianza 
in  senso  nu^vo  (***),  non  è  più  l'ordinaria  Geometria  piana  eiiclidea  ele- 


(*)  Tulli  le  pia  volte,  da  qualche  anno  a  questa  parte,  da  pubblicazioni  francesi. 

(**)  Ai  quali  così  «t  potrebbero  completare  gii  inaegnamenti  propri  dei  eorti  tteeondari,  preparandoli 
a  seguire  con  frutto  le  lezioni  univenifarie :  il  che  non  è  possibile  con  l'attuale  ordinamento,  com'  è 
universcile  lagnanza.  (Bbttazzt,  1.  o.) 

(***)  Non  solamente  nuovo,  ma  in  disaccordo  coirordinario  e  perciò  col  principio  che  lo  stesso 
ViROiTESK  enuncia  noW Appendice  ai  suoi  Elementi  "  didatticamente  in  un  trattato  elementare  non 
conviene  mutare  senza  necessità  l'uso  di  parole  accettate  comunemente  da  secoli  „  (p.  25)  ;  nò  erodiamo 
che  la  mutazione  del  tradizionale  signiflcato  dell'uguaglianza  geometrica  risponda  ad  una  vera  ne- 
cessità scientifica  o,  tanto  mono,  didattica;  poiché  non  sappiamo  ancora  che  la  edema  abbia  veramente 
dimostrato  che  l'ordinaria  determinazione  del  conce'to  dell'uguaglianza  delle  figure  geometriche  eia  lo- 
gicamente  errata,  e  tanto  meno  riusciamo  a  vedere  che  effettivamente  sia  ormai  incontestabile  che 
in  essa  sì  riscontri  una  lìetizione  di  principio  (cfr.  Veronese:  1.  e.  pag.  VII;  Elementi  di  Geometrìa 
pag.  VII;  L.  Ckrto,  Sull'equivalenza,  liolleltino  dell' Associazione  Mathesis,  1897-98,  pag.  17);  siamo 
invoco  convinti  cho  por  trattare  rigorosamoute  la  geometria  metrica,  nella  quale  appunto  comparisce 
il  concetto  di  figuro  uguali,  non  sia  affatto  necessario  mutare  Tordinaria  definizione  relativa,  e 
chiunque  potrà  porsuadcrseno  leggendo  la  seconda  parte  della  precitata  nota  del  Peako  (da  p.  75 
a  p.  yO).  Por  convincersi  poi  che  il  nuovo  senso  nel  quale  il  Vebgwesb  intende  l'uguaglianza 
geometrica  ò  in  disaccordo  coirordiiiario  basta  pensare  a  due  triedri  o  angoloidi  opposti  al  vertice, 
ovvero  a  duo  poliedri  simmetrici,  o  a  duo  figuro  solide  qualunque  fra  loro  simmetriche;  tali  figure 
non  sono  in  generale  sovrapponibili  mediante  movimento,  nel  nostro  spazio  ordinario  a  tre  dimen- 
sioni, e  perciò  non  sono  ugnali  nel  senso  ordinario:  invoce  nel  senso  adottato  dal  Vebonbsb  sono 
uguali.  Ma  in  questa  circostanza,  e  in  questo  disaccordo  specialmente,  consiste  appunto  1*  ingegnosità 
e  la  seducente  genialità  di  questo  modo  di  vedere  del  Veronese,  mediante  il  quale  non  solamente 
si  ovita  in  corto  qual  modo  un  movimento  in  uno  spazio  lineare  a  quattro  dimensioni,  ma  si  viene 
poi  ad  essere  in  accordo  colla  intuizione  naturale,  la  quale  (contrariamente  all'ordinario  concetto 
geometrico  doli' uguaglianza),  talora,  non  volendo,  ci  fa  dire  che  qualunque  corpo  è  uguale  alla  propria 
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nientare  (*),  a  base  della  quale,  giova  ripeterlo,  sta  la  nozione  comune 
di  ugìuiglianza,  cioè  T  uguaglianza  non  altrimenti  intesa  se  non  come 
sovrapponibilità  mediante  movimento  eseguito  occorrendo  anche  nello 
spazio;  e  perciò,  una  volta  adottato  il  metodo  ordinario,  il  far  com- 
prendere agli  alunni,  come  vorrebbe  il  prof.  PALATINI  nella  sua  obbie- 
zione 5*,  che  senza  aiuti  esterni  si  possono  svolgere  tutte  le  proprietà 
inerenti  alla  planimetria  è  assolutamente  impossibile 

«  Per  la  contraddizion  che  noi  consente  ». 

Si  dovrà  dunque  pur  di  non  uscire  dal  piano  abbandonare  il  metodo 
ordinario?  Non  lo  crediamo.  D'altra  parte,  perchè  questo  orrore  dolio 
spazio?  Perchè  affaticarsi  a  compiere  questa  diflScile  opera  contro  natura 
(poiché  lo  spazio  fisico  esiste,  e  non  cosi  il  piano)  di  impedire  almeno 
per  un  anno  che  gli  alunni  pensino  lo  spazio,  di  ridurli  intellettual- 
mente ad  animali  piatti,  schiacciando  sulla  tavola  nera  ogni  loro  con- 
cezione geometrica?  (**)  Perchè  infine  condannare  il  giovanile  ingegno 
a  strisciare  sul  piano,  tarpandone  le  ali,  limitandone  le  forze?  (♦♦♦) 

Astrarre  dairinevitabile-  concetto  di  spazio  è  altrettanto  difficile  sia 
per  guidare  il  pensiero  al  di  fuori  di  questo,  nei  campi  ideali  dell'arw- 
Mente  assoluto,  come  per  costringerlo  nelle  angustie  di  un'unica  retta  o 
di  un  unico  piano;  curare  in  ogni  caso  di  evitare  locuzioni  le  quali  a 
tale  astrazione  perfettamente  non  corrispondano  può  riuscire  malagevole 
non  solamente  ai  discenti,  ma  eziandio  ai  Maestri.  Il  pensiero  umano, 


immagine,  ottenuta  mediante  uno  specchio  piano.  La  definizione  dovuta  al  Veronese  ha  dunque  il 
vantaggio  di  allargare^  per  Io  figure  solide  e  nello  spazio  ordinario,  il  eoneetlo  di  uguagliansa,  ed 
anche  per  le  figure  piane  se  ci  si  impone  il  vincolo  di  non  uscire  dal  plano;  ma  non  per  questo  è 
giusto  il  dire  che  la  definizione  antica  avesse  il  difetto  di  restringere  tale  concetto  a  quello  della 
congruenza  (cfr.  colla  prefazione  dei  procitati  Eleménti  di  Geometria  del  Veronese,  png.  VII,  e  eolla 
relativa  recensione  del  prof.  Bordiqa,  Periodico  di  ma^,  1897,  pag.  135);  se  una  nuova  convenzione 
allarga  eerti  confinì,  ciò  non  vuol  dire  che  la  convenzione  primitiva  li  abbia  ristretti.  La  nuova  de- 
finizione ha  inoltre  il  vantaggio  di  riduire  Tuguaglianza  di  due  figure  qualunque  ni  concetto  più 
semplice  deiruguaglianza  dei  segmenti  (il  quale  però,  cosi  come  è  posto  nell'opera  del  Veronesi: 
mediante  il  relativo  postulato  II,  rimane  alquanto  vago  o  indeterminato,  poiché  nel  postulnto  me- 
desimo non  si  dà  nessun  criterio  per  decidere  in  ogni  caso  se  dati  duo  segmenti  ae  b,  abbia  o  non 
abbia  luogo  il  fatto  che  si  vuol  esprimere  dicendo  "  b  ^  uguale  ad  a  „).  Per  questo  e  per  altre  ra- 
gioni il  metodo  del  Vebonesb  e  T  Intiero  suo  testo,  cui  la  novità  di  vedute  distinguono  subito  da 
qualsiasi  altro  consimile,  non  possono  mancare  dall' interessare  favorevolmente  tutti  quegli  ìusognanii 
ai  quali  sta  a  cuore  il  progresso  scientifico  e  didattico  della  geometria  elementare;  e  le  stesse  dif- 
ficoltà che  in  questo  testo  s'incontrano  possono  essere  non  ultima  circostanza  la  quale  induca  alcuni 
dei  più  volenterosi  fra  ossi  ad  adottarlo  nei  Licei  e  negli  Istituti  tecnici.  Tale  adottazione  gioverà 
non  poco  alla  fusione  della  geometria  piana  colla  solida,  poichò  il  Veronese  pratica  siffatta  fusione 
appena  terminato  il  procitato  libro  II,  e  cioè  ira  tutti  i  rimanenti  nette  libri  dei  suoi  Elementi,  secondo 
quanto  abbiamo  già  detto  a  p.  57. 

(*)  Inoltre  nel  precitato  libro  II  non  ò  trattata  che  una  prima  parte  della  Geometria  piana;  lo 
parti  rimanenti  sono  svolte,  simultaneamente  ai  corrispondenti  argomenti  stereometrici,  nei  libri  V, 
VI,  VII,  VIII  e  IX,  dopo  trattata  nel  libro  III  la  prima  parte  della  Geometria  solida,  e  dopo  intro- 
dotti nel  libro  IV  i  concetti  di  congruenza,  simmetria  e  movimento  delle  figuro,  nel  piano  e  nello 
spazio. 

(**)  Salvo  poi,  naturalmente,  a  guardarsi  bene  dallo  S'ihiaeciare  gli  alunni  stessi  agli  esami,  ancbo 
se  daranno  prova  di  non  aver  saputo  ricavare  verun  costrutto  da  così  scientifica  e  snaturata  astra 
zione  (alla  quale  ad  ogni  moJo,  studiando  poi  Geometria  solida,  convien  pur  rinunciarci). 

(***)  ■  Obbligandoci  a  cercare  la  proprietà  di  una  linea  o  di  una  superficie,  sema  potere  utilizzar'' 
gli  enti  geometrici  posti  fuori  della  linea  o  della  snfìerflcìe  stessa,  limitiamo  le  forze  di  cui  possiamo 
disporre  ..  (De  Paolis,  1.  e.  pag.  III). 
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obbediente  ad  ineluttabili  leggi  speciali,  quali  a  facoltà  intellettaale  di 
esseri  a  tre  dimensioni  si  convengono,  mal  s'acconcia  alla  tirannia  di 
un  raziocinio  geometrico  rigidamente  astratto  che  voglia  adattarlo  a 
comportarsi  come  pensiero  di  geometri  dotati  di  un  minore  o  maggior 
numero  di  dimensioni;  ed  è  appunto  per  questo  che  taPuna  volta  trat- 
tando la  Geometria  del  piano  come  geometri  piani,  e  cioè  senza  ammet- 
tere resistenza  di  punti  fuori  del  piano,  anzi  per  intanto  escludendola, 
avviene  che  si  trascuri  tuttavia  di  evitare  parole  accennanti  a  siffatti 
punti  (*);  tal'altra  invece,  trattando  prima  la  Geometria  dello  spazio 
come  geometri  a  quattro  o  più  dimensioni,  accennando  implicitamente 
alla  possibilità  di  spazi  distinti  a  tre  dimensioni  col  dimostrare  p.  es. 
che:  <  Se  un  piano  a  ha  in  comune  con  lo  spazio  0%  tre  punti  non 
collineari,  il  piano  cf,  stesso  apparterrà  allo  spazio  anzidetto  »  e  che 
<  Dati  quattro  punti  qualsivogliano  non  complanari,  il  piano  determi- 
nato da  tre  di  essi  e  il  quarto  punto  determinano  lo  spazio  a  cui  ap- 
partengono i  quattro  punti  »  (**),  accade  poi  che,  quantunque  scientifi- 
camente non  si  sia  esclusa  l'esistenza  di  punti  fuori  dello  spazio  che  si 
considera,  si  dica  p.  es.  senz'altro  «  Per  qualsiasi  punto  del  piano  o  fuori 
del  piano  si  può  condurre  una  sola  retta  perpendicolare  al  piano  >  (***) 
ommettendo  di  preporre  le  parole  «  Nello  spazio  »  o  meglio  «  In  un  dato 
spazio  >  (mentre  invece,  se  si  suppoite  p.  es.  di  essere  in  un  S^,  di 
tali  perpendicolari,  quando  il  punto  è  sul  piano  dato,  esistono  infinite, 
e  cioè  una  in  ciascuno  degli  S,  passanti  per  quel  piano  e  giacenti  in 
queir SJ,  e  adoperando  ancora  le  locuzioni  del  piano  e  al  piano  dopo 
aver  considerato  eziandio  piani  distinti  (****). 

E  veniamo  finalmente  alla  6*  e  ultima  obbiezione.  È  certamente 
ottimo  principio  (possibilmente  seguito  non  solo  dai  fusionisti  in  geo- 
metria, ma  da  chiunque  si  occupi  di  scienze  di  natura  specialmente  de- 
duttiva) che  ogni  proposizione  sia  dimostrata  senza  ricorrere  a  teorie  dalle 
quali  essa  non  dipende  necessariamente  (♦**♦♦)  ;  consideriamo  anzi  come 
progresso  logico  e  scientifico  non  indifferente  lo  svincolare  la  dimostra- 


(*)  Veronesb,  E1.  dì  geom.:  p.  37  "  Un  piano  e  determinato  da  una  rottA  e  da  un  punto  qual- 
siasi di  esso,  ecc.  „;  p.  38  "  Due  retto  parallelo,  o  che  s'incontrano,  determinano  nn  piano  „  ;  p.  54 
"...  «0  i  due  angoli  non  sono  situati  nello  steeso  piano  „  ;  p.  55  Se  due  rette  di  un  piano  sono  rispetti- 
mente  perpendicolari  a  due  altre  rotte  di  esso  ecc.  ^ 

(**)  Loc.  cìt.  p.  109  e  111.  Proposizioni  coBifTatte  costituiscono  cortamente  un  efficace  avviamento 
alla  teorìa  degli  iperspazi  ^  gloria  tutta  italiana,,;  tuttavia  ci  domandiamo:  È  veramente  opportuno 
introdurlo  nel!' insognnmento  della  Geometria  assegnata  alle  scuole  secondario?  Se  si  pensa  che  fino 
a  pochi  anni  or  sono  di  tale  tooiia  non  si  teneva  parola  nemmeno  nei  corsi  un iversitarii,  che  anche 
nello  Università  illustri  niatomatici  (quali  ad  esempio  Giuseppe  BatTaglini)  furono  avversi  all'in- 
troduzione di  questo  nuovo  genere  di  studi  (V.  il  cenno  necrologico  dettato  da  E.  Pascal  nella 
Rivista  di  yfatematica  del  1894),  e  finalmente  che  la  Oenmetria  non  è  una  scienza  di  puro  ragiona- 
mento (Db  Paolis,  1.  e.  p.  475)  o  conseguentemente  affinchè  una  teorìa  matematica  meriti  il  nome  di 
Geometria  bisogna  che  le  sue  ipotesi  o  postulati  esprimano  il  risultato  delle  osservazioni  pia  semplici 
ed  elementari  delle  figure  fisiche  (Peano,  I.  e,  p.  75),  o  in  altri  termini  soddisfacciano  al  principio  che 
tutti  i  postulati  sono  tratti  direttamente  da  oggetti  sensibili  (Veronese,  1.  e,  p.  XI),  la  risposta  non  può 
ossore  dubbia.  Vedi  anche  la  precitata  Appendice:  Nota  XIII,  da  p.  30  a  p.  34,  e  p.  87. 

(***)  Loc.  cit.  p.  119.  Vedi  anche,  nella  precitata  Appendice,  l'annotazione  a  p.  87  e  88. 

(••'•)  Loc.  cit.  p.  107  corollario;  p.  113  teor.  IV  e  V;  p.  115  teor.  I;  e  g  2  del  Libro  IlL 

(***")  In  omaggio  a  questo  medesimo  principio  il  cliiar."»'  e  compianto  prof.  A.  Lugli,  fn.  le  varie 
condizioni  alle  quali  deve  soddisfare  un  libro  di  aritmetica  rigorosa  includeva  appunto  cfie  ciascuna 
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Flg.  1. 


zione  sia  pure  di  un  solo  teoiema  da  teorie  alle  quali  esso  non  appar- 
tiene. E  appunto  nel  suddetto  principio,  e  nel  desiderio  del  conseguimento 
di  siffatto  progresso,  è  forse  a  ricercarsi  la  genesi  o  il  primo  incentivo 
del  metodo  della  fusione. 

Siano  ad  esempio  a,b,c  semirette  complanari  uscenti  da  uno  stesso 
punto  O  (fig.  1)  ed  incontranti  rispettivamente  due  rette  panillele  nei 

punti  A  e  A',  B  e  B',  Ce  G\  di  tal  guisa 
che  AB  ^  BC,  e  si  voglia  dinìostrare  che 
AB'  =B'C'.  Il  procedimento  comune  è  que- 
sto: si  ha  AB:  AB:  :  OB'  :  OB  ::  BC  :  BC; 
di  qui  A'B'  :  AB  :  :  B'C:  BC  ;  ma  AB  -  BC, 
dunque  A'B'  -^  B'C,  e.  d.d.  Ma  che  cosa 
ha  che  fare  la  complessa  teoria  delle  pro- 
porzioni col  teorema  considerato,  il  quale 
nella  sua  ipotesi  e  nella  sua  tesi,  non  è  che 
una  delle  più  semplici  proposizioni  che  co- 
stituiscono il  nesso  fra  la  teoria  del  paral- 
lelismo e  quella  dell'uguaglianza? 

Potremmo  dire:  i  triangoli  OAB  e 
OBC  sono  equivalenti,  perchè  hanno  le  basi 
AB  e  BC  uguali  e  la  stessa  altezza;  i  triangoli  A' AB  e  C'BC  parimenti  ; 
dunque  anche  i  triangoli  OBA'  e  OBC 
sono  equivalenti;  ma  questi  lianno  la 
stessa  base  OB,  dunque  saranno  uguali 
le  loro  corrispondenti  altezze;  e  poi  che 
queste  sono  pure  altezze  dei  triangoli 
A'BB'  e  C'BB',  questi,  avendo  inoltre 
la  stessa  base  BB',  saranno  equiva- 
lenti; ma  essi  possono  anche  conside- 
rarsi come  aventi  le  basi  A'B'  e  B'C 
e  corrispondentemente  la  medesima  al- 
tezza, e  pertanto  queste  basi  dovranno 
essere  uguali  ;  cioè  A'B'  ~  A'C,  e.  d.  d. 
Ma  che  ha  che  fare  l'equivalenza  colla 
questione  trattata? 

Ricorriamo    allo   spazio:    facciamo 

rotare  l'angolo  bc  attorno  a  b  per  meno 
di  180°;  congiungiamo  poi  (tig.  2)  A 
con  C,  e  A'  con  C;  poiché  BA 1 1  B'A', 
e  BC  1 1 B  C,  sarà  il  piano  ABC  paral- 
lelo al  piano  A' B'C,  e  perciò  le  intersezioni  AC  e  A'C  di  essi  col  piano 

dell'angolo  ac  sarjxnno  parallele;  quindi  BAC=B'A'C,  e  ACB  -A'CB'; 

ma  AB  -=  BC  e  perciò  BÀC  =  ACB,  dunque  B'A'C  =  A'C'B';  di  qui 
A'B'-B'C',c.  d.  d. 

E  con  questa  dimostrazione,  come  con  quelle  che  accenniamo  qui  in 


Fig.  2. 


inoriti  per  essare  stabilita  senza  eccezione  non   dovrebbe  calersi  di  enti  estranei   alla   propria    natura 
i"  Periodico  di  Matematica  „  1893,  p.  199). 
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nota,  (*)  si  esce,  è  vero,  dal  piano,  ma  non  si  esce  dalla  teoria  del  paral- 
lelismo e  della  eguaglianza,  alle  quali  la  questione  appartiene;  e  questo 


(•)  Chi  volesse  lasciar  piana  la  figura  data,  e  schivare  il  movimento,  potrebbe  condun'oper  AC 
o  per  A'C  (flg.  3)  i  piani  paralleli  a  e  a',  e  prendere  su  a  e  fuori  della  retta  AB  un  punto  E  tale 
che  BE  =  AB;  la  semiretta  OE  iucontrerìk  a'  in  un  punto  E'  tile  che  A'B'  — B'E',  e  B'£'  =  C'D' 
(dimostrazione  proeodeute);  dunque  A'B' =  CD',  e.  d.  d.  —  Se  si  volesse  considerare  anche  il  caso 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


di  quattro  semirette  complanari  a^h,e,d  uscenti  da  0  (fig.  4)  ed  incontranti  rispettivamente  duo  pa- 
rallele r.  >■'  nei  punti  A  o  A',  B  o  B',  C  e  C,  D  e  D',  di  tal  guisa  che  AB  =  CD,  e  si  volesse  dimostrare 
che  A'B' —>  CD',  basterebbe  appoggiarsi  al  caso  precedente,  poiché,  detto  M  il  centro  di  BG  e  H' il 
punto  in  cui  la  semiretta  OM  incontra  la  rotta  »',  si  avrebbe  BM  =  MC  e  perciò  B'M'  ==  M'C,  si  avrebbe 
inoltre  AM  =  ItfC  e  perciò  A'M'  =9  M'C,  o  conseguentemente  A'B'  =  CD',  e.  d.  d.  —  Oppure:  condotti 
per  AC  e  per  A'C  (flg.  5)  i  piani  paralleli  a  e  a'  e  preso  su  a  e  fuori  della  retta  AC  un  segmento 
UV  equipollente  ad  AE,  siano  U'  e  V  i  punti   in  cui  le   semirette  OU  e  OV  incontrano  a';  si  avrà 


Fig.  5. 

AU  II  EV,  AU  (1  A'U',  EV  fl  R'V,  e  quindi  A'U'  0  E'V  ;  inoltro  AE  ||  UV,  AE  H  A'E'.  UV  |  U'V.  e  quindi 
A'E'IIU'V;  dunque  A'E'=U'V';  parimenti  F'C  — U'V;  consoguontomcnte  A'E' =  F'C.  e.  d.  d. - 
La  stessa  dimosirnsione  potrebbe  farsi  anciio  poi  primo  caso.  Un'altra  dimostrazione,  basala  su  umi 
semplice  proprietà  del  tetiaedro,  può  vedersi  a  p.  114  dei  procitati  Elementi  dì  Lazzeri  e  Bamsani. 
Su  questa  stessa  proprietà  "  La  «•'sintu'  di  un  tetraedro  ottenuta  mediante  un  piano  parallelo  a  due 
tpigtdi  opposti  è  un  p(%ralleloyramma  „ ,  che  può  anche  enunciarsi  *  Vn  piano  parallelo  alU  diagonali 
di  HH  quadrilatero  gohbo  taglia  t  lati  nei  vertici  di  un  parallelogramma  ,  e  che  è  conseguenza 
quasi  immediata  del  concetto  di  parallelismo,  i  medesimi  Autori  hanno  pure  basato  una  semplicis- 
sima ed  elegante  dimostrazione  della  notevole  proposizione  stereometrica  "*  F^e.  sezioni  di  piramidi 
arenti  basi  ed  altezze  uguali,  ottenute  mediante  jùani  paralleli  ai  piani  delle  basi  ed  equidistanti  dn 
questi,  tono  poligoni  ugwili  „,  e  di  qui  come  semplice  corollario  hanno  dedotto  1*  importante  teorema 
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dal  pnnto  di  vista  logico  è  Tessenziale,  ed  anche  dal  punto  di  vista  didat- 
tico, tanto  più  poi  per  chi  la  geometria  solida  deve  pur  studiare;  e  altret- 
tanto si  dica  per  questioni  analoghe  ed  in  particolare  per  la  già  ricordata 
costruzione  del  triangolo  isoscele  relativo  al  pentagono  e  al  (decagono  re- 
golari, ottenuta  dal  De  Paolis  indipendentemente  dalle  proporzioni  e 
dall'equi  valenza.  E  tutto  questo  è  non  solamente  in  armonia  coli 'ottimo 
principio  suddetto,  ma  anche  in  pieno  accordo,  anziché  in  contraddizione 
come  vonebbe  il  Palatini,  colFaltro  principio  (didatticamente  inoppu- 
gnabile) adottato  dal  De  Paolis  nei  suoi  Elementi  ed  esposto,  riguardo  al 
postulato  delle  parallele,  nella  precitata  nota  XXVII,  che,  riguardo  al- 
l'impiego della  stereometria  nella  planimetria,  potrebbe  enunciarsi  ana- 
logamente così  «  Riconosciuta  la  necessità  di  domandare  il  postulato  della 
esistenza  dello  spazio  (che  è  fuor  di  dubbio  il  più  evidentemente  fondato 
sulla  osservazione)  è  meglio  concederlo  subito  e  trarne  le  principali  conse- 
guenze. Si  potranno  poi  (in  uno  studio  complementare  o  supcriore)  util- 
mente distinguere  le  proprietà  che  esisterebbero  anche  se  il  postulato  non 
fosse  ammesso  ».  E  non  è  certamente  a  Riccardo  De  Paolis,  la  cui  im- 
matura perdita  non  sarà  mai  abbastanza  compianta,  che  si  possono  riferire 
le  dure  parole  del  prof.  Palatini  «  É  certo  però  che  i  principi  si  modi- 
ficano a  secoYèda  dei  casi  e  in  conformità  dei  propri  intenti  ».  E  però  debito 
nostro  avvertire  che  lo  stesso  prof.  Palatini,  quasi  pentito  di  averle 
scLÌtte,  dà  termine  alle  sue  considerazioni  dichiarando  di  non  aver  inteso 
con  le  obbiezioni  mosse  ad  alcune  asserzioni  del  De  Paolis  di  menomare 
il  marito  delV illustre  geometra,  le  cui  coscienziose  ricerche  sulla  geometria 
elementare  hanno  prodotto  un  testo  che  va  sempre  annoverato  fra  i  migliori, 

E  finalmente  non  crediamo  neppur  giusto  il  dire,  come  fa  il  Pa- 
latini, che  chi  della  Geometria  solida  si  serve  a  prò  di  proposizioni 
appartenenti  alla  Planimetria  voglia  asservire  questa  alla  Stereometria. 

Stereometria  e  Planimetria,  figlie  entrambe  del  concetto  di  forma  e 
dell'idea  di  estensione,  sono  scienze  naturalmenie  congiunte,  destinate 
a  contraccambiarsi  continuamente  reciproco  appoggio;  a  seconda  dei 
casi,  specialmente  dal  punto  di  vista  didattico,  può  convenire  che  la 
prima,  sorella  più  robusta  e  gagliarda,  aiuti  la  seconda,  più  delicata  e 
sottile,  o  la  seconda  aiuti  alla  sua  volta  la  prima.  Chi,  facendo  opera 
contraria  alla  loro  intima  essenza,  nell'insegnamento  elementare  le  vuole 
disgiunte,  fa  loro  violenza  e  reca  danno  ad  entrambe;  al  pari,  del  resto, 
di  chi  vuole  rendere  l'una  serva  e  l'altra  signora.  E  coll'antico  metodo 
di  trattazione  della  Stereometria  col  quale  si  fa  quasi  tutto  a  furia  di 
triangoli,  si  viene  appunto  a  far  dipendere  la  Stereometria  dal  bene- 
placito della  Planimetria.  (Vedi  per  esempio  il  teorema  fondamentale 
sulla  perpendicolarità  fra  retta  e  piano  —  dimostrazioni  di  Euclide,  di 
Crelle(*),  di  Legbndre  (**)  —,  quello  sul  parallelismo  di  rette  perpen- 


"  S«  due  piramidi  hanno  basi  equivalenti  e  altezze  uguali ^  due  loro  sezioni  qualunque  parallele  alle 
basi  e  da  esse  equidistanti  sono  pure  equipalenli  ,,  dimostrandolo  così  per  Ir  prima  volta  indipenden- 
temente dalle  proporzioni  (op.  e,  p.  113  o  284). 

(*)  La  dimostrazione  di  Crellb  è  quella  adottata  ordinariamente  (V.  p.  es.  Elementi  di  Sankia 
e  D*  Ovidio,  ed.  5*.  p.  345). 

(**)  La  dimostrazione  di  Lboendbb  è  basata  sopra  equivalense  relative  a  quadrati  di  lati  di 
triangoli 
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dicolari  ad  uno  stesso  piano  —  dimostraziom  di  EUCLIDE  e  di  BaLTZER  —, 
quello  delle  tre  jìcrperulicolari  —  dimostrazione  di  Faifoper  —  (*), 
quelli  relativi  agli  angoli  a  lati  paralleli  e  alla  somma  delle  faccie  di  un 
angoloide  convesso  —  dimostrazioni  di  EUCLIDE —,  quello  sull'equiva- 
lenza  dei  poligoni  ottenuti  sezionando  piramidi  aventi  uguali  altezze  e 
basi  equivalenti  mediante  piani  paralleli  ai  piani  delle  basi  ed  equidi- 
stjmti  da  questi  —  dimostrazioni  di  Legendre  (**)  e  di  Betti  e  Brio- 
SCHl  —  (***),  ecc.,  e  confronta  tutte  queste  dimostrazioni,  non  sempre 
semplici  e  sposso  indubitatamente  artificiose,  colle  corrispondenti  dimo- 
strazioni naturali  e  facili  che  si  possono  vedere  invece  nelle  opere  preci- 
tate di  De  Paolis  e  di  Lazzeri  e  Bassani). 

Crediamo  così  di  aver  risposto  alle  obbiezioni  del  prof.  Palatini  e 
dei  professori  Sola  e  Ferrari. 

Ma  vi  è  un  altra  obbiezione,  che  non  può  essere  passata  sotto  silenzio; 
ci  fu  fatta,  alcuni  anni  or  sono  dal  prof.  ing.  F.  Rampone,  Preside  del 
R.  Istituto  Tecnico  di  Alessandria,  e  può  formularsi  così  «  La  sepa- 
razione è  un  progresso,  dunque  la  fusione  è  un  regresso  ».  L'obbiezione, 
non  si  può  dissimularlo,  nella  sua  espressiva  brevità,  colpisce  e  pare  in- 
confutabile. 

Con  essa  si  vuol  dire  :  «  hi  questa  questione  della  fusione  è  corso  un 
equivoco.  Chi  la  vagheggia  come  Vultimo  e  il  piti  sapiente  prodotto  del- 
l'arte dell'insegnamento  geometrico,  esamini  piii  attentamente  la  que- 
stione e  trovej'à  che  la  fusione  ne  è  invece  il  primo  rudimento.  Infatti 
il  primo  concetto  geometrico  è  stato  indubitatamente  per  l'uomo  (ente 
ragionevole  a  tre  dimensioni)  quello  dello  spazio,  esistente  in  natura; 
il  concetto  di  piano,  risultato  di  una  proficua  ma  artificiale  astrazione, 
ha  dovuto  dunque  essere  posteriore;  e  pertanto  in  principio,  la  Geometria 
doveva  necessariamente  essere  una  sola  ;  solamente  più  tardi  (le  vie  più 
semplici  sono  ordinariamente  le  più  tarde  a  presentarsi  (****)),  perfezio- 
nata la  facoltà  di  asfcrajre  ed  aflSnato  il  senso  geometrico,  per  comodità 
di  studio  e  per  la  facilità  del  tracciamento  di  segni  per  esempio  sul  limo 
delle  sponde  del  Nilo  o  sulle  arene  delle  spiaggie  mediterranee,  si  è 
trovato  esser  cosa  più  opportuna,  più  perfezionata,  più  semplice,  sepa- 
rare la  geometria  piana  dalla  solida  e  quella  porre  a  fondamento  di 
questa.  Dunque  chi  cerxa  la  fusione  invece  d'andare  avanti,  vuole  tor- 
nare indietro:  e  questo  è  quanto  molti  amanti  della  fusione  non  avevano 
forse  mai  avvertito.  «  NiniL  NOVI  SUB  LUNA  ». 

Noti  il  lettore:  tutte  le  parole  scritte  in  corsivo  nel  capoverso  pre- 
cedente sono  di  Massimo  D'Azeglio  e  si  possono  leggere  in  un  suo 
opuscolo  dal  titolo  QUESTIONI  urgenti,  publ)licato  coi  tipi  del  Barbera 
a  Firenze  nel  1861;  ben  inteso  egli  non  parla  di  fusione  e  separazione 
di  Stereometria  e  Planimetria,  ma  di  ....  Repubblica  e  Monarchia,  È 
forse  questa  la  prima  volta  che  una  questione  matematica  può  trattarsi 
colle  stesse  parole  relative  ad  una  questione  politica,  e  perciò  solamente 


(')  Elementi  di  Geometria,  ed.  10*,  n.  5S1  e  582. 

('•)  Étéuients  de  Geometrie.  Parla  cbez  F.  Didot,  1823,  p.  183,  184. 

(••*)  Appendice  agli  Elementi  di  Euclide.  Firenze,  1868,  p.  415. 

(****)  Aforisma  cìUto  anche  dal  prof.  Palatimi  nella  sua  l*^  obbiezione. 
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ci  è  piaciuto  riportarle  testualmente;  non  si  spaventi  pertanto  il  let- 
tore purus  mathematicus  senza  quel  che  segue;  quantunque  Tobbiezione 
D'Azeglio  sia  della  stessa  forma  e  natura  dell'oblnezione  Rampone, 
non  vogliamo  qui  discutere  la  prima,  ma  bensì  la  seconda. 

Ed  anche  rispetto  a  questa,  pur  riconoscendo  la  gravità  che  essa  può 
avere,  ci  limitiamo  a  domandare:  Ma  è  proprio  vero  che  la  Geometria, 
in  principio,  fosso  una  sola,  e  la  separazione  sia  venuta  più  tardi?  Se, 
come  abbiamo  detto  più  sopra,  delle  due  scienze  sorelle.  Planimetria  e 
Stereometria,  la  seconda  è  dal  punto  di  vista  naturale  e  scientifico  la 
più  gagliarda  e  robusta,  dal  punto  di  vista  cronologico  non  è  forse  a  ri- 
tenersi che  essa  sia  pure  la  sorella  più  giovane,  cosicché  il  vanto  di  essere 
primogenita  debba  spettare  alla  Planimetria?  E  noi  proverebbero  forse 
1  etimologia  dello  atesso  nome  «  Geometria  »,  e  la  nota  osservazione,  che 
con  questa  etimologia  si  collega,  che  la  necessità  di  operazioni  catastali- 
topografiche  fu  il  primo  incentivo  alle  ricerche  geometriche  ?  (*)  Con- 
fessiamo tuttavia  che  non  siamo  in  possesso  di  dati  storici  sufficienti  per 
risolvere  con  sicurezza  questa  questione  «  In  geometria  è  più  antico  il 
metodo  della  fusione  o  quello  della  separazione?  ».  Qualora  si  pervenisse 
a  provare  che  l'opinione,  per  la  quale  propendiamo,  della  minore  anti- 
chità, anzi  della  quasi  attualità  della  fusione  (che  probabilmente,  scien- 
tificamente almeno,  non  risale  più  addietro  del  Monge)  è  realmente 
conforme  al  vero,  Targoraentazione  antifusionistica  del  prof.  Rampone 
cadrebbe  immediatamente  e  percuoterebbe  di  rimbalzo  i  separatisti  me- 
desimi. Ma  del  resto,  dato  anche  che  la  fusione,  o  per  dir  meglio  la  non 
separazione,  fosse  il  metodo  iniziale  e  primitivo,  forsechè  ogni  ritorno 
all'antico  è  da  considerarsi  come  un  regresso?  Forsechè  i  laudatores 
temporis  acti  hanno  sempre  ad  essere  dalla  parte  del  torto?  Per  conto 
nostro  dichiariamo  che  1* intima  convinzione  che  abbiamo  nella  preferi- 
bilità  del  metodo  adottato  da  De  Paolis  non  scemerebbe  in  alcun  modo, 
anche  se  i  separatisti,  scuola  certamente  antica  perchè  anteriore  a  Pla- 
tone (**),  riuscissero  tuttavia  a  provare  che  i  perfezionatori,  i  progressisti, 
i  novatori  sono  essi,  o  per  lo  meno  lo  furono,  e  che  per  conseguenza  i 
retrogradi,  i  rudimentali,  i  ncòfobi  sono  precisamente  i  seguaci  della 
primordiale  fusione. 

E  con  questa  dichiarazione  poniam  termine  alla  presente  relazione, 
seppure  il  benigno  lettore  permette  ancora  che  relazione  si  dica  questo 
scritto,  al  quale  noi  stessi  abbiamo  ritenuto  conveniente   preporre  un 

titolo  di  battaglia  «  Pro  Fusione  »  (♦♦*). 


(*)  La  parola  Geometria,  misura  deUft  terra,  accenna  ad  mio  scopo  pt^imilioo,  ad  una  serie  di 
ricerche,  da  cui  poi  è  sorla  la  scienza  dell'estensione  (Dk  Paolis,  o.  c.  pag.  4G1). 

(**)  Oli  antichi  separarono  la  cognitione  de  piani  della  scienza  de*solidi,  percioehe  quella  chiama- 
rono Geometria,  come  mostra  Platone  n9  i  libri  politici,  et  questa  stereometria.  Mali  moderni, perchè 
la  cognitione  dell'una,  et  dell'altra  scitnza  consiste  intorno  alle  grandezze,  etiandio  con  un  nome  eom- 
mune  l'hanno  chiamata  Geometria,  congiungendo  quelle  insieme,  et  facendone  una  sola  (Commandino,  o.  c. 
retro  pag.  205). 

(***)  E  la  battaglia  non  sarà  perduta  se  vaiTà  ad  indurre  qualche  nostro  collega,  finora  separa- 
tista, a  speriiuenlare  la  fusione;  in  questo  caso  provare  provvisoriamente  vorrà  diro,  potendo,  adottare 
definitivamente,  poichò  di  questo  siamo  corti  *  fra  oli  ayvebsahi  della  fusione  non  ve  ne  e  uno 

OHE  TALE  SIA  DIVENTATO    PER  AVEBNE    FATTO  UNA   CONVENIENTE  E  BFAVOBEVOLB  B8PEB1ENZA    „.  Ed  è 
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Come  relatori  avremmo  dovuto  limitarci,  dopo  riassunte  le  risposte 
alla  questione  V,  a  porre  sotto  agli  occhi  dei  fusionisti  e  dei  separatisti 
le  seguenti  parole  «  Un  cambiamento  spesso  non  è  un  progresso,  come 
dice  una  parte  degli  uomini,  né  un  regresso»  cofne  dice  f altra,  non  un 
vantaggio  né  una  rovina,  ma  un  cambiamento.  Nuli* altro  )►.  (*) 

Brescia  14  Novembre  1897. 

E.  Db  Amicis. 


appunto  nella  speranza  dì  poter  in  qualche  modo  contribuire  a  far  b\  che  del  metx)do  della  fusione 
siano  fatte  in  pratica  più  ampie  e  numerose  prove,  che  allo  scritto  presente  abbiamo  dato  nn^esten- 
sioiio  maggioro  di  quella  clie  sarebbe  convenuta  ad  una  semplice  relazione  sullo  poche  risposte  per- 
venute al  Gomitato  AnW AMoeiaziorM  Jdalheaìa  intomo  aUa  Quéftion»  della  fusione  della  geometrìa 
piana  colla  solida.  Ma,  non  ostante  sitTatta  ostensione  preghiamo  il  lettore  dì  non  voler  considerare 
questo  articolo  come  una  relazione  intorno  a  quanto  fu  scritto  su  questo  dibattuto  argomento  e  tanto 
meno  poi  come  uno  studio  seientlfico-didattico  apposito  e  completo  sulla  predetta  Quattone.  In  un 
tato  studio,  che  avrebbe  dovuto  esser  fatto  da  chi  avesse  voluto  dare  esauriente  risposta  alla  ^im- 
aii<me  medesima  (e  che  ci  auguriamo  sia  fatto  in  seguito,  al  più  presto)  converrebbe  anututto  che 
fossero  nettamente  separato  due  cose: 

1^  ~  La  possibilità  scientifica  di  separare  certe  cose  da  altre,  e  la  necessità  scientifica  di 
riunirle;  poiché  è  necessario  che  ogni  teorema  sia  enunciato  dopo  i  postulati  di  cui  ha  bisogno  nella 
dimostrazione. 

2*.  —  La  convenienza  didattica  di  riunire  o  di  separare. 

Il  primo  punto  specialmente  ò  di  massima  importanza,  perchè  ad  esso  h  subordinato  il  secondo, 
o  perchè,  come  lo  studio  cho  si  è  fatto  in  questo  secolo  sulla  teoria  delle  parallele,  o  Geometria  as- 
soluta, non  è  che  Tanalisi  di  un  postulato,  cos'ilo  studio  che  atiualmente  si  va  facendo  sulla  fusione 
o  separazione  delle  geometrie  piana  e  solida,  sotto  l'aspetto  scientifico  è  l'analisi  di  un  altro  posta- 
Iato,  il  quale  la  richiede  anche  più  acuta  e  più  vasta  e  profonda. 

(*)  Alan-Rene  Lb  Sagb,  Tureattf,  versione  italiana  con  prefazione  di  Gallo  Maboucci.  Roma, 
1884,  p.  13. 


(Estratto  dal  BolMlino  deW Associazione  Mathssis). 
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filUii 


fClTìAVl 


391  393  394  395 


379.  Se  A,A';  B,B';  C,C';  D,D'  sono  quattro  coppie  di  elementi  coniugati  in  una 

involuzione  quadratica  l,  i  coniugati  di  A^,B'iC'   rispettivamente  nelle  involuzioni 

(B,C;D,D'),  (C,A;D,D'),  (A,B;D,D')  sono  un  medesimo  elemento  E;  e  i  coniugati 

rispettivi  di  A,B,C  nelle  involuzioni  (B',C';  D,D'),  (C',A'',  D,D'),  (A',B';  D,D')  cotV 

cidono  nelVelemento  £'  coniugato  ad  K  nella  I. 

Retali. 

Risoluzione  geometrica  del  Prof.  S.  Catania  e  del  sig.  Guido  Fubìni. 

Siano  P,Q,R  i  coniugati  di  A',B  fi'  rispettivamente  nelle  involuzioni  indicate 
nell'enunciato.  Dalla  prima  involuzione  si  ha 

(1)  DD'BA' A  D'DCP  ; 
dalla  seconda 

(2)  DD'AB'AD'DCQ, 

e  dalla  I 

DDBA'AdDB'A. 

Ma  D'DB'AAdD'AB,  quindi  DD'BA' AdD'AB',  e  perciò  dalle  (1)   e  (2)  si 

deduce 

D'DCPAD'DCQ, 
e  quindi  P  =  Q. 

Dalla  2*  e  3*  involuzione  si  hanno  nello  stesso  modo: 

D'CB' A  D'DDAQ,  D'DC'BAdDRA,  da  cui  D'DAQ  A  DD'RA  A  D'DAR, 

e  perciò  Q  =  R. 

Si  dica  E  il  punto  in  cui  coincidono  P,Q,R. 

Si  dimostra  similmente  che  in  un  medesimo  punto  E'  coincidono  i   coniugati 
rispettivi  di  A3»C  nelle  altre  tre  involuzioni  indicate  nelTenunciato. 

Dalle  due  involuzioni 

(B,C;D.D';A',E)  ,  (B',C';  D,D';  A,E') 

si  trae  BDCA'ACD'BE,  B'D'C'A  A  C'DB'E'.  1  primi  membri  sono  proiettivi   a 
causa  dell'involuzione  I;  lo  saranno  perciò  i  secondi,  cioè 

CD'BEAC'DB'E', 
il  quale  risultato  mostra  che  E  ed  E'  sono  coniugati  nella  I. 

Risoluzione  analitica  dei  Prof.  A.  Barozzini  di  Mirandola. 

Sia  il  caso  d'una  involuzione  di  punti;  le  ascisse  di  A,  A',  B....  siano  a,a',b..., 

sarà  allora 

a  a  =bb'  =  ce'  =^  d  d'  =  r'. 


L'involuzione  (B,  C;  D,  D')  ha  per  equazione 


X  y    X  -ry 

1 

he      6  -f  e 

1 

y'       d-\-d' 

1 

=  0, 
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e  il  coniugato  di  A'  ha  un'ascissa  x  data  dalTequazione 

(1) 


he 


h^-c      1 


=  0. 


Così  i  coniugati  di  B',C'   nelle  (C,A;  D,D'),  (A,B;  D,D*)  hanno  per  ascisse  rispet- 
tive quelle  date  dalle  equazioni 


(2) 


r  X    hx  -\-  r^     h 
ca        e  4  o      1 


..« 


r'x    ex  ■¥  ì 


.« 


ah 


a  +  fc      1 


=  0. 


=  0  (3) 

ì"         d-\-d'    \ 

Addizionando  le  (1),  (2),  (3)  ho  un'equazione  che  dà 

r*  —  r''{hc  +  t:a  -\'  ah)  ^  ahc{d-¥  d') 
r*  [d-\-  d'  —  (rt   h  ?>  -f  e)]  4-  a  &  e 

Si  può  verificare  che  tale  valore  soddisfa  le  equazioni  (1),  (2),  (3)  e  dà  l'ascissa 
del  punto  £.  Quella  del  punto  E'  si  ha  mutando  nella  (4)  le  a,  6,  e,  nelle  a'  h'  e* 


(4) 


a 


..V 


o  nelle  —,  y ,  —,  e  si  ha 


e 


X' 


V 
X 


Quindi  E,  E'  sono  coniugati  nella  I.  e.  d.  d. 

In  modo  analogo,  si  procederebbe,  se  si  trattasse  d'una  involuzione  di  raggi 
o  d'una  involuzione  di  piani. 

380.  Determinare  Io  inviluppo  d'un  cerchio,  il  cui  centro  percorre  una  parabola 
data,  e  che  tocca  una  retta  parallela  alla  direttrice.  Trovare  il  punto  di  contatto 
del  cerchio  mobile  col  suo  inviluppo,  e  dimostrare  che  quest*  ultimo  è  pure  lo  invi- 
luppo delle  rette  simmetriche  della  retta  data  rispetto  alle  tangenti  della  parabola. 

Retali. 

Risoluzione  del  Prof.  A.  Barozzinl  di  Mirandola. 

Siano  tracciate  una  parabola,  la  sua  direttrice  d,  una  retta  r  parallela  alla 
direttrice,  un  cerchio  col  centro  M  sulla  parabola  e  tangente  alla  retta  r;  con- 
duco per  M  una  parallela  all'asse  della  parabola  sino  ad  incontrare  le  rette  d,  r 
rispettivamente  in  D,  R.  Se  unisco  il  fuoco  F  della  parabola  con  M,  e  P  è  il  punto 
d'incontro  del  circolo  colla  retta  F  M,  e  facile  vedere  che  è 

FP==DR, 

perchè  M  dista  ugualmente  dal  fuoco  e  dalla  direttrice.  Il  circolo  M  è  dunque 
sempre  tangente  ad  un  cerchio  di  centro  F  e  raggio  DR  (distanza  della  direttrice 
dalla  parallela  r  data).  Tale  inviluppo  passa  anche  pei  punti  (reali  o  immaginari) 
in  cui  r  taglia  la  parabola. 

Se  conduco  la  perpendicolare  a  FP  in  P  fino  ad  incontrare  in  L  la  r,  dai  due 
triangoli  uguali  LMP,  LMR  deduco  che  PL  è  simmetrica  ad  r  rispetto  ad  LM; 
che  LM  è  tangente  alla  parabola,  perchè  passa  per  M  e  vi  biseca  l'angolo  for- 
mato dal  raggio  focale  colla  parallela  all'asse  e  quindi  il  circolo  di  centro  F  e 
raggio  FP  è  pure  inviluppo  delle  rette  PL  e.  d.  d. 

Altre  risoluzioni  del  sig.  G.  Fublnl  e  del  Dott.  G.  Cardoso-Laynes. 
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882.  Luogo  dei  fuochi  delle  parabole  che  toccano  una  parabola  data  ed  hanno 
per  direttrice  una  medesima  retta,  parallela  alla  direttrice  della  parabola  data. 

Retali. 

Risoluzione  dei  Prof.  Giulio  Cardoso-Laynes  di  Livorno. 

Conservando  le  notazioni  adottate  nella  risoluzione  della  questione  880,  sup- 
ponendo che  la  parabola  data  sia  quella  di  cui  si  parla  nella  detta  questione  e  la 
retta  data  sia  la  i%  osserviamo  che  dalPeguaglianza  dei  triangoli  LMP  e  LMR 
segue  che  ML  è  bisettrice  dell'angolo  PMR.  Perciò,  se  immaginiamo  che  una  para- 
bola tangente  in  M  alla  parabola  data,  cioè  avente  per  tangente  ML,  abbia  per 
direttrice  r,  il  suo  fuoco  dovrà  trovarsi  su  MP  per  il  noto  teorema  "  la  tan- 
gente in  un  punto  M  di  una  parabola  è  la  bisettrice  dell'angolo  formato  dai  raggio 
focale  passante  per  M  con  la  parallela  condotta  da  M  airasse^ ,.  £  poiché  inoltre  è 
MR  =  MP  il  punto  P  sarà  il  fuoco  della  parabola  variabile.  Ma  quando  M  scorre 
sulla  parabola  data,  P  si  muove  sul  circolo  che  ha  per  centro  il  fuoco  F  e  per 
raggio  la  distanza  DR  delle  rette  (f,r,  perciò  questo  circolo  è  il  luogo  cercato. 

Altra  risoluzione  analitica  del  medesimo  ed  altra  geometrica  del  sig.  G.  Fubini. 


8S5.  Dimostrare  V  uguaglianza 


V29  +  18  V  5  +  V29  -  13  V5  =  V  2 . 

GÉLIN. 

Risoluzione  del  sig.  Giuseppe  Cavaccliioli. 
Si  ha  identicamente  sviluppando 

(1  4-  V'5)'=  1   f  7  \r5  +  105  -f  175  V^  +  875  +  525  ^5  +  875  +  125  V"5 
=  1856  -f  832  VI  =  64  (29  +  13  V^  =  -^  (^9  4-  13  VT), 

(l  _.V6)' =  1^(29- 13  VT), 


quindi 


294-  13V5=     ^     »;  ;      29-13^5=—  ^ 


2^ 


e  perciò 


\ Ti=      1  +  V  5  'r 

\/29  4-13V5  =  2^V2, 

7 _      1  _  Y's  "  — 

\/29-13V5  =--  2^V2; 


d'onde 


7  — 


y29  4-  13  V  5  +   V29  —  13  V  S  ==  V  2  • 
Altra  risoluzione  dei  Prof.  Barozzini. 


76  PERIODICO   DI   MATEMÀTICA. 

3S9.  Se  ÌH  e  k  sono  numeri  interi  ed  r>l,  ai  ha  N'^'+^'E  N'  (modulo  9). 

BONOLIS. 

Risoluzione  del  sig.  Attilio  Crepas. 

Si  ha 

(1)  N«i'+'-  -  N'  =  N'  (N»''  —  1). 

Distinguiamo  due  casi: 

1".  Sia  N  della  forma  3X.  Allora  N',  purcliè  eia  i'!>l,  è  divisibile  per  9,  e 
quindi  la  (1)  è  divisibile  per  9,  e  perciò,  in  tal  caso,  si  ha 

N6k+r=Nr  (mod.   9). 

2^.  Sia  N  primo  con  9.  Sarà  allora  N^  primo  con  9,  e  quindi  (Y.  questione  372) 
la  sesta  potenza  di  N)^  è  congrua  ad  1  rispetto  al  modulo  9,  e  perciò,  anche  in 
tal  caso,  è 

N6k+r  =  N'  (mod.  9). 

390.  La  quinta  potenza  cCogni  numero  intero  è  congrua  a  0,  o  a  ±  1  rispetto 
al  modulo  11, 

BOKOLIS. 

Risoluzione  del  sig.  Attilio  Crepas. 

Qualsiasi  numero  Noè  divisibile  per  11  o  è  primo  con  11. 
Nel  1*  caso  abbiamo 

N*EO  (mod.  11). 
Nel  2'  caso,  pel  teorema  di  Format,  si  ha 

N»«E1  (mod.  11); 
e  quindi 

N'*E±  l(mod.  11). 

391*  V.  Se  una  conica,  inscritta  nel  triangolo  ABC,  ha  un  fuoco  nel  punto  H 
d*incontrq  delle  altezze,  ha  l'altro  nel  centro  del  cerchio  circoscritto  ad  ABC. 

2  '.  Se  una  conica,  inscritta  nel  triangolo  ABC,  ha  un  fuoco  nel  centro  D  del 
cerchio  inscritto  ad  ABC,  è  un  cerchio. 

3'.  Se  una  conica,  inscritta  in  ABC,  ha  un  fuoco  nel  baricentro  G  di  ABC, 
vuoisi  sapere  quale  è  il  rapporto  delle  distanze  di  due  vertici  di  ABC  dalla  retta 
che  unisce  il  terzo  vertice  al  secondo  fuoco  della  conica. 

Fdbini. 

Risoluzione  del  sig.  Prof.  Retali. 

I  teoremi  1^  e  2^  sono  evidenti,  perchè  i  fuochi  di  una  conica  centrale  inscritta 
nel  triangolo  ABC  son  coniugati  isogonali  rispetto  al  triangolo  e;  V  \\  coniugato 
isogonale  dell'ortocentro  è  il  centro  del  cerchio  circoscritto;  2'  il  centro  del  cer- 
chio inscritto  è  coniugato  isogonale  a  se  stesso.  Quanto  al  3''  basta  osservare  che 
il  coniugato  isogonale  del  baricentro  G  è  il  punto  di  Lemoine  L  del  triangola 
ABC:  ne  segue  che  il  rapporto  p.  es.  delle  distanze  dei  vertici  A  e  B  dalla  retta 
CL  è  6*:  a\ 

Altra  risoluzione  del  sig.  Radolfe. 
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Risoluzione  e  general izzaziono  delle  questioni  393,  394  del  sig.  Eugenio  Strocchi. 

Col  simbolo  Xmykyr  indicheremo  il  numero  delle  disposizioni  a  A;  a  A;  di  m  ele- 
menti ai,ai,..  .Om,  nelle  quali  nei  primi  r  posti  non  vi  è  nessun  elemento  che 
occupi  il  posto  dato  dal  proprio  indice  ;  qualche  volta  col  simbolo  stesso  indiche- 
remo per  brevità  le  medesime  disposizioni. 

Si  prendano  gli  m  —  1  elementi  ai  a%  . ,  .ar-i  dr+i . . .  On,  e  se  ne  considerino 
le  disposizioni  a  A;  —  1  ak  —  1,  in  numero  di  Xm  .  i ,  k  - 1  »  r  - 1 1  nelle  quali  nei  primi 
r  —  1  posti  nessun  elemento  occupa  il  posto  dato  dal  proprio  indice;  in  ognuna 
di  queste  si  ponga  Or  all'»*^  posto;  in  tal  modo  si  hanno  tutte  le  disposizioni  di  m 
elementi  a  A;  a  X;  in  cui  nei  primi  r  —  1  posti  nessun  elemento  occupa  il  posto  dato 
dal  proprio  indice,  mentre  ar  è  alì'r^  posto. 

Per  avere  le  Xmtkir  bisogna  evidentemente  escludere  dalle  Xmik^r-ii  quelle 
che  contengono  a,  air#'®  posto;  ma  si  è  visto  che  queste  sono  in  numero  di 
Xm-i,  k.i  yr-i,  quindi  si  ha 

dove  si  suppone  evidentemente  m^k^r. 
E  facile  persuadersi  che  è: 

Xm ,  k  ,  1  *=  Dm ,  L  —  Dm  -l)k-l    SO   A:2>1 
Xm  »  k  »  1  =  Dm  fk  —  1  80   A;  ^  1 . 

Avremo  dunque,  mediante  la  (1), 

Xm,k,8  =  Dm,k  —  Dm  -  1  ,k-l  —  (Dm-l,k-l  —  Dm-8>k-a)  == 

=  (Q)Dm,k—    (  j  lDm-i,k-l  +  (2)l^™-2'k-J 

Xm,k»f  ==  Dm,k  —  Dm-  l,k  -1  —  (Dm  -  l,k-l  —  1)  = 

a  seconda  che  è  k  maggiore  od  eguale  a  2. 

Così  procedendo,  con  un  calcolo  molto  facile  si  giunge  alle  seguenti  formole 
generali: 

Xm,k»h  =  l  «  1  Dm,k  —  I  -  1  Dm-l,k-l  +  I  ^  1  Dm  -  S,k-2  •  •  •  "h  ( —  1)**  (  ,   1  Dm- h,k  -  h 

X„,k,h-(J)D„,k-(5)D„..,k-i  +  (2)l>--..i-»---  +  (-l)''(J).l 

a  seconda  che  è  k'^h  oppure  k  =  h. 

Queste  due  formole  possono  unirsi  in  una  sola  ponendo  Ds,o'*=l)  qualunque 
sia  8. 

Possiamo  dunque  enunciare  il  seguente 

Teorbma.  —  Il  numero  delle  disposizioni  a  k  ak  di  m  elementi  ai . . .  am;  nelle 
quali  nei  primi  h  posti  nessun  elemento  occupa  il  posto  dato  dal  proprio  indice  è 


s  (-i)'rjD.„.„k-,. 

Nella  dimostrazione  di  questo  teorema  è  inclusa  quella  del 


78  PERIODICO   DI  MATEMATICA. 

CoBOLLA&io  1*.  -*  Il  numero  delle  dieposizioni  di  m  elementi  ai . . .  ««»  a  k  ak, 
nelle  quali  nessun  elemento  occupa  U  posto  designato  dal  proprio  indice  è: 

S     (-1)       *    D„_r,i_,. 

Si  ha  poi  finalmente,  facendo  hs=ak'=^m,  il 

CoBOLLABio  2\  —  Il  numero  delle  permutazioni  di  m  elementi  ai  . .  .am»  nelle 
quali  nessun  elemento  occupa  U  posto  designato  dal  proprio  indice,  è 

m  ' 


rmmo  '  * 


Ora  siamo  in  grado  di  risolvere  la  seguente  qntstione: 

Entro  un  urna  sono  m  paUe  numerate  P|,  P, . . .  Fm,  e  se  ne  estraggono  k,  una 
alla  volta.  Probabilità  che  una  almeno  sorta  nelVoì'dine  dato  dal  proprio  nuntero. 

Estraendo  k  palle,  e  tenendosi  conto  dell'ordine,  noi  potremo  formare  egual> 
mente  una  qualunque  delle  disposizioni  a  A;  a  A;  delle  m  palle,  cosicché  i  casi  possi- 
bili sono  in  numero  di  Dai>k.  Sono  favorevoli  quei  casi,  in  cui  almeno  una  palla 
sorta  neirordine  dato  dal  proprio  numero;  tali  casi  sono  (1^  Cor.)  in  numero  di 

La  probabilità  cercata  è  dunque 

D„,,k-'^Ì     (-l)'(*)D„_r,k-r 
rsssQ  \^  /        

Dni,k 

_k      kjk^l)    1         A;(A:-l)(A;-2)     I  k(k'-l),..[k-(k'-ì)]      1 

m     wi(m-l)2!'^m(iM-l)(w-2)  3!    "'^^    ^       m(m-l)...[m-(w-l)]   A;!  ' 

Se  si  fa  k  =  m,  la  probabilità  diventa 

A  questo  risultato  si  poteva  giungere  applicando  direttamente  il  2*  corollario. 

Si  noti  che  se  nell'ultimo  risultato  si  cambia  m  in  m  -f  1  1a  probabilità  au- 
menta 0  diminuisce  secondo  che  m  ò  dispari  o  pari;  cosicché  aumentando  m  suc- 
cessivamente di  una  unità,  la  probabilità  oscilla,  ossia  subisce  degli  aumenti  e 
delle  diminuzioni. 

Se  si  fa  m  =3  oo  ,  la  probabilità  è  data  dalla  somma  s  della  serie 

ì 1_        1 1_ 

1!        2!  ''■  8!        4!  "^    * 

Tale  serie  è  [Cesare,  Analisi  Alg.  pag.  128,  §  9]  convergente,  ed  ha  per  somma 


1  =  1  -.  <5-i  =  1  _-  i  =  ^  —  ^  ^  1,718281828459045 


e  e  2,718281828459045 

Si  può  trovare  questo  valore  di  s,  anche  osservando  che  essa  è  il  limite  co- 
mune delle  due  serie 

/l         1\         /  1  1 \ 

-h  ... 


\1!       a!/        l3!        A\l 
1!        l2!       3!/        \V.       b\l 
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I  termini  della  1^  serie  sono  tutti  positivi,  quelli  tra  parentesi  della  2*  sono 
pure  positivi,  dunque  la  probabilità  per  mas  oo  è  compresa  tra  0  e  1;  non  solo, 
ma  ò  sempre  compresa  tra  la  somma  di  un  numero  qualunque  di  termini  della 
1*  serie  e  la  somma  di  quanti  si  vogliano  termini  della  2*. 

La  somma  dei  primi  4  termini  della  1*  serie  è  =  0,631125 . . . 

Cosicchò  la  probabilità  è  compresa  tra  0,631125  e  0,631129  e  si  può  prendere 

4 

eguale  a  0,681125  coirapprossimazione  di  t^tt  per  difetto. 

Abbiamo  così  risoluto  la  seguente  quistione  proposta  dal  Periodico: 

393.  Entro  un* urna  sono  n  poUlé  numerate  (P^  P, . . .  P»)  e  sì  estraggono  tutte 
ad  una  alla  volta.  Probabilità  che  una  almeno  sorta  nelVordine  dato  dal  proprio 
indice.  Caso  rf *  n  =■  e» . 

Barozzini. 

Possiamo  ancora  risolvere  la  seguente  quistione: 

Date  due  urne  contenenti  cictscuna  m  palle  numerate,  se  ne  estraggono  due  alla 
volta,  una  per  ciascuna  urna.  Probabilità  di  estrarre  insieme  due  palle  collo  stesso 
numero. 

Quando  avremo  levato  tutte  le  palle,  avremo  formato  tanto  con  quelle  di 
un'urna,  quanto  con  quelle  dell'altra,  una  permutazione  delle  m  palle.  E  dunque 
possibile  di  associare  fra  loro  due  permutazioni  qualunque  delle  m  palle;  quindi 
il  numero  dei  casi  possibili  è  (wt/)*. 

Si  prenda  una  permutazione  qualunque  delle  m  palle  della  1*  urna,  e  sia 
a^a^. .  .Orni  tale  permutazione  potrà  unirsi  ad  una  qualunque  delle  permutazioni 
delle  m  palle  date,  ossia  delle  stesse  palle  a^,a^f . .  .am. 

Si  avrà  un  caso  favorevole  ogni  volta  cbe  alla  permutazione  presa  ne  asso- 
deremo una  che  contenga  qualche  elemento   nel   posto  dato  dal   proprio   indice: 

ora  tali  permutazioni  sono  in  numero  di  m!  —  m!    2    (—1)'  —  .  Cosicché  il  nu- 
mero  totale  dei  casi  favorevoli  è 


,„/).[i -;£"(-. ).±] 


»•  =  O  '  •  f  as  1  '  • 


Le  probabilità  domandate  dalle  questioni  ultima  e  penultima  sono  dunque 
eguali. 

Se  neirultima  probabilità  trovata  si  fa  »ii=a40,  si  ha  la  soluzione  della  qui- 
stione seguente  proposta  dal  Periodico: 

394.  Dati  due  mazzi  di  carte,  se  ne  estraggono  due  alla  volta,  una  per  ogni 
mazzo.  Probabilità  che  sortano  insieme  due  carte  uguali. 

Barozzini. 
Altre  risoluzioni  del  sig.  D'Ormea. 
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395.  Siano  e  e  e'  due  circoli  posti  nello  stesso  piano,  che  abbiano  per  centri 
rispettivamente  C  e  C,  e  s*  incontrino  in  due  punti  H,  K.  Immaginando  un  trian- 
golo variabile  MNP,  tale  che  i  lati  MN,  MP,  NP  passino  ispettivamente  per  H,  C,  C 
ed  i  vertici  M,  N  siano  rispettivamente  su  e  e  e',  dimostrare  che  il  luogo  del  terzo 

vertice  P  è  il  circolo  che  passa  per  C,  C  e  K. 

Cardoso-Laynbs. 

Risoluzione  del  sig.  Eugenio  Strocchi. 

I  diametri  di  e  e  e'  passanti  per  K  incontrino  i  due  cerchi  rispettivamente  in 
M^N';gli  angoli  EHM',EHN'  essendo  retti,  le  corde  M'H,  HN'  sono  per  diritto, 
ossia  E  è  un  punto  del  luogo. 

Consideriamo  una  posizione  qualunque  di  P  e  distinguiamo  due  casi,  a  seconda 
che  P  cade  o  no  dalla  stessa  parte  di  E  rispetto  alla  retta  CC. 

Nel  1^  caso  sia  Q  il  punto  d'incontro  dei  segmenti  M'E,NP  (o  a  seconda  del 
caso  N'E,  MP). 

Si  ha  evidentemente 

MÌTm'  =  NHN' , 

MCM' =  2  .  mIÌM' ,     n6n=2.NHN'. 
Quindi 

PCQ  =  MCM'  =  NC^N'  =  E'C'Q. 
Ed  essendo  CQP  =  C'QE,  risulta 

MPN  =  M^N', 

ossia  P  si  trova  sul  circolo  dei  tre  punti  C,  C,  E. 

Nel  2^  caso,  l'angolo  NC  N  è  eguale  al  doppio  del  supplemento  di  NHN',  os- 
sia al  doppio  di  MHM*. 

Ma  anche  MCM'  è  doppio  di  MHM',  dunque 

NC^N'  =  MCÌI'  —  PCE. 

Dunque  gli  angoli  PCE,  PCE  sono  supplementari,  quindi  sono  supplementari 
nuche  gli  altri  CPC',  CEC;  ossia  P  è  un  punto  del  cerchio  passante  per  C,  C,  E. 

Altre  risoluzioni  della  signora  Dott.  Ersilia  Bisson  e  del  sigg.  E.  Stretti,  F.  Celestri, 
L.  D'Ormea,  Radolfe  e  RR.  Bello. 

896.  Sia  data  la  parabola  x'  -l-2hy(l  -j-  cos2a)  —  2hxsen2a=3  0,  che  ha 
lasse  di  figura  parallelo  al V asse  delle  y.  Dimostrare,  essendo  gli  assi  ortogonali, 

V  che  a.  è  Vangalo  che  la  tangente  alla  parabola  nell'origine  forma  con 
Vasse  positivo  delle  x; 

2'  che  staccando  sidVas^e  delle  y,  a  partire  dalV origine,  un  segmento  OA  =  h, 
la  parallela  aliasse  delle  x  condotta  da  k  è  la  direttrice  della  parabola; 

3"  descrivendo  su  di  OA  come  diametro  una  semicirconferenza  che  incontri 
in  B  la  tangente  alla  curva  nell origine,  la  parallela  condotta  da  B  aliasse  delle  x 
è  la  tangente  alla  parabola  nel  suo  vertice; 

4"  se  questa  tangente  incontra  in  C  lasse  delle  y,  prendendo  il  segmento  BD 
uguale  ed  opposto  a  BC,  sarà  D  il  vertice  della  parabola) 

5'  congiiingendo  A  con  B  e  prolungando  questo  segmento  AB  di  altrettanto 
in  F,  sarà  F  il  fuoco  drlla  parabola; 

6'  il  luogo  dei  vertici  di  tutte  le  parabole,  che  si  ottengono  dall equazione 
data  lasciando  inalterato  h  e  facendo  variare  ol  con  legge  di  continuità,  è  una  el- 
lisse che  ha  per  asse  minore  il  segmento  OA  =  h,  e  lasse  maggiore  uguale  a  2h; 
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V  in  questa  stessa  ipotesi  di  a  variabile  ed  h  costante  il  luogo  dei  fuochi  di 
tutte  le  parabole  è  un  circolo  di  centro  ó  e  raggio  h; 

8'  nella  stessa  ipotesi  l'inviluppo  di  tutte  le  parabole  è  un'altra  parabola 
avente  il  vertice  in  A  ed  il  fuoco  in  0; 

9*  il  luogo  dei  vertici  di  tutte  le  parabole,  che  si  ottengono  dalla  equazione 
data  lasciando  invariata  oc  e  facendo  variare  h  con  legge  di  continuità,  è  una 
retta  che  passa  per  Vorigine  e  divide  per  metà  le  ordinate  della  tangente  alla  pa- 
rabola nell'origine  ; 

lO*^  nella  stessa  ipotesi  il  luogo  dei  fuochi  di  tutte  le  parabole  è  una  retta 
che  passa  per  Vorigine  ed  è  perpendicolare  alla  retta  che  forma  un  angolo  uguale 
a  ^a  con  Vasse  positivo  delle  x; 

ÌV  nella  stessa  ipotesi  l'inviluppo  di  tutte  le  parabole  è  la  retta  che  passa 
per  Vorigine  e  forma  un  angolo  uguale  ad  a  con  Vasse  positivo  delle  x. 

BONOLIS. 

Risoluzione  del  Prof.  Giulio  Cardoso-Laynes. 

I.  La  tangente  nelTorigine  delle  coordinate  ad  una  conica 

(1)  a^,  a?'  +  2a,,  xi/  +  ff„  v'  +  2«^,  a?  +  2  «„  ?/ « 0 
e 

quindi  nel  nostro  caso,  essendo 

(2)  x"*  +  2hy(ì  +  oos  2a)  —  2hx  sen  2a  =  0 

l'equazione  della  conica,  quella  della  tangente  neirorigine  sarà: 

y  (1  -f-  cos  2a)  —  x  sen  2a  =  0 
cioè 

(3)  ìj  =  x  fg  a, 

ciò  che  prova  la  1'  parte  della  questione. 

II.  La  direttrice  della  (1)  è  data  da 

A     -I-  A 

dove  con  Ar»  s'indicano  gli  elementi  reciproci  di  a^  nel  discriminante  della  (1), 
perciò  nel  nostro  caso  essendo 

A,,«-/j*(l-f  cos2a)*,     A„  =  -;i»sen*2a,     A^3==0,    A„  =  — ^(1  +  cos2a), 

avremo 

hUl  +co8  2a)«  4-8en"2a} 
1/  =  — ^^ cioè        y  =  h 

2  (1  4-  cos  2a) 

dunque  la  direttrice  della  (2)  è  la  parallela  condotta  dal  punto  A  =  (0, /})  all'asse 
delle  X. 

III.  11  circolo  che  ha  per  diametro  OA,  ha  per  equazione 

(4)  X'  f  y^  -  hij  =  0 . 

Questo  incontra  la  retta  (3)  nei  punti  le  cui  ascisse  son  radici  dell'equazione 

x'{\  +tg«a)  =  ;i/7tga, 
cioè     ic,  =  0  Q    x^=^h  sen  a  cos  a 
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e  perciò  le  ordinate  corrispoudenti  sono 

Vi  ■■  ^  «     y,  ==  A  sen*  a . 

Dunque  il  circolo  (4)  e  la  retta  (3),  oltre  che  neirorigiue,  s'incontrano  nel  punto  B 
che  ha  per  coordinate 

(5)  x-s^h  sen  a  eoa  a ,       y  =  A  sen*  a. 
Ora  osserviamo  che  Tasse  della  parabola  (1)  è  dato  da 

«Il  +  «« 

cioè  nel  nostro  caso, 

(6)  x  =  h  sen  2x , 

e  perciò,  dovendo  il  vertice  D  essere  il  punto  d'incontro  (a  distanza  finita)  della 

(6)  con  la  (2),  avrk  per  coordinate 

(7)  ar»/isen2a,        y  =  Asen'a; 

ed  allora  facilmente  si  vede  che  la  tangente  nel  vertice  D  è  la 

if^h  sen*  a 

la  quale,  come  si  vede  dalla  (5)  è  la  parallela  condotta  da  B  all'asse  delle  x. 

IV.  La  tangente  nel  vertice  incontra  l'asse  delle  y  nel  punto  G  =  (0, /i  sen*a). 
Dalle  (ò)  (7)  è  evidente  che  B  è  il  punto  medio  di  CD. 

y.  Sia  F  =  {Xf^,ij„)  il  fuoco  della  parabola.  Poiché  il  vertice  D  ha  per  coordi- 
nate le  (7),  ed  il  punto  d'incontro  dell'asse  della  parabola  con  la  direttrice  y^^h 
ha  per  coordinate  (Asen2a,  A)  avremo 

(8)  x^  =  h  sen  2a, 

e  y„  deve  essere  tale  che  sia  A  sen*  a  = — — =^,  cioè 

(8)  jf/p  »  —  A  cos  2a. 

Le  coordinate  dei  fuochi  possono  anche  trovarsi  direttamente  per  mezzo  delle 
note  equazioni 

che  nel  nostro  caso  divengono  rispettivamente 

(a?  —  *  sen  2(x)*—  A*  (1  4-  cos  2a)*-=a?*H-  2%  (1  -f  cos  2  a)  —  2hìS  sen  2a 
e 

{x  —  h  sen  2a)  (1  -f  cos  2a)  A*«=  0. 

La  seconda  infatti  dà  subito  a^ae  A  sen  2a,  e  la  1*  che  per  la  2*  può  facilmente 
ridursi  alla  forma 

2y  (1  4-  cos  2a)  —  ;*  sen*  2a  +  7*(1  +cos  2a)*=  0 

dà  //  =  —  h  cos  2  a. 

Ora  osserviamo  che  essendo  A  =  (0,  ^)  e  F  =  (/i  sen  2a,  —  h  cos  2x)  il  punto  B 
le  cui  coordinate  son  date  dalla  (5)  è  evidentemente  il  punto  medio  di  AF. 
VI.  Eliminando  a  dalle  (7)  si  ha 

c'^ 4v  (h  —  ;/) 

T'~         1? 
cioè 

x"  4-  4//  —  4  fcy  =  0 
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la  quale  equazione  rappresenta  un  ellisse  dì  centro  (O,  — j  .  Trasportando  l'ori- 
gine degli  assi  in  questo  punto  con  una  semplice  traslazione,  l'equazione  prece- 
dente diviene 


'■  (4) 


dalla  quale  si  vede  chiaramente  che  le  lunghezze  degli  assi  sono  rispettivamente 
2h  e  //. 

VII.  Eliminando  invece  a  dalle  (8),  (8')  che  danno  le  coordinate  dei  fuochi,  si  ha 

«•  +  y'  =  h' 

cioè  Tequazione  del  circolo  di  raggio  h,  che  ha  il  centro  nell'origine. 

Vili.  Vediamo  ora  qual'è  l'inviluppo  delle  parabole  al  variare  di  a. 

Dalla  (2)  si  ha 

\  fi 

~  =*  —  4thiì  sen  2a  —  4hx  cos  2a. 

òf                                         X 
L'equazione  y-  =  0  dà  tg  2a  =» 

e  quindi 

cos  2a  =  ±  — ;=  ,     sen  2a 


e  sostituendo  questi  valori  nella  (2)  si  ha 

x^  ■¥  2hj  ±  2h  V«*  -f  y*  «  0 
cioè 

la  quale  si  scinde  nelle  due  seguenti 

Quest'ultima  rappresenta  una  parabola.  Trasportando  con  una  traslazione  l'origine 
in  (0,  h)  la  precedente  equazione  diviene 

a;*  =  —  4  h;f 
la  quale  ci  mostra  che  À  è  il  vertice  della  parabola  e  che,  il  parametro  essendo 
2hf  il  fuoco  sarà  alla  distanza  h  dal  vertice,  e  poiché  tale  distanza  va  contata  nel 
senso  negativo  delle  ordinate,  il  fuoco  sarà  in  0. 

X  li 

IX.  Dalle  (7)  eliminando  h  si  ha  r-  = r—  cioè  x  sen  a  —  2/  cos  a  =  0, 

sen  2a       sen'  a 

da  cui 

X  f/ 

X.  Dalle  (8),  (8')  eliminando  h,  si  ha  invece — | ~-  =  0  cioè 

sen  za      cos  òoi. 

1 


XI.  Finalmente  dalla  (2)  si  ha 


'J — IF2^'- 


-L.  «  2^  (1  +  cos  2a)  —  2x  sen  2a 


e  perciò  la  -rr  =  0  ci  dà 


sen  2a 

u  ^=  X : —  =  a;  tg  a. 

^  1  -+-  cos  2a  ® 


Altra  risoluzione  del  sig.  Radolfe. 
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QUISTIONI  PROPOSTE 


/"."> 


^ì 


•  s 


354.  (*)  Dati  in  un  piano  due  cerchi,  la  conica  k*  avente  per  fuochi 
i  loro  centri,  e  inscritta  nel  quadrilatero  delle  tangenti  nei  punti  al 
finito  comuni,  è  bitangente  al  cerchio  radicale  dei  cerchi  dati:  il  luogo 
dei  punti  di  mezzo  delle  corde  (reali  o  ideali),  che  le  tangenti  di  k* 
staccano  nei  due  cerchi,  è  il  cerchio  radicale. 

381.  (*)  Due  parabole  omofocali  hanno  le  direttrici  parallele,  ed  r 
è  la  bisettrice  della  striscia  formata  da  queste  direttrici:  dimostrare 
che  lo  inviluppo  delle  rette  simmetriche  di  r  rispetto  a  una  tangente 
variabile  dell'una  o  dell'altra'  parabola  e  un  medesimo  cerchio 

V.  Retali. 

397.  Un  determinante  Dn  di  ordine  yi,  in  cui  un  termine  qualunque 
ar,s  è  nullo,  se  r  ed  s  differiscono  tra  loro  per  più  che  un'unità,  di- 
venta (—  l)"Dii,  se  si  cambiano  di  segno  gli  elementi  della  diagonale 
principale.  Se  n  è  dispari  ed  i  termini  principali  sono  anch'essi  nulli, 
li  determinante  D„  è  nullo. 

G.   FUBINI. 

398.  Se  A,  B,  C  souo  i  punti  di  fuga  di  3  rette  2  a  2  ortogonali 
sopra  un  piano  o  d'una  rappresentazione  prospettiva,  e  sono  rispet- 
tivamente 0,  R  il  centro  ed  il  raggio  del  cerchio  di  distanza,  si  ha 
identicamente 

-A-  -i.  JL      J_  _  /J_V 

OA''  "^  OB^  "^  ou*  ""  l  R  ;  • 

In  che  senso  questa  quistione  si  può  considerare  come  un  corol- 
lario della  quistione  293? 

A.  Del  Re. 

399.  Un  punto  A  percorre  una  cuiLva  /"(a;,  y)  =•  0;  un  altro  punto  B 
si  muove  in  modo  che  restino  costanti  la  distanza  BA  e  l'angolo  che 
il  raggio  vettore  BA  fa  colla  tangente  della  traiettoria  di  B. 

Si  domanda  in  qual  modo  si  può  determinare  V  l'equazione  della 
traiettoria  di  B,  2°  il  rapporto  delle  velocità  di  B  ed  A. 

Si  studi  particolarmente  il  caso  in  cui  A  percorre  una  retta  con 
moto  uniforme. 

(Questo  problema  si  presenta  nel  caso  che  una  nave  voglia  inse- 
guirne un'altra,  mantenendosi  a  distanza  determinata  da  essa  e  rile- 
vandola sotto  un  angolo  determinato). 

400.  Un  punto  A  percorre  una  curva  f{x,y)  —  0  con  velocità  V. 
Un  punto  B  percorre  con  velocità  V  una  curva  tale  che  in  ogni 
istante  la  tangente  in  B  passi  per  il  punto  A.  Si  domanda  come  si 
possa  trovare  l'equazione  della  traiettoria  di  B.  Si  studi  il  caso  par- 
ticolare in  cui  A  percorre  una  retta  o  altri  casi  particolari. 

6.  Lazzeri. 


(*)  II  prof.  Barozziiii  scrisse  alla  Direzione,  notando  che  gli  enunciati  dello  quistioni  354,  381 
erano  inesatti:  contemporaneamente  Tautore  delle  medesime  prof.  Retali  inviò  gli  enunciati  rettificaU, 
che  qui  pubblichiamo.  (Xoti$  del  Direttore). 
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401.  Determinare  lo  inviluppo  di  un  cerchio,  il  cui  centro  per- 
corre una  curva  piana  C,  e  che  tocca  una  retta  fìssa  r  del  suo  piano  : 
trovare  il  punto  di  contatto  del  cerchio  mobile  col  suo  inviluppo;  e 
dimostrare  che  quest'ultimo  è  pure  lo  inviluppo  delle  rette  simmetriche 
di  r  rispetto  alle  tangenti  di  C.  Esaminare  il  caso  particolare  in  cui 
G  è  una  conica. 

V.  Retali. 

402.  Il  luogo  geometrico  del  vertice  di  un  triangolo,  di  cui  la  base 
rimane  fissa  e  nel  quale  gli  angoli  ad  essa  adiacenti  differiscano  co- 
stantemente di  90^  è  una  iperbole  equilatera. 

E.  Piccioli. 

403.  Siene  e  q  e  due  circoli  posti  nello  stesso  piano,  che  s'incon- 
trino in  due  punti  H  e  K. 

Considerando  un  triangolo  variabile  AMB,  il  cui  lato  AB  passi 
per  n  e  gli  altri  due  lati  AM,  BM  sieno  tangenti  rispettivamente  ai 
circoli  e  Q  e  nei  punti  A  e  B,  dimostrare  che  il  luogo  del  terzo  ver- 
tice M  è  una  cardioide  che  ha  per  regresso  il  punto  K. 

404.  Il  luogo  dei  fuochi  di  tutte  le  iperbole  equilatere  di  un  piano, 
concentriche  in  0  e  passanti  per  uno  stesso  punto  M  è  la  lemniscata 
di  Bernoulli  che  ha  il  centro  in  0  e  un  fuoco  in  M. 

G.  Caudoso-Laynes. 


-♦♦^ 


BIBLIOGRAFIA 


A.  Socci  e  G.  ToLOMEi.  —  Gli  elementi  di  Euclide.  —  Firenze,  Succ. 
Le  Monnier,  1897. 

Pensando  cbe  tal  uni 'professori  continuano  tuttora  a  tener  per  guida  nell'in- 
segnamento gli  *  Elementi  di  Euclide,  ,  c'è  da  domandarsi,  e  con  ragione,  se  in 
tanti  secoli  la  Geometria  non  abbia  affatto  progredito  e  se  nessun  trattato  mo- 
derno sia  scientificamente  e  didatticamente  pregevole.  Che  il  testo  euclideo  puro 
e  semplice  abbia  molte  lacune  e  molti  difetti  è  fuori  di  dubbio:  va  dunque  ampliato 
e  corretto  per  adattarlo  alle  nostre  scuole,  ma  allora  di  Euclide  che  cosa  resta?... 
Questo  ho  voluto  notare  perchè  mi  sembra  giasto;  ma  siccome  vi  son  sempre  in 
Italia  molti  insegnanti,  che  stimano  conveniente  adottare  il  testo  euclideo,  era 
davvero  sentito  il  bisogno  di  una  nuova  edizione  dell'opera  del  grande  geometra 
greco;  perciò  non  fuori  di  proposito  è  uscita  dalla  casa  editrice  Le  Monnier  di 
Firenze  una  nuova  edizione  degli  elementi  di  Euclide,  per  cura  dei  professori  Socci 
e  Tolomei. 

Questa,  per  certi  riguardi  è  superiore  alle  altre  precedentemente  ^  pubblicate. 
In  essa  infatti  gli  autori  non  hanno  conservato  il  testo  secondo  la  traduzione  del 
Viviani,  ma  l'hanno  migliorato  assai  stilisticamente,  hanno  cambiato  alcune  de- 
nominazioni che  più  non  si  confacevano  all'uso  moderno,  come  ad  es.  retta  per 
segmento f  figure  egiuili  per  equivalenti  ecc.;  hanno  aggiunto  quei  postulati  che  in 
Euclide  erano  ammessi  tacitamente  e  così  pure  molti  teoremi  e  corollari  che  man- 
cavano nel  testo,  e  le  dimostrazioni  di  questi  sono  condotte,  in  generale,  con  rigore 
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scientifico.  E  stata  aggiunta  ancora  un'appendice  sulla  **  Misura  ,  e  riordinate  e 
collegate  le  proposizioni  di  Geometria  solida,  colmandone  le  lacune. 

Certamente  il  libro  dei  prof.  Socci  e  Toloniei  non  è  privo  di  mende,  che  spero 
vedere  tolte  in  una  prossima  edizione.  Accennerò  alla  poca  precisione  nel  dare  alcune 
definizioni  come,  ad  es.,  quella  di  rette  parallele:  (L.  I,  pag.  70)  Due  rette  si  di- 
cono xìaraìltUf  quando.,.,  cioè  frolunoatk  indbfinitambntb....  non  s  incontrano  e 
quest'ultra:  (pag.  10)  un  punto  0  si  dice  esterno  (ad  un  segmento)  quando  si  trova 
sul i)rolungamento  del  segmento.  Noterò  ancora  che  a  pag.  1  e  2  è  detto:  *  U  limite... 
che  separa  due  parti  di  uno  stesso  corposi  chiama  superficie  ,  e  't/  limite  che  separa 
due  parti  di  una  superficie...  si  chiama  linea  ,.  Queste  definizioni,  quantunque  si 
trovino  in  quasi  tutti  i  trattati  di  geometria,  non  mi  sembrano  esatte:  per  esse  infatti, 
ad  es.,  ciò  che  separa  le  due  falde  di  uua  superficie  conica  sarebbe  una  linea  ociò 
che  separa  i  due  solidi  corrispondenti  sarebbe  una  superficie,  mentre  è  chiaro  che 
in  questo  caso,  tanto  le  due  parti  contigue  di  superficie,  quanto  le  due  parti  contigue 
di  solido  sono  separate  da  un  punto;  analogamente  si  potrebbero  citare  altri  esempi. 

Cosi  pure  alcuni  enunciati  di  teoremi  sono  inesatti,  come  ad  es.  quello  della 
Prop.  A  del  1^  libro:  3)  di  due  segmenti  obliqui,  m^KOVALumuTE  distavti  dal  piede 
della  perpendicolare,  il  più  lontano  è  il  maggiore:  anche  ammettendo  che  in  Geo- 
metria la  frase  *  segmento  più  o  meno  lovt avo  da  un  punto  ,  abbia  un  significato 
non  sarebbe  certo  quello  che  le  danno  gli  A. 

Un  errore  assai  grave  trovasi  a  pag.  27  dove  è  detto:  ....  tuia  retta  è  indivi- 
duata da  due  sole  condizioni....:  ciò  non  è  vero  sempre;  analiticamente  parlando 
sarà  vero  quando  le  coudizioni  date  sieno  traducibili  in  relazioni  lineari  fra  le  due 
indeterminate  dell* equazione  di  una  retta,  ma  soltanto  allora;  del  resto,  in  Geo- 
metria elementare  quella  proposizione,  anche  se  fosse  vera,  come  potrebbe  giu- 
stificarsi ? 

Tralasciando  di  notare  altre  mende  che  ho  riscontrato,  come  conclusione  dirò 

che,  secondo  il  mio  debole  parere,  nelle  scuole  classiche  possono  con  più  profitto 

usarsi  dei  buoni  trattati  moderni  di  Geometria,  ma  volendo  adottare  un  rifacimento 

più  o  meno  fedele  degli  *  Elementi  di  Euclide,  ,  il  libro  dei  Prof.  Socci  e  Tolomei 

è  certo  il  più  indicabile. 

Dott.  G.  Cabdoso-Laynbs. 


-•♦^ 


DA  GIORNALI  E  RIVISTE 


Dal  Zeitschrift  filr  mathematischen  und  naturwissenschaftìichen  Unterricht. 

Il  problema  delle  3  bisettrici. 

Nel  fascicolo  8  (Heft  8.  Dez.  1896)  del  "  Zeitschrift  etc...  ,  il  Prof.  Heymann 
invitava  i  colleghi  a  studiare  la  questiono  di  determinare  i  3  lati  a,  b,  e,  di  un 
triangolo,  conoscendo  di  grandezza  le  3  bisettrici  ir»,  iVh,  Wc. 

Questa  stessa  questione  era  stala  posta  nella  *  Rivista  matematica  ,  di  Peano 
Voi.  II,  pag.  34  sotto  la  forma  seguente: 

Costruire  il  triangolo  avente  per  bisettrici  interne  tre  segmenti  dati,  usando 
soltanto  di  rette  e  circoli.  In  caso  d'impossibilità  provarla. 

Nella  successiva  annata  del  *  Zeitschrift  etc.  [1897]  sono  comparsi  due  articoli 
riguardanti  la  questione  enunciata  che  credo  utile  riassumere. 
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* 


Di'.  A  KoRSELT,  L5BAN  [Zeitscbiìffc  etc,  Heft  2,  Marzo  1897].   Un  triaììgolo  non 
può  in  generale  esser  costruito  geometricamente  date  le  3  bisettrici. 

In  questo  articolo  TA.  parte  dalla  nota  formala 

,        Abcs(s  —  a) 


u 


{b  -f  c)-^       ' 
ove  £r  è  il  semiperimetro,  e  calcola  Wn*  —  wi,*,  deducendu  dalla  espressione  trovata, 

che  se  icr  =  ifb,  deve  essere  corrispondentemente  6  =:  «,  e  inversamente. 

Considera  poi  il   caso  particolare  in   cui   «'«  =  irb  *=  i<^,   ponendo —^= -r- m 

ir         2 

—  =  — :z — ,  e  trova  cosi:    — '— =  — r-  "R  cui  si  ricava  le- 

c  2  \  w  J  H{x  —  l)  4 

quazione  di  3"  grado 

(1)  .e'-  (2m"  +  3)  X  +  2;«*  —  2=0. 

Dimostra  poi  che  ogni  radice  della  equazione  del  3''  grado  trovata  si  può 
esprimere  razionalmente  per  mezzo  di  una  delle  altre,  ed  osserva  che  per  valori 
generali  di  m  la  (1)  è  irriducibile,  e  che  quindi  una  radice  qualunque  della  (1)  non 
potendo  esprimersi  per  soli  radicali  quadratici,  si  può  concludere  della  irrisolubi- 
lità  geometrica  del  problema  per  mezzo  di  sole  rette  e  circonferenze. 

L'autore  fa  osservare  infine  che  se  vi  ha  la  forma 

fi  (8  -  fi') 
2  —  n' 


\/       •  —  2 
'  ^7 77  f  Ift  ^  si  pwò  costruire  geometricamente,  e  quindi  per  questo 

solo  valore  di  m  il  problema  delle  3  bisettrici,  nel  caso  dei  triangolo  isoscele  è 
geometricamente  risolubile 

*  * 
Dr.  W.  Hkymakn.  //  problema  delle  3  bisettrici. 

I/A.  divide  Tarticolo  in  8  paragrafi. 
Nel  1",  parte  dalle  formole: 

'^i'  (^a  +  ^a)'  ==  '^\  ^8  (^^i  +  ^i  +  OC,)  (—  .V,  +  07,  -f  ./?.,), 

«',*  (.'^3  +  cv,y  =-a:^x^  {x,  +  x.,  +  a?,)  {x,  —  x,  4-  o:^\ 

W*  {X,  -h  X^f  =  X,  X^  {X,  +  ,/;,  +  ^g  {X,  +  ;5f7,  —  .r,), 

e'ie  analoghe  per  le  bisettrici  esterne  u\'^,wj\w^'*  nelle  quali  '',,■/•,,  ^a  indicano 
le  lunghezze  dei  lati  e  suddivide  il  problema  nei  3  gruppi  di  problemi  seguenti, 
variando  i  dati. 

I  gruppo: 

a)  w^  H\  w.^     ,       b)  w^^  w./  w/  ,       e)  ir/  w.,  tv./  ,       (/)   n\'  w  '  i<v, . 

II  gruppo: 

rt)  w'  /r./  w/  ,      b)  XV  '  w^  w.^  ,       e)  ic^  tv/  iv^    ,       d)  h\  w^  ir/. 

Ili  gruppo  in  cui  i  dati  sono  le  12   combinazioni   ancora  mancanti   delle  sei 
quantità  w^w^w^w/  w/  w/  prese  3  a  3. 

Fa  vedere  poi  che  i. problemi  di  ciascun  gruppo  possono  ridursi  l'uno  all'altro. 
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e  che  quindi,  trovata  la  soluzione  di  uno  dei  problemi  del  gruppo,  gli  altri  sono 
in  conseguenza  risoluti. 

Osserva  che  i  Problemi  del  I  e  III  gruppo  non  sono  fino  ad  oggi  risoluti 
poiché  secondo  le  più  recenti  ricerche  il  calcolo  conduce  ad  equazioni  del  10"  grado. 
Al  contrario  quelli  del  gruppo  li  possono  essere  algebricamente  risoluti  mediante 
equazioni  quadratiche  e  cubiche. 

Nei  successivi  §§  TA.  passa  al  calcolo  effettivo  delle  formole  che  risolvono  il 
problema  del  2**  gruppo,  calcoli  che  sarebbe  qui  troppo  lungo  riassumere. 

Aroldo  Martini  Zuocaghi. 


i*-«  «■ 


VA.RIETJL 


La  biblioteca  Boncompagnì.  —  Sta  per  cominciare,  se  già  non  è  incomin- 
ciata, l'asta  pubblica  per  la  vendita  alla  spicciolata  dello  opere  ohe  compongono 
questa  magnifica  o  famosa  biblioteca.  Cosi   la  più  grande  e   preziosa  raccolta  1 

privata  di  opere  matematiche,  che  esista,  messa  iusienio  in  un  mezzo  secolo  dal 
principe  Baldassare  Boncompagni  con  inerenti  spese,  continui  studi  ed  accurate  in- 
dagini andrà  dispersa  ai  quattro  venti,  e  in  gran  parte  fuori  d'Italia. 

È  doloroso  che  il  Governo,  il  Municipio  di  Boma,  gl'Istituti  nazionali  non 
abbiano  voluto  impedire  che  tanto  lavoro  andasse  perduto,  ed  assistano  indiffe- 
renti allo  smembramento  di  una  collezione  così  preziosa. 

Bollettino  di  Bibliografia  e  storia  delle  sciease  matematiclie  pubblicato 
per  cura  di  G-.  Loria.  —  Questo  bollettino  nacque  lo  scorso  anno,  sotto 
forma  di  appendice  del  giornale  di  Battagline  D'ora  in  avanti,  staccato  comple- 
tamonte  da  questo  giornale,  verrà  pubblicato  dall'editore  Glausen  in  fascicoli  di 
32  pagine  (quattro  per  anno),  e  conterrà  principalmente  articoli  relativi  alla 
storia  della  matematica,  recensioni,  progiammi  o  riassunti  di  corsi  universitari 
necrologie,  notizie  scientifiche. 

É  noto  con  quanto  ardore  e  altezza  d'ingegno  il  Prof.  G-.  Loria,  il  giovane 
e  valente  di  professore  di  geometria  superiore  dell'Università  di  G-enova,  si  è 
dedicato  agli  studi  di  storia  e  bibliografìa  matematica,  e  por  conseguenza  è  certo 
che  sarà  da  lui  bon  dirotto  il  nuovo  BoUuiinjj  al  quale    inviamo   i  più  sinceri 


auguri. 


Premio  Lobatchefsky.  Ci»  concorso  -  1897).  —  L'Accadomia  Scientifica  di 
Kasan  por  onorare  la  memoria  di  Lobatchefsky,  ha  istituito  questo  premio  di 
500  rubli,  da  conferirsi  ogni  tre  anni,  alla  migliore  fra  le  opore  relative  alla  geo- 
meotria,  e  di  preferenza  alla  geometria  non-euclidea,  pubblicate  nei  sei  anni  pre- 
cedenti al  giudizio  della  società. 

Il  primo  di  questi  premi  è  stato  conferito  a  S.  Lie  per  la  sua  Theorie  der 
Transformations-gruppen.  Band  III  (Leipzig,  1893).  Vennero  poi  conferite  le  se- 
guenti menzioni  onorevoli: 

1*  al  sig.  L.  Gerard  di  Lione  per  la  sua    Thése  sur  la  geometrie  ìion-eucli- 

dienne  (Paris,  1S92). 

£•  al  Prof.  E.  Oesaro  dell'Università  di  Napoli  per  lo  sue  Lezioni  di  geometria 
intrinseca  (Napoli,  18y6). 
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SULLA  TEORIA  DELLA  DIVISIONE  E  DELL*  ESTRAZIONE  DI  RADICE 

DI 

OTTO  STOLZ 

dell'università    di    INNSBBUCK 


Le  note  regole  che  servono  per  eseguire  sui  numeri  interi  e  fra- 
zionari la  divisione  e  l'estrazione  di  radice  si  possono  formulare  con 
esattezza  non  solo,  ma  anche  rigorosamente  dimostrare  in  modo  si- 
stematico e  semplicissimo  come  ora  vedremo. 

Nelle  dimostrazioni  che  seguono  ci  limiteremo  ai  numeri  del  si- 
stema decimale.  Se  si  volessero  estendere  i  teoremi  ad  un  sistema 
a  base  6  >  1  basterebbe  porre  e  in  luogo  di  10  e  ricordare  che  al- 
lora i  numeri  da  introdursi  come  cifre  sono  0, 1,  2 . . . ,  e  —  1. 


I.  —  Divisione  dei  numeri  interi. 

Innanzi  tutto  determineremo  il  numero  delle  cifre  del  quoziente 
completo  o  incompleto  di  due  numeri  naturali. 

1.  Lemma.  —  Se  h  è  un  numero  di  n  cifre,  q  un  numero  di  k  cifre 
ed  V  èO  0  un  numero  naturale  minore  di  b,  il  numero  bq  4-  r  Aa  n  +  k  — 1 
0  n  4-  k  cifre. 

Dalle  ipotesi  fatte  risulta  immediatamente 

10»-*  <ft<10»-l, 

10*^-'  <5<  lO'^-l, 

0       <  r  <  10"  ; 
dunque 

10-+k.2  <  6g  -f  r  <  (10-  -  1)  (10*^  -  1)  4  10»  <  10-+S 

la  quale  dimostra  la  proposizione  enunciata. 

2,  Teorema.  —  Sia  a  un  numero  intero  di  m  cifre,  b  un  altro  nu~ 
mero  intero  di  n  cifre  e  precisamente  a  >  b,  dunque  m  ^  n  «  sia  inoltre 

(1)  a  =  6g  -f  r        0  <  r  <  i. 

//  quoziente  q  Aa  m— n  o  m— n  +  1  cifre,  secondochè  le  prime  n  cifre 
del  dividendo,  formano  un  numero  minore  o  non  minore  di  b. 
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Secondo  il  lemma  precedente,  se  k  indica  il  numero  incognito  delle 
cifre  del  numero  q  deve  essere  w  =  n  -f  i,  ovvero  m=-n  -f  i  —  1 
quindi  i  =  m  —  noi  =  w  —  n4  1. 

Per  vedere  quando  si  verifica  l'uno  o  l'altro  di  questi  casi,  si  pro- 
cede nel  modo  seguente. 

Come  conseguenza  immediata  della  (1)  si  ha 

(2)  bq  <^n<b{q  f  1). 

Se  s'indica  con  a'  il  numero  formato  dalle  prime  n  cifre  di  a, 
avremo 

(3)  a  -  a  10—"  +  a"  ,    0  <  a"  <  10—-, 
da  cui 

(4)  a  10»-»  <a<{a  +1) IO»-. 

Dalle  relazioni  (2)  e  (4)  si  deduce  quanto  segue. 

Se  a'  <Zb  e  quindi  a'  +  1  ^  6,  per  le  relazioni  citate  si  ha 

bq<a<b  10»-, 

e  conseguentemente 

q  <  10»-. 

In  questo  caso  q  non  può  avere  m  —  n  f  1  cifre  e  ne  avrà  per- 
ciò w  —  n. 

Se  è  invece  a'  ^  i,  si  ha  analogamente 

6 10—  ^  a  <  A  (g  +  1), 

da  cui  segue 

10»-  <  ^  +  1, 
cioè 

10»-»  ^  q  ; 

q  dovrà  dunque  avere  almeno  m  —  n  +  1  cifre,  e  siccome  abbiamo 
visto  che  non  può  averne  più  di  questo  numero  si  può  concludere 
che  ha  m  —  n  -f  1  cifre. 


IL  —  Divisione  dei  numeri  decimali  finiti. 

Teorema.  —  Sia  %  un  numero  decimale  con  m  cifre  significative 
e  10*'(p  =  0)  rappresenti  V ordine  della  i*  cifra  significativa  a  sinistra^ 

sia  p  un  altro  numero  decimale  con  n  cifre  significative  e  W  (q  =  0) 

rappresenti  l'ordine  della  prima  cifra  significativa  a  sinistra.  Inoltre 
sia  a.'  il  numero  formato  con  le  prime  n  cifre  di  a,  completato  con  zeri 
scritti  alla  destra  nel  caso  che  fosse  m  <  n. 
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n  quoziente  a  :  ^  comincia  con  unità  il  cui  ordine  è  rappresentato 
da  10^-'-*  oppure  da  IO****",  secondochè  a'  è  minore  o  non  minore  del 
numero  intero  formato  con  le  n  cifre  di  % 

Questo  teorema,  di  cui  la  proposizione  2  del  §  precedente  è  un 
caso  particolare,  si  dimostra  facilmente,  ponendo: 

ove  a,  b  sono  numeri  interi,  il  primo  con  m  cifre,  il  secondo  con  n 
cifre.  (*) 

III.  —  Estrazione  della  radice  m  •■*"». 
l.  Se  la  prima  cifra  significativa  a  sinistra  di  un  numero  deci- 


male p  è  dell'ordine  W^  (9  =  0)  i  limiti  fra  cui  è  compreso  l'ordine 
della  prima  cifra  significativa  a  sinistra  in  ^"  sono 

mj ,        fwg  -f  m  —  1.  (**) 

Ciò  posto  indichiamo  con  k  l'ordine  incognito  della  prima  cifra 
significativa  a  sinistra  della  radice  m^'^ma  jq]  numero  decimale 

a  =  ap  IOp  +  a,  10^-^  +  ... .  (p  =0); 

per  quanto  si  è  detto  precedentemente  dovremo  avere 

mh:^p^mkV  m  —  1< m (i  +  1); 

e  questo  dimostra  che  A;  è  il  quoziente  di  p  per  m  nel  senso  ordi* 
nario,  cioè  quel  numero  intero  per  cui  si  ha 

p^^mk-^-r^         i  =  0>         0  ^  r  <  wi. 


n  Si  ha  infatti  eaegneado  il  quosienta  : 

o 

Se  ora  indiehiamo  eoo  a'  il  numero  formato  con  le  prime  m  eifre  di  a,  eompletato  cod  zeri 
ae  m  <  M,  la  prima  cifra  del  quoziente  di  a  :  ft  sarà  dell'ordine  : 

w  —  «  —  1        o        m— » 

seeondoehè  a'  è  minore  o  non  minore  di  "b. 

L'ordine  della  prima  ciAra  di  a  :  /?  sari  dunque  dato  da  : 

p  —  j[  —  (m  —  n)"!- »*•-♦•— l=p--J--lf 
9%  i  a'<  b  ;  e  invece  da: 

p  -  g  —  (,rt  _  h)  +  m  —  n  =p  —  g, 
•e  è  a'  non  minore  di  h. 
D  Si  ha  infatti: 

lO'»"*"^  >  ^  ^  10', 
quindi  : 

10™"+"*  >  /J^^IO"*», 

rordine  della  prima  eifra  di  /?■  doTii  dunque  essere  al  minimo  mq  ed  al  massimo  wtq'^m  —  l. 

(Ifoté  d4l  tradut.  A.  lUrtlni-ZneMynl). 
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La  radice  cercata  potrà  allora  scriversi 

Va  -=  c^  10^  +  e,  10"^-^  +...,+(?,  10^-'  4  ..... 
ed  avremo  allora 

(5)  Co  10^  <  V^  <  (Co  +  1)  IO. 

2.  Si  scomponga  in  classi  di  m  cifre  ogpuna  la  parte  intera  di  oc; 
andando  da  destra  a  sinistra,  e  la  parte  decimale  andando  invece  da 
sinistra  a  destra,  dimodoché  il  numero  a  9Ìa  ridotto  alla  forma: 

(6)  a  =  C„  10-*  +  C.  10-(^-')  +  ....  +  CrlO-^-'>  +  .... 
in  cui  Co, Ci, sono  numeri  interi  al  più  di  m  cifre. 

Determiniamo  allora  là  prima  cifra  c^  di  Va. 

Se  Co  è  la  m^*^"**  potenza  di  uno  dei  numeri  naturali  1,2,3,  ....9 
questo  numero  sarà  appunto  la  cifra  cercata  Co.  Altrimenti  per  c^  si 
prende  quello  fra  i  detti  numeri  la  cui  m^^^B*  potenza  è  più  approssi- 
mata per  difetto  a  Co-  Sarà  cioè 

oppure 

Co»  <  Co  <  (co  +  1)" . 

Infatti  dalle  (5)  e  (6)  risultano  le  relazioni 

Co"  10-^  <  a  <  (Co  -f  1)"  10~% 

Co  IO"»'  ^  a  <  (Co  +  1)  10-*, 
quindi 

Co-  IO"»'  <  (Co  +  1)  10"»' ,        Co  10-*  <  (co  +  1)- 10«\ 
ovvero 

Co-<Co  +  l,       Co<(Co+l)", 
e  quindi  sarà 

Co-£Co<(co  +  l)-. 

.3.  La  determinazione  delle  cifre  successive  di  Va  si  fonda  sul 
noto  teorema  che,  se  A  è  un  numero  positivo  la  cui  m^aì»»  potenza 
è  <a,  e  si  pone 

Va  =  A  4-  X, 
è  allora 

fv  A" 

(7)  ^<-<li^^- 

*  Supponiamo  ora  di  conoscere  già  le  prime  r  cifre 

^0  1     ^11     ^f  f     •   •   .   •    I     UT— 1 

di  Va,  e  poniamo 

A  =  Co  10^  +  Ci  IO»'-»  4  . . . .  4-  Cr  10"-'+* , 

<y    A™ 

se  alla  frazione  — r^rr  diamo  la  forma 
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in  cui  gr  è  un  numero  intero  ed  B  soddisfa  alla  relazione 

(9)  0^R<10'-' 
avremo  allora 

(10)  er<g,,. 
Se  si  pone  infatti 

(11)  a;  =  c,  10^-'+ Cu  10"-'-'+ 

avremo 

e,  10*-'^  a;, 
e  per  le  relazioni  (7), (9) 

x<(ì?, +  1)10'-', 
quindi 

er<gt  +  1,    cioè    e,  -^  gr. 

Abbiamo  così  un  limite  superiore  per  e,  e  si  determina  allora  per 
tentativi  la  cifra  Cr,  per  cui  si  ha 

(A  -f  Cr  lO"^-)-  <a<(A  +  (cr  +  1)10»^-')". 

Questa  ricerca  si  può  facilitare,  determinando  anche  il  limite  in- 
feriore di  e 

4.  Un  tal  limite  si  determina  con  l'aiuto  della  relazione 

(.2)  B-t^B.<«(., 

■  «  '  I        I   ■  i 

(*)  Se  <o  è  un  namero  positivo  <  1  e  /«  è  pure  un  numero  positivo  <  1  nello  sviluppo  (1-Ho)^ 
i  termini  snecessivi  al  2**  sono  altemativsmente  negativi  e  positivi  e  siceome  sono  continuamente 
deereseenti,  avremo  la  relazione: 

l+/*a>>(l  +  <o>/*  >  l-f-.ti<o  +  ^^~  ^^  €o\ 
•  qaindi  : 

0  <  1+^  -  (1  +«)."  <  ^^^Y^  *"*• 

la  quale  vsle  del  resto  anebe  se  co  >  1 ,  eom*è  facile  dimostrare   considerando  lo  sviluppo  di 

Facendo  in  questa: 

l  a  —  A«       , 

u  =  —  .     (O  ^ <  1. 

m  A" 

abbiamo  : 

^    »hA»         \A-;      <     2mS   V    a»     y    • 

Ponendo  in  questa: 

a  —  A" 
B  — 


e  moltiplicando  i  due  membri  per  A 


mA»-^* 


da  cui  immediatamente: 

{Nota  del  TradtUtoreu 
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in  cui  e  posto 


Dalla  (8),  abbiamo 

grW-'<B<{gr  f  1)10^-', 
e  poiché  À  >  Co  10^,  da  questa  relazione  si  ricava 

(13)  g.  10«^-  -  ^  {gr  4  D'  10^--  <  B  -  ^  B'. 

Osservando  ora  che  per  la  (11)  è  a:  <  (cr  +  1)  10"-',  dalle  (12)  e  (13), 
dopo  averle  moltiplicate  per  10'"*",  si  ha 

HA\  W  —  1  (flTr  +  1)'  .     - 

Se  è 

fn  -  1  (ì^r  4  ly  ^  . 
2c,  10'       ^  ^ 

dalla  j(14),  essendo  g,  intero,  si  deduce 

Da  questa  e  dalla  (12)  si  deduce  che  in  questo  caso  deve  essere  e, 
uguale  a  flTr  0  ^r  —  1. 


N.  B.  Più  abituale  del  precedente  uso  della  disuguaglianza  (12)  è  il  seguente. 

a  —  A" 
Si  calcoli  il  quoziente  — :; a  meno  di  unità  di  ordine  di  r  —  2  volte  pia 

grande,  oosiociiè  in  luogo  della  (8)  ai  ha  la  formola 

B  =  ;ì  10^-»'^-»  +  R',       0  <  R'  <  10»^-'H-2 

in  cui  A  è  un  numero  intero.  Allora  con  ragionamenti  analoghi  a  quelli  del  §  4, 
si  perviene  alla  relazione 

Ordinariamente  A  è  un  numero  di  i*  —  1  cifre,  quindi  A  f  1  jS  10'-^ ,  e  perciò 
si  avrà 

10k-«r-»-2  /  J^  _  ^Y~^)  <  «^  <  (^  +  1)  10'^-»'+».    (*) 

0.  Stolz. 


(*)  Più  ampie  applicazioni  di  quesiMiltima  forinola  si  trovano  nella  pregevoUssima  opera  del- 
V Autore:  Vorleaungen  Uher  allgtm«in€  Afithmttik,  1,  pag.  810. 

(Nota  del  Traduttore), 


»    ♦ 
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DISCONE  ELEMENTARE  DEI  CASI  DI  PLURIiOLOGIA  DEI  TETRAEDRI 


Si  deve  a  Schróter  ed  a  Rosanes  la  discussione  dei  casi  di  pluriomo- 
logia  dei  triangoli  (Math.  Ànnalen.  Y^^  2).  La  discnssiooe  analoga  per 
i  tetraedri  è  stata  fatta  da  Ed.  Hess,  nella  memoria:  Beitràge  zur  Theorie 
der  mehrfach  perspective  Dr cieche  und  Tetraeder  (Math.  Ann.  V*>«  28), 
ove  sono  trattati  dettagliatamente  i  diversi  casi,  sia  pel  triangolo  sia  pel 
tetraedro.  I  tetraedri  omologici  in  4  modi,  o  tetraedri  desmici,  erano  già 
stati  studiati  a  fondo  da  Slephanos,  Veronese,  Reye,  Victor  ecc.  Hess  di- 
mostrò che  solo  un  altro  caso  ò  possibile,  quello  dei  tetraedri  omologici 
in  due  soli  modi,  e  dette  pure  qualche  proprietà  di  questi  tetraedri.  Il 
procedimento  di  Hess  è  analitico,  e  quello  delle  altre  memorie  trattanti 
questo  argomento  non  è  nemmeno  elementare;  solo  Schróter  in  una  me- 
moria del  giornale  di  Creile  (*)  V"®  109  si  propose  di  dimostrare  ele- 
mentarmente le  proprietà  fondamentali  dei  tetraedri  desmici,  partendo  da 
una  costruzione  data  a  priori. 

Lo  scopo  della  presente  nota  è  di  rifare  la  discussione  di  Hess^  ma 
in  modo  sintetico  e  del  tutto  elementare  ;  e  di  dedurre  dalla  costruzione 
effettiva  dei  tetraedri  omologici  in  due  ed  in  quattro  modi  le  loro  pro- 
prietà principali. 

1.  Se  due   tetraedri  completamente  distinti  ABOD,   A'B'C'D'  sono 

omologici,  in  modo  che  le  congiungenti  AA',  BB',  CC,  DD',  passino  per 

A  B  C  D 
un  punto  0,  ciò  si  indicherà  brevemente  scrivendo  :     a 'R'G'D 

darsi,  che  sostituendo  nella  scrittura  precedente  ad  A'B'C'D'  una  delle 
permutazioni  tra  le  4  lettere,  si  abbia  un'altra  omologia,  con  un  altro 
contro  0'.  Alloi-a  i  tetraedri  ABOD,  A'B'C'D'  si  dicono  omologici  in  due 
modi.  Dobbiamo  ora  ricercare  quale  dello  permutazioni  bisogna  scegliere 
perchè  ciò  sia  possibile. 

2.  Tra  le  permutazioni  delle  lettere  A',  B',  C,  D'  si  vede  facilmente 
che  bisogna  scartare  quelle  che  lasciano  al  loro  posto  una  o  due  lettere. 

ABOD 
A'B'O'D' 


0.  Può 


Infatti,  se  insieme  alla  omologia 
A  BCD 


A'C'D'B' 


0  si  avesse  ad  esempio  Tal  tra 

i  due  triangoli  BCD,  B'C'D'  non  situati  in  un   piano  (per 

'ipotesi  dei  tetraedri  distinti)  sarebbero  omologici  in  due  modi;  e  ciò  non 
può  essere,  perchè  allora  si  avrebbe  un  asse  di  omologia  comune  ai  due 
modi,  cioè  1*  intersezione  dei  piani  dei  due  triangoli. 

3.  Le  permutazioni  restanti  non  lasciano  nessuna  lettera  al  suo  posto  ; 


(*)  Eleiuentar  Conatrnetion  der  Figur  dreier  in  desmieher  Lage  befliidliehen  Tetraeder. 


96 


PERIODICO   DI   MATEMATICA. 


esse  sono  le  sei   permutazioni  dispari:   B'C'D'A',   B'D'A'C,   C'A'D'B', 
C'D'B'A',  D'A'B'C,  D'B'C'A',  e  le  tre  pari  D'C'B'A',  B'A'D'C,  C'D'A'B'. 


Se  si  avessero  le  due  omologie 


ABCD 
A'B'C'D' 


0, 


ABCD 
B'C'D'A' 


0',  lo  spigolo 


AB  si  appoggerebbe  tanto  ad  A3'  quanto  a  B'C,  e  peroiò  conterrebbe 
il  punto  B'  d'incontro  di  queste  rette;  similmente  lo  spigolo  OD  si  ap- 
poggerebbe tanto  a  CD'  quanto  a  D'A',  quindi  conterrebbe  il  punto  D' 
comune  a  queste  rette.  Allora  si  avrebbe  questo  assurdo  che  le  BB',DD' 
ossia  i  due  spigoli  opposti  AB,  CD  si  dovrebbero  incontrare  nel  centro 
di  omologia  0.  In  modo  del  tutto  analogo  si  arriva  alla  esclusione  delle 
permutazioni  B'D'A'C,  C'A'D'B',  D'A'B'C,  D'B'C'A',  cosi  delle  permu- 

tazioni  dispari  rimane  C'D'B'A'.  Se  si  avessero  le  due  omologie 


ABCD 
C'D'B'A' 


A'B'C'D'  ^ 

0,  lo  spigolo  AC  si  appoggerebbe  tanto  ad  A'C  quanto  a  C'B', 

quindi  conterrebbe  il  punto  C  d'incontro  di  queste  rette;  lo  spigolo  BD 
si  appoggerebbe  tanto  a  B'D'  quanto  a  D'A',  quindi  conterrebbe  il  punto  D' 
d' incontro  di  queste  rette;  ed  allora,  come  nel  caso  precedente  si  avrebbe 
l'assurdo  che  i  due  spigoli  opposti  AC,  BD  (coincidenti  rispettivamente 
con  ce,  DD')  si  dovrebbero  incontrare  nel  centro  d'omologia  0. 

Cosi  restano  escluse  tutte  le  permutazioni  tranne  queste  tre  :  D'C'B'A' 
B'A'D'C,  C'D'A'B'. 

4.  Dato  un  tetraedro  ABCD  ed  un  punto  0,  sia  proposto  di  trovare 

ABCD 


un  punto  0'  ed  un  tetraedro  A'B'C'D'  in  modo  da  avere: 


A'B'C'D' 


0, 


ABCD 
D'C'B'A' 


0'.  Si   unisca  0  con  A,  B,  C,  D  ;   siccome  i  punti  B',  C  si 

debbono  trovare  rispettivamente  su  GB,  OC,  il  centro  0'  della  seconda 
omologia,  incontro  di  BC  con  CB'  deve  stare  nel  piano  OBO;  i  punti 
A',  D'  dovendo  stare  su  OA,  OD,  lo  stesso  punto  0',  come  incontro  di  AD' 
A'D,  deve  trovarsi  nel  piano  OA'D',  dunque  0'  è  nella  intersezione  /  dei 
piani  OBC,  OAD.  Costruita  questa  retta  /,  che  passa  per  0  e  si  appog- 
gia a  BC,  AD,  e  scelto  su  essa  comunque  il  punto  0',  il  tetraedro  ri- 
chiesto A'B'C'D'  risulta  determinato  ponendo:  A'=AO'0'D  B'=BOO'C 
C'=CO-0'B,  D'=DOO'A.  Difatti  le  AA',  BB',  OC,  DD',  passano  per  O 
e  le  AD',  BC,  CB',  DA'  per  0'. 

Le  stesse  considerazioni  precedenti  valgono  per  le  altre  due  permu- 
tazioni B'A'D'C,  C'D'A'B'. 

Riconosciuta  cosi  l'esistenza  dei  tetraedri  biomologici  passiamo  a  di- 
mostrarne alcune  proprietà. 

5.  Pongasi  M  =  AC-A'C,  N  =  BD-B'D';  la  retta  MN  trovandosi  nei 
due  piani  BCA',  B'CA,  si  appoggia  ad  A'D,  AD',  ma  queste  due  rette 
concorrono  in  0',  dunque  MN  passa  per  0'.  Similmente  si  vede  che  i  punti 
AB  •  A'B',  CD  •  CD'  stanno  allineati  con  0'.  Risulta  da  ciò  che  il  piano  co 
della  1*  omologia  comprende  il  centro  della  2*,  e  similmente  il  piano  co' 
della   2*  omologia  comprende  il  centro  0  della  1*.  Dunque  :  se  due  te- 
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tvaedri  sono  biomologici  il  piano  di  una  delle  omologie  passa  per  il  centro 
dell'altra  (Hess.  metn.  citata) 

6.  Dalle  considerazioni  fatte  si  deduce  la  costruzione  dei  due  piani 
di  omologia)  dati  che  siano  0  ed  0':  il  piano  o)  è  quello  delle  due  rette  pas- 
santi per  0',  e  che  si  appoggiano  rispettivamente  alle  due  coppie  di  spi- 
goli AC,  BD;  AB,  CD:  il  piano  ìù  è  quello  delle  due  rette  passanti  per 
0  e  che  si  appoggiano  alle  stesse  coppie,  precedenti.  Inoltre  i  punti 
0,  ^  BO  *  B'C,  O'j  ^  AD  '  A'D'  appartengono  ad  entrambi  i  piani  w,  co', 
dunque  Oj  0',  è  l'intersezione  di  questi  piani.  Avremo  dunque  che: 
fissato  un  tetraedro  ASCD  ed  un  punto  0,  esistono  infiniti  tetraedri 
A'B'CD'  biomologici  ad  esso  con  uno  dei  centri  in  0;  il  piano  a>'  del' 
l'altra  omologia  è  un  piano  fisso,  il  punto  0'  ed  il  piano  o)  apparten- 
gono a  due  rette  fisse  (l  ed  0^  0\). 

7.  Nei  due  tetraedri  biomologici  ABCD,  A'B'C'D',  escluse  le  coppie 
BC,  B'C  ;  AD,  A'D'  che  si  corrispondono  ip  entrambe  le  omologie,  ordi- 
niamo le  coppie  rimanenti  in  due  modi  : 

AB,  A'B'  ^  AB,  D'C  \ 

AC,  A'C    I     corrispondenti  AC,  D'B'  I     corrispondenti 
CD,  CD'    j  nella  1»  omologia,  CD,  B'A'  j  nella  2»  omologia. 
BD,  B'D'  J  BD,  C'A'  ) 

In  ognuna  delle  coppie  corrispondenti  nella  I*  omologia  unendo  in 
croce,  gli  estremi  avremo  i  punti  AB'-BA'=P,  AC'-CA'=P',  CD'-DC'=Q, 
BD''DB'^Q'.  Similmente  per  la  2*  omologia  avremo  i  punti  AC'BD'^R, 
AB'-CD'  =  R',  CA'-DB'^S,  BA'-  DC'=S'.  La  PP',  trovandosi  nei  dutì 
piani  AB'C,  A'BC  si  appoggia  a  B'C,  e  BC  quindi  passa  per  0^  incontro 
di  queste  rette;  la  QQ'  trovandosi  nei  due  piani  DB'C,  D'BC,  si  appoggia 
alle  stesse  BC,  B'C,  quindi  passa  pure  per  0^.  Analogamente  si  trova 
che  PQ',  P'Q  passano  per  O,  e  PQ,  P'Q'  per  C.  Cioè  i  punti  PP'  QQ' 
stanno  sul  piano  o),  formando  un  quadrangolo,  il  cui  triangolo  diagonale 
ò  0|0'|C.  Lo  stesso  vale  per  i  punti  B,  B',  S,  S'  rispetto  al  piano  o)',  onde  : 
in  due  tetraedri  biomologici,  esclusi  gli  spigoli  che  corrispondono  in  en- 
trambe le  omologie,  si  considerino  le  4  coppie  di  spigoli  che  corrispon- 
dono in  una  di  esse;  se  in  ciascuna  di  queste  coppie  si  trova  il  punto 
ef  incoìUro  delle  rette  che  uniscono  in  croce  gli  estremi  degli  spigoli,  si 
hanno  4  punti  del  piano  di  quella  omologia  ;  questi  punti  formano  un 
quadrangolo,  che  ha  per  punti  diagonali  il  centro  dell'altra  omologia  ed 
e  punti  ef  incontro  degli  spigoli  non  considerati, 

8.  Se  due  triangoli  sono  omologici  in  due  modi,  in  generale  l'asse 
di  una  delle  omologie  non  passa  per  il  centro  dell'altra.  C'è  però  un 
caso  particolare,  (*)  che  corrisponde  esattamente  al  caso  dei  tetraedri  bio- 
mologici. Si  ha  questo  teorema:  se  due  triangoli  ABC,  A' W Cf  sono  omo- 


(*)  Questo  caso  è  considerato  nella  niemoria  di  Hbsb. 
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logici  nei  due  modi 


ABC 
k'B'C 


Oo, 


A  BC 
C'B'A' 


O'  o',  ed  0'  appartiene  ad  o,  o' 


appartiene  ad  0. 

Siano  dati  il  triangolo  ABC  e  due  panti  0,  0^  allineati  oon  B; 
pongasi  AO  •  CO'  =  A',  CO  •  AO'  =  C',  AC  •  A'D'  =  L,  AB  •  LO'=N, 
NA'  ■  00'  ^  B';  il  triangolo  A'B'C  cosi  oostraito  è  omologico  ad  ABC  nei 


due  modi 


ABC 
A'B'C 


0, 


ABC 
C'B'A' 


0',  e  l'asse  0  della  1*  omologia  passa  per 


il  centro  0'  della  seconda.  Vogliamo  dimostrare  ohe  0  sta  sa  o\  Per  il 
quadrangolo  AA'CC  il  fascio  delle  rette  o,  o',  LC,  LC  è  armonico;  se* 
gando  con  CC,  si  ha  che  il  gruppo  dei  punti  C,  C,  P^o'CC  ed  0  è 
armonico  ;  segando  con  CA',  si  ha  il  gruppo  armonico  dei  ponti  C,  A', 
Q  =  CA'  •  LO,  0'.  Proiettando  il  gruppo  CC'OP  su  00'  dal  punto  BCB'C, 
si  ha  il  gruppo  armonico  BB'OO',  che  con  l'altro  grappo  CA'QO'  ha 
un  punto  comune,  dunque  BC,  A'B',  QO  (ossia  LO)  concorrono  in  un 
punto.  Ciò  vuol  dire  che  la  congiungente  di  L  con  BC  •  A'B',  ovvero  o' 
contiene  il  punto  0. 

9.  In  due  triangoli  omologici  hanno  importanza  per  lo  stadio  delle 
configurazioni  i  punti  d'incontro  delle  rette  che  si  ottengono  unendo  in 
croce  gli  estremi  di  due  lati  corrispondenti.  (*)  Qaesti  punti  formano 
un  triangolo  (che  si  potrebbe  chiamare  triangolo  di  Veronese)  omologico 
ad  entrambi  i  triangoli  primitivi  e  con  lo  stesso  asse  d'omologia.  Se  i 
due  triangoli  stanno  nello  spazio  il  piano  del  triangolo  di  Veronese  passa 
per  V  incontro  dei  piani  dei  triangoli  primitivi.  Si  deduce  da  ciò  che  dati 
due  tetraedri  omologici,  i  piani  dei  4  triangoli  di  Veronese  corrispon- 
denti alle  4  coppie  di  facce  corrispondenti  formano  un  tetraedro  (te- 
traedro di  Veronese)  omologico  ai  tetraedri  primitivi  con  lo  stesso  piano 
di  omologia. 

Posto  ciò,  il  teorema  di  Hess  e  quello  del  n.  7  si  possono  enunciare 
completamente  dicendo  che:  in  due  tetraedri  biomologici  i  tetraedri  di 
Veronese  corrispondenti  alle  due  omologie  si  riducono  ai  piani  di  esse. 

Per  il  caso  particolare  dei  triangoli  biomologici,  analizzato  nel  nu- 
mero precedente  si  ha  il  teorema  analogo,  facilmente  dimostrabile. 

10.  Ritorniamo  ora  alla   discussione   di  Hess.  Abbiamo  visto  che  se 

lA  B  C  D 
due  tetraedri  ABCD,  A'B'C'D'  omologici  nel  modo  a'^'CD'  ^  risultano 

omologici  anche  in  un  altro  modo,  questo  dovrà  corrispondere  ad  una 
delle  3  permutazioni  :  D'C'B'A',  B'A'D'C,  C'D'A'B'.  Cosi  è  sempre  poa- 
si  bile  costruire  due  tetraedri  ABCD,  A'B'C'D'  omologici  nei  due  modi 


ABCD 
ABCD 


O 


ABCD 
ABCD 


^'  (§  ^)'  Vogliamo  vedere  se  due  tetraedri  sif- 
fatti possono  risultare  omologici  anche  in  un  terzo  modo,  il  quale  dovrà 
corrispondere  ad  una  delle  due  permutazioni   B'A'D'C,  C'D'A'B'.  In- 


(*)  VsRUiTBSE,  Nuovi  teoremi  tiulVMagrammo  miàlieo.  Ltneei,  1877. 
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ABCD 

B'A'D'C 


99 

0" 


sieme  alle  due  omologie  precedenti  si  abbia  ad  esempio  l'altra 

Allora,  la  retta  A'D'  incontra  BC,  BC  inoontra  AD.  La  retta  /  interse- 
zione dei  due  piani  OBC,  OA'D'  ilovrà  incontrare  BC,  A'D',  e  quindi 
passare  per  il  loro  punto  d'incontro  G;  analogamente  /  passa  per  l'incontro 
H  di  AD  con  B  C  Risulta  ohe  il  punto  0'  non  si  può  scegliere  comunque 
sulla  retta  /,  ma  deva  essere  il  coniugato  armonico  d\  0  rispetto  ai  punti 
O,  H  di  appoggio  di  /  con  BC,  AD  Scelto  O'  in  questo  modo,  si  ha  un  te- 
traedro A'B'C'D',  che  effettivamente  risulta  omologico  ad  ABCD  anche  al 

ABCD 
terzo   modo   ^X'jyn'  0  ^  Infatti  per  le  costruzioni  eseguite  le  4  rette 

AB',  BA^  CD',  DC'  stanno  a  2  a  2  in  piani  differenti,  e  perciò  passano  per 
uno  stesso  punto  0'^  Anzi  abbiamo  qualche  cosa  di  più;  le  4  rette  AC, 
BD^  CA',  DB'  stanno  pure  a  2  a  2  in  piani  differenti  e  perciò  concorrono 
in  uno  stesso  punto  O'".  Dunque  se  due  tetraedri  ABCD,  A'B'C'D'  sono 
omologici  in  tre  modi,  essi  risultano  anche  omologici  in  un  quarto  modo. 
Perciò,  il  risultato  finale  della  discussione  ò  questo  :  se  due  tetraedri 
ABCD,  XB'CD'  sono  omologici  in  più  modi,  essi  possono  essere  omologici 
in  due,  od  in  tutti  e  quattro  i  modi  seguenti: 


ABCD 
ABCD' 


O, 


ABCD 
DC'B'A' 


0' 


ABCD 
B'A'D'C 


O' 


ABCD 
C'D'A'B 


O 


f// 


I  tetraedri  omologici  in  quattro  modi  furono  chiamati  da  Stephanos  te- 
traedri desmici. 

Il,  Nel  numero  precedente  abbiamo  dimostrato  l'esistenza  dei  tetraedri 
desmici ,  e  data  nello  stesso  tempo  la  loro  costruzione  effettiva.  Da  questa 
costruzione  dedurremo  le  loro  proprietà  principali.  Sia  0,e=BC'B'C', 
O',  ^  AD  •  A'D';  la  retta  Oj  O',  appoggiandosi  a  BD  e  B'D',  passa  per 
il  loro  incontro  O"';  ed  appoggiandosi  a  CD',  CD,  passa  per  il  loro  in- 
contro 0";  dunque  O"  ed  O'"  stanno  sulla  retta  0^  O/.  Analogamente 
si  dimostra  che  O"'  ed  0'  si  trovano  sulla  oongiungente  i  punti  AB  '  A'B', 
CDC  D' e  che  00"  stanno  sulla  congiungente  i  punti  BCA'D',  AD'B'C. 
Ma  i  punti  0„  0',  AB  AB',  CD  CD',  BCA'D',  ADB'C  stanno  sul 
piano  d'omologia  a>  corrispondente  al  centro  O,  dunque  il  piano  0'0"0'" 
coincide  con  (o.  Similmente  i  piani  0"0"'0,  0'0"'0,  0'0"0  coincidono 
rispettivamente  con  i  piani  d'omologia  co',  iù\  ìù'"  che  corrispondono  ai 
centri  O',  O  ",  0".  Dunque  :  se  due  tetraedri  sono  desmici  i  4  centri  ed  i  4 
piani  d'omologia  sono  i  vertici  e  le  facce  di  uno  stesso  tetraedro.  Questo 
tetraedro  è  desmico  ad  entrambi.  Infatti  dalla  figura  risulta  subito: 


AB  C    D 
00'0"'0' 

AB' C  D 
O  0 '0'"0' 


A', 
A, 


A  BCD 
O'OO'O' 

A'  B  CD- 
CO  O'C 


tf 


B-, 
B, 


A   BCD 
0"0'00" 

A'  B'C'D' 
0   00  O' 


c, 


ABCD 
0'0"'0'0 

A'B'  C  D' 
0'0"'0"0 


D-, 
D. 


si  ha  cosi  un  sistema  desmico  di  3  tetraedri  ABCD,  A'B'C'D',  00'0"0"', 
due  qaalnnque  di  oasi  sono  omologici  in  4  modi  con  i  centri  ed  i  piani 
d'omologia  nei  vertici  e  nelle  faooe  del  3°  tetraedro. 
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12.  In  due  tetraedri  desinici  ABCD,  A'B CD'  ano  spigolo  di  uno  di 
essi  si  appoggia  ad  una  coppia  di  spigoli  opposti  dell'altro  e  propriamente 
AB,  CD  si  appoggiano  contemporaneamente  ad  A'B',  CD';  BC,  AD  si 
appoggiano  a  B'C,  A'D'  e  BD,  AC  si  appoggiano  a  B'D',  AC.  Più 
brevemente  si  può  dire  con  Stephanos  che  i  due  tetraedri  si  appoggiano 
tra  loro.  Reciprocamente  se  due  tetraedri  ABCD,  A'B  C  D'  verificano  le 
condizioni  precedenti,  essi  sono  desmici.  Dìfatti  per  ipotesi  le  rette  AA', 
BB',  ce,  DD'  stanno  a  2  a  2  in  piani  differenti,  quindi  concorrono  in 
un  punto  0.  Analogamente  le  altre  tre  quaterne  di  rette:  AD',  BC,  CB', 
DA';  AB',  BA',  CD',  DC;  AC,  BD',  CA',  DB'  sono  costituite  ciascuna 
di  quattro  rette  concorrenti  in  un  punto. 

13.  Nei  tetraedri  ABCD,  A'BCD',  OO'O'O'",  appartenenti  ad  un  si- 
stema desmico,  consideriamo  la  coppia  di  spigoli  BC,  AD  del  1^  tetraedro 
e  le  due  coppie  B'C,  A'D';  00',  0"0'"  degli  altri  due,  che  si  appog* 
giano  alla  prima.  Queste  6  rette  sono  gli  spigoli  del  tetraedro  0^0',  GH. 
Partendo  dalla  coppia  BA,  CD,  si  ottiene  un  altro  tetraedro,  e  partendo 
dalla  terza  coppia  AC,  BD,  se  ne  ottiene  un  terzo.  In  tal  modo  ab- 
biamo 3  nuovi  tetraedri,  i  cui  spigoli  coincidono  con  quelli  dei  tetraedri 
primitivi,  ed  i  cai  vertici  sono  i  12  punti  ove  concorrono  a  3  a  8  questi 
spìgoli  air  infuori  dei  panti  A,B,C,D  A',B',C',D',  0,0',0",0"'.  Ri- 
salta che  i  tre  nuovi  tetraedri,  come  i  primitivi  si  appoggiano  a  due  a  due 
quindi  formano  un  nuovo  sistema  desmico  che  dicesi  il  sistema  desmico 
coniugato  al  primo  sistema.  Un  tetraedro  di  uno  dei  due  sistemi  ha  due 
spigoli  opposti  in  comune  con  ciascuno  dei  3  tetraedri  dell'altro  sistema. 

14.  I  18  spigoli  dei  tetraedri  del  sistema  desmico  ABCD,  A'B'CD', 
00'0'C"  si  incontrano  a  3  a  3  nei  vertici  dei  tetraedri  del  sistema  co- 
niugato. In  ognuno  di  essi  stanno  dunque  4  punti^  due  vertici  del  1*  si- 
stenia  e  due  del  secondo  :  queste  coppie  si  separano  armonicamente.  Di- 
fatti considerando  ad  esempio  la  coppia  di  spigoli  BC,  AD  del  1^  tetraedro, 
ad  essa  si  appoggia  la  coppia  B'C,  A'D'  del  2®  nei  punti  G,  0^  ;  H,  0', 
e  la  coppia  00',  0"0"'  negli  stessi  punti  e  dalla  figura  risulta  subito 
che  BC  è  diviso  armonicamente  da  G.O,  o  AD  da  HO',.  Analogamente 
per  i  punti  che  stanno  AB,  CD;  AC,  BD  ecc. 

15.  É  facile  vedere  che  la  retta  00'  si  appoggia  alla  coppia  BC,  AD 
in  G,  H  ed  il  gruppo  00'0'H  è  armonico.  Similmente  0,  O"  sono  di- 
visi armonicamente  dai  punti  di  appoggio  della  loro  cougiungente  con 
la  coppia  AB.  CD,  ed  0.  0"  sono  divisi  armonicamente  dai  punti  di 
appoggio  delia  loro  congiuiigeiite  con  T altra  coppia  BD,  AC.  Dunque 
in  un  sistema  desmico  di  tre  tetraedri,  un  vertice  O  di  uno  di  essi  e  il 
polo  della  faccia  opposta  0  0  "0"  rispetto  a  ciascuno  degli  altri  tetraedri. 

Sicché  dato  un  tetraedro  ABCD  ed  un  punto  O  si  può  costruire  un 
solo  tetraedro  desmico  ad  ABCD,  e  di  cui  un  vertice  è  0;  basterà  con- 
durre per  0  le  3  rette,  che  si  appoggiano  rispettivamente  alle  3  coppie 
di  spigoli  opposti  di  ABCD,  e  segarle  col  piano  polare  di  O, rispetto  alio 
stesso  tetraedro  ABCD  ;  i  3  punti  di  sezione  O',  O",  0'",  insieme  ad  O, 
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oostituisoono  il  tetraedro  richiesto.  Il  3*^  tetraedro  del  sistema  desmioo  è 
quello  dei  4  centri  di  omologia  di  ABCD,  OO'O'O'".  Tenendo  conto  di 
ciò  che  si  è  detto  nel  numero  precedente,  risalta  pure  la  seguente  co- 
struzione del  sistema  desmico  coniugato.  In  ogni  spigolo  del  tetraedro 
ABCD  si  trovi  un  punto  di  appoggio  di  una  delle  tre  rette  00',  00'',  00"', 
si  costruisca  di  questo  punto  il  coniugato  armonico  rispetto  agli  estremi 
dello  spigolo;  si  otterranno  cosi  6  punti,  che,  insieme  ai  6  punti  di  ap- 
poggio, costituiscono  i  vertici  dei  tre  tetraedri  del  sistema  coniugato. 

QsNBaoso  Gallucgi. 


UN  TEOREMA  ANALOGO  A  OUELLO  DI  SIMSON 


1.  —  È  notissimo  il  seguente  teorema  dovuto  a  Simson  :  (*) 
«  Il  luogo  dei  punti  del  piano  di  un  triangolo  tali  che  le  loro  proie- 
zioni ortogonali  sui  tre  lati  sieno  in  linea  -retta,  (**)  è  il  circolo  cir- 
coscritto al  triangolo  ».  (***) 

In  questa  breve  nota  io  mi  propongo  di  dimostrare  un  teorema  che 
col  precedente  ha  assai  analogia: 

€  Il  luogo  dei  punti  del  piano  di  un  parallelogrammo,  tali  che  le 
loro  proiezioni  ortogonali  sui  quattro  lati  sieno  concicliche,  è  l' iperbole 
equilatera  circoscritta  al  parallelogrammo  >. 

Sia  infatti  ABA'B'  il  parallelogrammo  dato  :  si  riferisca  la  figura  ad 
un  sistema  di  assi  cartesiani  ortogonali  di  cui  Tasse  oj  sia  la  bisettrice 
della  striscia  (B'A,  A'B)  e  l'origine  sia  nel  centro  del  parallelogrammo. 
Evidentemente  le  equazioni  dei  lati  saranno  : 

B'A)  y^k 

A'B)  y  =  -A 

AB)  y  =  mx  +  n 

A'B')  y  ^mx  —  n 

e  perciò  le  proiezioni  ortogonali  di  un   punto   qualunque  ^^{x^y)  del 
piano  su  questi  lati  avranno  rispettivamente  per  coordinate  : 

(a?,  k)  ;     (a?,  —  k) 
f'i\f(^  +  my  —  mn    mx  -f  m''y  -h  n\      ìx  -\-  my  -\-  mn    mx  +  rri^y  —  n\ 
^  ^\\       1  -f  /n*        '  1  +  m»        )'    \       l  +  w*        '  1  +  m«        ) 

(*)  Da  alcuni  è  attribuito  invece  a  Wallace. 

(**)  La  retta  obo  contiene  le  tre  proiezioni  è  detta  anche  *  rttta  di  Siueoif  ,.  £  noto  come  essa 
ìnTfluppi  una  ipoeieloide  trieutpid*;  anzi  questa  qnartica  che  gode  di  tante  belle  proprietà  e  che  può 
immaginarsi  generata  in  tanti  modi  diversi,  fu  studiata  la  prima  volta  da  Steinbb  sotto  questo  aspetto 
nella  classica  memoria  **  Uéb«r  eine  btaondére  Curve  driUen  Klaastn  und  vierlen  Ordnung.  .  (Journ.  f. 
die  reine  eto.,  von  Grbllx,  1857). 

(***)  Per  una  generalizzazione  di  questo  teorema  vedasi  la  recente  nota  di  M.  Gbaitd.  (Journ. 
de  math,  4Um.  de  Mabiaud,  1898) 


=  0 
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L'equazione  del  luogo  dei  punti  (Xf  y),  tali  ohe  le  loro  proiezioni 
ortogonali  sui  lati  del  parallelogrammo  sieno  oncicliche,  sarà  perciò  : 

d?M  A«  X  k  1 

a?*  -f  A«  X  —  A  1 

{x  +  mt/Y  -f  w*  a?  -f  my  —  mn  mx  -}■  vn}y  f  n  1  +  m* 

{x  4-  my)*  -f  n*  x  -\-  my  -f  mn  ma?  -f  m'y  —  n  1  +  m* 

cioè 

(2)  m*(a7*  -  y')  —  2m  a7y  -|  h\l  +  m«)  —  n«  =  0 

la  quale  rappresenta  un'iperbole  equilatera. 

Alla  (2)  può  darsi  ancora  un'altra  forma;  supponendo  che  sia: 

senza  difficoltà  si  trova,  sia  analiticamente,  sia  con  considerazioni  geo- 
metriche : 

2k  Ha  +  b) 

m  = -;     n  =  — -? 

a  —  0  a  -{•  0 

e  quindi  la  (2)  diviene: 

(3)  x^  -  y«  -  ?-^  ojy  -f  A«  -  aò  =  0. 

Osserviamo  ora  che  Tequazione  generale  di  un'iperbole  equilatera 
avente  il  centro  nell'origine  è 

(4)  a?*  -  y»  +  2  Xa?y  +  n  =  0. 

Le  due  indeterminate  X,  (i  assumeranno  valori  fissi  quando  sieno  co- 
nosciuti dae  punti  dell'  iperbole.  Se  questa  deve  passare  per  i  due  ver- 
tici A  e  B  del  parallelogrammo  dato  (e  per  conseguenza  anche  per  i 
simmetrici  A^B'),  indicando  con  f{Xy  y)  il  primo  membro  della  (4),  do- 
vremo avere  : 

f{a,  A)  =  a»  —  k'  4  2akX  +  fi  =  0 
f(b,  -  >t)  =  6*  -  A«  -  2bAX  -f  [i  =  0 
dalle  quali  si  ha 

X  =  —  ^—^  ;     |i  =  A»  -  aò. 

La  (4)  dunque  in  tal  caso  diviene  identica  alla  (3)  e  perciò  resta 
dimostrato  il  teorema  propostoci. 

Se  il  parallelogrammo  dato  è  un  rettangolo  l' iperbole  (3)  ha  gli  assi 
paralleli  ai  lati  ;  se  invece  è  un  rombo  la  (3)  degenera  in  una  coppia 
di  rette  ortogonali  e  precisamente  nelle  diagonali  del  rombo  stesso.  (Ciò 
può  anche  dimostrarsi  direttamente  per  via  geometrica  con  grande  facilità). 

Osserviamo  ora  che  Tequazione  del  circolo  su  cui  giacciono  le  quattro 
proiezioni  ortogonali  di  un  punto  Xi  y^  della  (2)  (3)  sui  lati  del  paralle- 
logrammo, per  le  (2),  e  quando  si  tenga  conto  dell'  identità 

{x^  +  my;)^  -f  n«  =  (a?,*  f  A«)(l  +  m»), 
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ohe  vale  in  forza  della  (2),    resulta 

or»  +  y«  =  x\  +  h} 

la  quale  equazione  mostra  che  tutti  i  circoli  che  si   ottengono   per  gli 
infiniti  valori  di  x^  sono  concentrici  nel  centro  del  parallelogrammo. 

2.  —  Il  teorema  ora  dimostrato  può  anche  enunciarsi  : 

<  Il  luogo  dei  punti  tali  che  i  prodotti  delle  loro  distanze  dai  lati 
opposti  di  un  parallelogrammo  sieno  eguali,  è  V  iperbole  equilatera  cir- 
coscritta al  parallelogrammo  >. 

Posto  sotto  questa  forma,  il  teorema  può  ancora  dimostrarsi  nel  se- 
guente modo  : 

Assumiamo  per  assi  coordinati  le  bisettrici  delle  striscio  formate  dai 
lati  opposti  del  parallelogrammo  e  sia  co  l'angolo  delle  direzioni  positive. 
Si  ha  che  le  distanze  di  un  punto  (^,  y)  qualunque  del  piano  dai  lati 
del  parallelogrammo,  quando  a  queste  distanze  si  attribuisca  un  conve- 
niente segno,  sono  : 

(y  —  P)  8«°  co ,     (a?  —  ^)  sen  0) , 
(y  +  P)  8®*^  w  ,     (a?  +  ^)  sen  0) , 

dove  2p,  2q  indicano  le  lunghezze  dei  lati. 
Perciò  l'equazione  del  luogo  cercato  sarà 

(5)  y«  -  p»  =  07»  -  q\ 

Se  cambiamo  l'asse  y,  prendendo  per  nuovo  asse  T  la  perpendicolare 
condotta  all'asse  oo  nell'origine,  cioè  riconducendoci  al  sistema  prima 
considerato,  avremo  le  formolo  di  trasformazione: 

a?  =  X  —  Y  cotg  (0 
y  =  Y  coseo  Ci) 
per  le  quali  la  (5)  diviene 

(6)  x«  -  Y«  -  2X Ycotg (0  +  p»  -  g*  =  0 

e  quando  si  osservi  che 

_     n     _^  w 

tg  (I)  ""  m 

p  = r^  -:^ 

Ben  (I)  m 

dove  ky  m,  n  hanno  il  significato  loro  attribuito  nel  n.  1,  la  (6)  si  potrà 
scrivere  anche: 

x«- Y' -  i.  xy  +  *!(i±i!^  -  i^' =  0 

m  m*  w' 

e,  moltiplicando   il  V  membro   per  m*,   la  precedente  diviene   identica 
alla  (2). 

Questo  teorema  potrebbe  ancora  dimostrarsi  facilmente  per  via  geo- 
metrica. 

Giulio  Cardoso-Laynes. 

— — ^—        «  1 1 ♦ .  »  ♦  ■ 
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SULLA  RISOLUZIONE  DELLE  EQUAZIONI  NUMERICHE 

di  terzo  e  di  quarto  grado 


Il  signor  A.  C.  Burnham  di  Berlino  in  una  nota  inserita  néiVAtnerican  Ma- 
ihematical  Monthly  (*)  si  occupa  delle  radici  complesse  delle  equazioni  e  ne  trae 
conseguenze  notevoli.  La  lettura  di  tale  nota  mi  ha  suggerito  un  metodo,  in  ge- 
nerale semplice  e  facile,  per  la  risoluzione  delle  equazioni  numeriche  del  8^  e  del 
4**  grado,  siano  esse  incomplete  o  complete,  e  che  trovo  opportuno  esporre,  quan- 
tunque di  tali  metodi  ve  ne  siano  parecchi  di  notevoli,  che  portano  tuttora  i  nomi 
di  illustri  matematici,  quali  Cardano,  Descartes,  Waring,  Simpson  ed  Eulero,  tanto 
più  perchè  mi  si  offro  così  l'occasione  di  applicare  qualcuno  dei  metodi  conosciuti 
per  la  determinazione  approssimata  di  una  radice  reale  di  una  equazione. 

I.  Equazione  cubica.  —  Consideriamo  una  equazione  cubica  completa  e  nella 
sua  forma  più  semplice 

(1)  f{x)  =  ir»  4-  a^P*  +  &a?  4-  e  —  0. 

Si  sa  dall'Algebra  complementare  che  una  equazione  di  grado  dispari  ha  al- 
meno una  radice  reale;  per  la  (1)  tale  radice  sia  a.  Le  altre  due  radici  potranno 
essere  reali  o  complesse,  nel  qual  caso  saranno  complesse  coniugate.  Consideriamo 
separatamente  i  due  casi. 

Caso  1^  —  Siano  a,  a',  a"  le  tre  radici  reali  della  (1).  Sappiamo  eie  i  coef- 
ficienti di  una  equazione  numerica,  data  nella  sua  forma  più  semplice,  sono  fun- 
zioni simmetriche  delle  sue  radici,  e  precisamente  che  il  coefficiente  del  secondo 
termine  col  suo  segno  mutato  è  uguale  alla  somma  delle  radici,  che  il  coefficient« 
del  terzo  termine  è  uguale  alla  somma  dei  prodotti  delle  radici  prese  a  due  a 
due,  ecc.  Applicando  queste  proprietà  al  caso  nostro  si  ottengono  le  relazioni 

/  a  4-  a'  -f-  a"  =»  —  a, 

(2)  I  «  («'  +  a")  -f  a'a''  «  6, 

l  a  a'a"  =  ~  e, 

nello  quali  or,  a',  ol'    sono  quantità  incognite. 

Supposto  che  a  sia  determinato,  si  hanno  per  a'  e  per  a"  le  seguenti  for- 
molo: 


(3) 


che  servono  a  determinarle. 

Esempio.  —  Si  debba  risolvere  l'equazione: 

f{x)  =  a:'  —  6a;»  —  7a:  +  60  =  0. 


(*)  Thè  American  Mathetmiiical  Monthly  edited  by  B.  F.  Finkel  (Springfield-MiMOuri)  and  J.  H. 
Colaw  (Monteroy- Virginia).  Voi.  IV,  Nob  8-9,  August-September,  1897,  page  201. 
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Si  ha  subito:  a  «  ~  6, 2>  =-  ~  7,  e  -«  60.  L'equazione  data  ha  una  radice  reale 
negativa,  perchè  il  coefficiente  del  termine  di  3*»  grado  è  1  ed  il  termine  noto  è 
positivo;  cerchiamo  tale  radice  applicando  la  regola  che  l'Algebra  complementare 
dà  per  calcolare  i  valori  di  una  funzione,  quando  all'  incognita  si  attribuiscano  dif- 
ferenti valori. 

Applicando  la  regola  di  Ruffini  si  trova:  f{—l)^eo,f{—  2)  «  42,  f  (—  3)  =  0; 
quindi  è  a  =  —  3.  Applicando  le  formolo  (3)  si  ottiene  facilmente: 

a'  «  4  e  a"  =  5. 

Caso  2^.  —  La  radice  a  sia  reale;  le  altre  due  siano  complesse;  indichiamole 
con  p-f  Yi  e  P  — yt,  essendo,  come  di  solito,  *«y  —  1. 
In  questo  caso  il  sistema  (2)  diventa: 

/  a  -h  2p  =  -  a, 
W  {p*-|"Y'*4-2ap  — &, 

Dalla  prima  e  dalla  terza  di  queste  equazioni  si  ricava: 
(5)  a  =  -(a-H2p)     ,     p«4-T*=-- 


e  e 


a       a  +  2p  ' 
sostituendo  nella  seconda  delle  (4)  e  riducendo  si  ha: 

(6)  8P»  +  8«p2  +  2  (a*  +  6)  P  -f  (aò  ~  e)  =  0. 

Dalla  terza  delle  (4)  si  ha:  y«  =  ~  -  —  p«  ;  tenendo  conto  della  prima  delle  (5), 

oc 

sostituendo  e  riducendo  si  ottiene: 

,       e  —  ap*  -f  2p« 

^  a4-2p 

dalla  prima  delle  (4)  si  ricava  pure: 

(7)  P  «-*--(« -ha); 
quindi  si  può  anche  scrivere: 

—  e  —  -^  (a  -I-  a)«  a 

,.  = i ' 

perciò  si  hanno  per  y  le  relazioni: 

Per  mezzo  delle  relazioni  (5),  (6),  (7)  e  (8)  si  possono  calcolare,  con  quel  grado 
di  approssimazione  che  si  desidera,  i  valori  di  a,  [j  e  y,  e  con  ciò  quelli  delle  tre 
radici  della  (1).  Cioè,  determinata  per  tentativi  o  con  uno  qualunque  dei  metodi 
di  approssimazione  che  offre  l'Algebra  complementare  la  radice  reale  a  della  equa- 
zione (1),  per  mezzo  della  (7)  e  di  una  qualunque  delle  (8)  possiamo  determinare 
facilmente  p  e  Y>  o  quindi  anche  P  -+-  Y*  ®  ?  —  Y»-  Analogamente  possiamo  deter- 
minare la  radice  reale  p  della  (6)  e  con  semplici  sostituzioni  ottenere  a  e  y  dalla 
prima  delle  (5)  e  da  una  qualunque  delle  (8). 

Osservazione.  —  Dalle  (8)  risulta  che  y  può  avere  due  valori  uguali  e  con- 
trari; ciò  non  offre  ambiguità,  poiché  nei  valori  delle  radici  della  (1)  la  quantità  y 
è  presa  una  volta  come  positiva  ed  una  volta  come  negativa. 

Esempio.  —  Consideriamo  l'equazione: 

f(x)  =  x^~-  òx^  4.  ex  —  4  =  0. 


—  e 7  (rt  -|-a)*a 

4 
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Si  ha  a  Bs  —  5,  6  «s  6,  e  =»  —  4.  Determiniamo  fra  quali  valori  interi  è  com- 
presa la  radice  reale  positiva  a.  Applicando  la  regola  di  Riaffini  si  trova  ^(1)  «*  —  2, 

Essendo  dunque  :  f  (3)  •<  0  ed  f  (4)  >-  0,  la  radice  cercata  è  compresa  fra  3  e  4. 
Calcoliamola  per  approssimazione  col  metodo  di  Lagrange. 
Avendosi 

r(3)-4,   r(3),--3   ir(3)-4, 

l'equazione  ausiliaria  in  y,  avendo  posto:  X'^3  -\-  ^^  è: 

-~4y»  +  8y»-|-4y-|-l«0, 

e  riducendo  alla  forma  più  semplice 

3  1 

Anche  questa  equazione  ha  una  radice  reale  positiva,  che  si  trova  facilmente 
essere  compresa  fra  1  e  2.  Si  ha  quindi  : 

SP(1)  =  -1,  9'(1)-|.  Ì9"(l)-J; 

perciò  l'equazione  ausiliaria  in  Zy  avendo  posto  yssl  -|.  —,  è 

z 

-«»  +  i««+i*  +  i=o, 

ossia  anche: 

La  radice  reale  positiva  di  4»  (2r)  =  0  è  compresa  fra  1  e  2;  inoltre  si  ha 

<i.(i)=-^,r(i)--|.  ■^♦"a)=|. 

L'equazione  ausiliaria  in  m,  ponendo  z  »  1  ■)-  — ,  è 

ossia  : 

di  cui  la  radice  reale  positiva  è  compresa  ancora  fra  1  e  2.  Avendosi: 

xd) ^,  x'a)-|f.  •^3i"(i)  =  -fj: 

e  ponendo  u^»!  -| — ,  si  ottiene  l'equazione  ausiliaria: 

1        25    ,       ,^         11       ^ 
p»~-2-r«-17i^~-2---0, 

della  quale  la  radice  reale  positiva  è  compresa  fra   13  e  14.  Si  ha  quindi  per  i 
risultati  ottenuti  e  per  approssimazione: 

1 


a«3-|- 


i+i 


i+i 


14  ' 


13  -h  ....  =  3,6585. 
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Le  convergenti  corrispondenti  a  questa  frazione  continua  che  dà  il  valore  di  a 

7      11       150  150 

sono  3,  4 ,  77  ,  -5-  ;  e  -tt-  ;  la  differenza  fra  -77-  =  3,6585  e  il  valore  esatto  della  ra- 
^       o  41  41 

dice  a  è  minore  di  5-  =  r^rr-r  ;  qualora  questa  approssimazione  non  fosse 

41  (41  -\-  o)       lou4 

sufficiente,  basterebbe  seguitare  ancora  nel  calcolo  delle  equazioni  ausiliarie. 

Dalla  (7)  e  dalla  (8)  si  ha: 

p  =—  -|  (—  5  +  3,6585)  «.  0,67075, 


Y  «±  1/—  o^rfr  —  (0,67075)*  =±  y 0,64343871  «  ±  0,80214. 
f         o,DOo5 

Le  radici  cercate  sono  dunque 

3,6585;  0,67075  +  f .  0,80214  e  0,67075  —  1.0,80214. 

Nota,  —  Riesce  un  pò*  lungo  il  calcolo  per  determinare  la  radice  reale  del- 
Tequazione  data  0  della  (6);  ma  una  volta  che  questa  in  casi  particolari  si  co- 
nosca o  si  possa  determinare  facilmente,  le  altre  due  radici  si  hanno  subito  con 
semplici  operazioni  aritmetiche.  Data  ad  esempio  l'equazione: 

a?»  —  3ar«  —  9ar  +  27  —  0, 

la  (6)  dà  :  8^'  4-  27p'  =  0,  ossia:  p  —  3  »  0,  da  cui  ?»  3;  e  si  ha  così  molto  se- 
plicemente  :  a  ■=»  —  3,  "x  =  0, 

(continua)  Prof.  Ukbebto  Ceretti. 


SULLE  QUISTIONI  293  e  398 


(T.  X  (1895),  pag.  186;   -  T.  XIII  (1808),  pag.  47-48  e  pag.  84). 


Se  P  è  la  proiezione  ortogonale  di  0  sul  piano  n  =  (ABC)  e  a,  p,  y,  sono  gli 
angoli  POA,  POB,  POC,  la  notissima  relazione 

cos*  «  -j-  cos*  P  +  cos*  y  =^  1 
può  scriversi 

1  1  1  1 

*  ^  ÓA'"^  ÒB*"^  OC'^OP'' 


ma  dal  triangolo  OMM'  abbiamo  OM*  —  OM'*  »  2  MM'.  OP,  dunque 

(2  MUy  1  1  1 

(0M«  -  owy  "  òÀ»  "^  òB*  "^  oc*  ' 

che  è  la  relazione  proposta  a  dimostrare  nella  quistìone  293. 
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Quanto  alla  rolazione  della  qniatione  398,  nella  quale  per  O  deve  intendersi  il 
centro  di  proiezione,  esprime  esattamente  la  stessa  cosa,  perchè  il  triedro  O  (ABC) 
è  trirettangolo  in  0,  e  il  raggio  R  del  cerchio  di  distanza  non  è  altro  che  OP. 

Profitto  di  questa  occasione  per  fare  una  osservazione,  che  non  sembra  priva 
d'interesse:  i  sigg.  Scharp  o  Marks  ('*')  analiticamente  ed  io,  geometricamente,  (**) 
abbiamo  dimostrato  che  se  p,  p»,  pb,  pe«  sono  i  raggi  di  quattro  cerchi  complanari 
e  due  a  due  ortogonali, 

p  pa  Pb  Pc 

ma  il  triangolo  ABC  è  autopolare  rispetto  al  cerchio  imaginario  Ep'  col  centro  P 
e  il  .raggio  OP  V'  —  1  •=  R  »,  ed  i  quattro  cerchi  (reali)  ortogonali  a  Kp*  e  coi  centri 
in  A,  B,  C  hanno  ordinatamente  per  raggi  OA,  OB,  OC,  dunque,  tenendo  presente 
che  i  quattro  cerchi  nominati  sono  ortogonali  due  a  due,  la  (2)  può  considerarsi 
come  una  notevole  interpretazione  planimetrica  della  relaziono  stereometrica  (1). 

V.  Retali. 


SUI  SISTEMI  PENTASFERICI  ORTOGONALI 


Se  CAB  è  un  A  rettangolo  in  0,  e  P  la  proiezione  ortogonale  di  0  sopra  AB 
il  teorema  Pitagorico  esprime  che  i  cerchi  A',  B*  coi  centri  respettivamente  in 
A, B  e  i  raggi  0A=  pa,OB<Bipb,  sono  fra  loro  ortogonali;  se  scriviamo  però  il 
teorema  Pitagorico  nella  forma 


fe)"+  (à)'^  fe)'- 


e  poniamo  OP  .  i  ==  P,  abbiamo 

P*         P*         Pb" 

che  è  la  relazione  che  vige  fra  i  raggi  di  tre  cerchi  appartenenti  a  uno  stesso 
fascio  e  due  a  due  ortogonali.  Analogamente,  se  OABC  è  un  tetraedro  trirettan- 
golo in  0.  e  P  la  proiezione  ortogonale  di  0  sul  piano  (ABC)  =  it,  il  teorema  Pi- 
tagorico (stereometrico) 

(BOC)«  -f  (COA)«  -f  (AOB)«  —  (ABC)*, 

scritto  nella  forma 

(oa)  ^  (ob)  "^  (oc)  "^  ( op)  ' 

esprime  che,  nel  piano  «,  il  cerchio  Kp*.  di  centro  P  e  raggio  p  ==  OP .  V— 1,  in-- 


(*)  Mathe»Matical  qu«»tion,  wUh  their  uoì.  from  tke  Sd.  Time»  ete.  ról.  LI. 

(**)  Sur  /«  doublé  contact  ti  le  eontaet  quarti pouctuel  eie.  Mem.  de  la  8oe.  royale  dea  seiencea 
de  Liège.  2*  serie  T.  XVIII,  g  8. 
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sieme  ai  tre  cerchi  A^,  B',  C*,  coi  centri  respettivi  in  A,  B,  C  e  i  raggi  OA  «^  p. , 
OB  =  pbt  OC=»pct  forma  un  sistema  di  quattro  cerchi  due  a  due  ortogonali,  ed 
equivale  perciò  alla  relazione 

J_      J_      2.      ±  — n 

P*  P.*         Pb*  Pe* 

che  lega  i  raggi  di  quattro  cerchi  complanari  e  due  a  due  ortogonali:  ognuno  dei 
quattro  cerchi  ammette  per  triangolo  autopolare  quello  formato  dai  centri  degli 
altri  tre  ;  due  cerchi  qualunque  della  quaterna  si  segano  in  due  punti  reciproci  ri- 
spetto agli  altri  due  ecc.  (Cfr.  la  mia  nota  precedente  sulle  questioni  293  e  898). 

Consideriamo  ora  un  tetraedro  reale  ABCD  (a  p  y  ^)  coniugato  rispetto  ad  una 
sfera  reale  Z^  di  centro  R  e  raggio  p:  sia  A  il  vertice  intemo  a  £',  e  denotino 
Pa,  Pbv  Pc  Pdf  i  raggi  delle  quattro  sfere  A*,  B*.  F*,  A*,  ortogonali  a  S*  e  coi  centri 
respettivi  nei  punti  A,  B,  C,  D;  queste  quattro  sfere,  delle  quali  la  prima  A^  è  im- 
maginaria, segano  ordinatamente  £'  sui  piani  a,  p,  y»  ^i  e  si  segano  fra  di  loro  tre 
a  tre  in  coppie  di  punti  reciproci  rispetto  a  £';  di  più  ognuna  di  esse  è  coniu- 
gata rispetto  al  tetraedro  che  ha  per  vertici  R  e  i  centri  delle  altre  tre.  Poiché 
le  cinque  sfere  2^,  A',  B',  F*,  A*  figurano  in  modo  simmetrico  nel  gruppo,  le  pro- 
prietà indicate  per  le  ultime  quattro  rispetto  a  l^  valgono  naturalmente  per  ogni 
quaderna  considerata  in  rispetto  alla  quinta  sfera,  e  si  potrebbero  enunciare  sem- 
plicemente mutando  le  notazioni  e  distinguendo  le  cinque  sfere  con  indici. 

Le  tre  sfere  B',  F',  A^  si  seghino  nei  due  punti  Ai,  As  (reali)  reciproci  rispetto 
a  2'  e  situati  sul  raggio  |  RA  |  =  a,  normale  al  piano  [BCD]  =  a:  il  triedro  Ai(BCD) 
è  trirettangolo  in  Ai,  perchè  Ai  essendo  comune  per  es.  alle  due  sfere  ortogonali 
B*  e  r*,  rangole  BAiC  è  retto,  se  dunque  poniamo  (aa)  =  P  avremo: 

^^'  (ajp)  ■"  (me)  '  (a;c)  +  Ia:d)  ""77  '  "p7  ■*■  77' 

se  ora  è  M  il  punto  di  contatto  con  2^  di  una  tangente  uscente  da  P,  e  {i  la  proie- 
zione di  M  sopra  la  a  =  |  RA  |  ,  dal  triangolo  rettangolo  PMR  si  ha 


p»  +  Ipm)  ""  Im  J  ' 


la  quale,  osservando  che  AiP  =  PM  e  che  il  raggio  pa  della  sfera  A'  è  M{i .  ]/ — 1, 
può  scriversi 


(2) 


p.»     p«  ^  UiP/  ' 


sommando  membro  a  membro  le  (1),  (2)  otteniamo  finalmente 

1.1  1.1.1         n 

P'         p.*        Pb*        Pc'        Pd* 

Abbiamo  così  dimostrato  geometricamente  la  relazione  importante  che  lega  i 
raggi  di  cinque  sfere  due  a  due  fra  di  loro  ortogonali,  e  chiarito  come  tal  rela- 
zione possa  considerarsi  in  un  certo  senso,  quale  una  naturale  estensione  del  teo- 
rema Pitagorico. 

V.  Retali. 


■  »<■>»  « 
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mu  mmim  di  ALcnm  squazioni 

del  terzo  e  quarto  grado 


I.  -~  Equazioni  del  terzo  grado. 

1.  Accennererao  qui  brevemente  a  due  classi  particolari  di  equazioni  :  a  quelle 
a  radici  in  progressione  per  differenza  e  a  qttelle  a  radici  in  progressione  per  quo- 
ziente, facilmente  risolvibili  usando  delle  funzioni  simmetriche  delle  radici. 

a)  Equazioni  a  radici  in  progrressiono  por  differenza. 

2.  Sia 

(1)  ^(ar)  «=  ar»  -h  Aa:*  +  Bx  -h  C  «  0 

l'equazione  nella  sua  forma  generale,  e  xx.x^yOCt  dinotino  le  radici.  Sarà 
(a)  Zxi  ■"  —  A  ,  "LxìXt  =  B  ,  xix^xi  =  —  C. 

Ma  Xi^^xi  -\-  d  f  x%=Xi  -{-  2d  (essendo  d  la  differenza),  e  perciò  dalla  prima 

delle  (a)  risulterà 

A 

Determinato  xt  l'equazione  potrà  essere  abbassata  di  un  grado  e  quindi  tosto 
risoluta. 

3.  Osserviamo  intanto  che  per  questa  classe  di  equazioni,  se  si  passa  alla  tra- 
sformata, si  trova  una  forma  semplicissima,  perchè  posto  nella  (1) 

(?)  x^g  +  h 

.  ,       20*1  A 

è  h  =  - --or.. 

cioè  y  =  0  radice  :  si  deve  perciò  avere 

y»  +ny=:0. 

Ciò  segue  infatti  direttamente,  perchè,  sostituendo  nella  (1)  il  valore  di  x  dato 
dalla  (^)  e  raccogliendo,  si  ha 

(1)'  y'  +  (B  -  3x8 «)  y  +  (Bar,  --  2a?,»  +  C)  -  0. 

Sviluppando  il  coefficiente  dì  y  e  il  termine  noto  secondo  le  (a),  e  sostituendo  poi 
a?»  —  d  Ad  Xi  e  Xi  -\'  d  &d  xzy  risulta 

B  — 3a's'==— rf« 
Bara  —  2jr2'  -f  C  =»  0. 

E  quindi  per  la  trasformata  si  ha  la  formola  generale 

(2)  y>  -  rfV  -  0. 


(Y)  / 


Se  è  (2  BBH  0,  le  radici  sono  tutte  e  tre  eguali,  e  la  (2)  mostra  tosto  come  per 
tale  caso  essa  si  riduca  alla  nota  forma  y^  =  0. 
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Qaesto  caso,  riportato  airequazìone  primitiva  (1)',  è  espresso  dalla  coesistenza 
delle  relazioni' SBea  A'  (ricavata  dalla  prima  delle  (y))  e  Ca^j-^-]  . 

4*  Le  considerazioni  precedenti  valgono  qualunque  sia  la  natura  delle  radici 
e  qualunque  sia  d,  cioè  nullo,  complesso  o  reale,  e  perciò  esse  ci  porgono  un  mezzo 
facile  per  risolvere  tutta  una  classe  di  equazioni. 

Se  d  è  reale  (essendo  xi  pure  reale)  esse  risolvono  il  caso  particolare  impor- 
tante di  radici  reali,  diseguali,  in  progressione  per  differenza,  caso  che,  trattato 
con  la  formola  di  Cardano,  non  si  potrebbe  risolvere,  condncendo,  come  è  noto, 
aiVirriducibUe, 

9.  La  condizione  a  cui  devono  soddisfare  i  coefficienti  delle  equazioni  a  radici 
in  progressione  per  differenza,  qualunque  sia  la  natura  di  queste,  si  potrebbe  ri- 
cavare dalle  relazioni  (a).  Tale  condizione  però  risulta  anche,  e  più  semplicemente, 
dalla  seconda  delle  (y),  corrispondente  ad  r-^O  nella  trasformata  generale 

(8)  ar*  -h  ga?  +  r  =  0. 

A 
Ponendo  in  essa  —  q-  al  posto  di  Xi  si  ha  la  condizione  espressa  da 

o 

(3)  2(4-)-^ +  C  =  0. 

6.  Che  questa  relazione  sia  tale  da  permetterci  di  conchiudere,  ove  sia  sod- 
disfatta, che  Tequazione  rientra  nella  classe  a  radici  in  progressione  per  differenza, 
si  può  anche  provare  direttamente.  Posto  infatti  che  essa  abbia  luogo,  si  ha 

2  1 

^  {xi  +  ars  +  arj)*  — 5  (a?i  -f  a?»  +  xi)  {xix^  -f  xtx^  +  a^s^n)  +  XiX^xz  •«  0. 

Dividendo  per  (xi  -f  ars  +  x»),  sviluppando  e  riducendo,  si  ottiene 

27  xi  x%  xi 


{x%  —  xi)*  -f  (arj  —  xi)*  -\-  {xz  —  Xi)^  ■•  3  (aria^  -H  xiXz  +  ic%xz)  — 

Xi  -x-  x%  -{-  Xi 

Ponendo  xt  —  a?i  =«  ef,  ciò  che  dà  xi^^xt  —  d,  sviluppando  e  riducendo,  risulta 

2  (ars  —  ar»)»  +  Sd  (xi  —  xt)^  —  3d*  (xt  —  arj)  —  2d*  —  0. 

E  facendo  xt  —  arj  =  <?,  è 

(4)  2  (z^  —  d^)  -h  Sdz(z  —  d)^0; 

equazione  che  evidentemente  ammette  la  radice  z=^d.  Dividendola  per  z  —  d  essa 
riducesi  a 

2z^  4-  5d^  i-  2rf«  =  0. 

5  ±  3 

Da  questa  si  ricava  z  — j d,  e  quindi  quali  radici  della  (4)  si  hanno 

Zi  "=  —  2d f  Zi  =  d f  Zi-— ^ rf. 

Ma  ponemmo  d^^xz  —  a*i  ,  z  =  xz  —  ar-j ,  e  perciò  sostituendo  risulta 

,cv                                a^  -f  a-3                        a?i  4  ars                        ari  4-  a*» 
(•->)  xi  « 2 —  ,  a-a  = 2 ,  ars  = ^ • 

Osserviamo  che,  in  generale,  una  sola  di  queste  relazioni  sarà  soddisfatta,  per- 
chè se  contemporaneamente  lo  fossero  due,  seguirebbe  ari  ■«■  a^j  =  ars  ;  caso  affatto 
speciale  e  corrispondente  al  valore  particolare  ^  =  (^  >»  0. 
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Qualunque  sia  delle  (5)  la  relazione  soddisfatta,  le  radici  sono  in  progressione 
per  differenza,  come  si  disse. 

7.  Volendo  limitarsi  al  caso  di  rendici  reali  e  disegtiali,  è  d'uopo  ricordare  che 
la  condizione  della  realtà  e  disegnaglianza  loro  in  (S)  è  data  da 

Riportandoci  alla  nostra  trasformata  (1)',  questa  condizione  prende  la  forma 
ir/A\«     AB    ,  ^T        1     /-,       A»\»     ^ 

e  se  la  (3)  ha  luogo,  ossa  riducesi  a 

(6)  3B  —  A»  <  0 , 

corrispondente  alla  q<iO  della  precedente  forma  (&). 

La  coesistenza  della  (3)  e  della  (6)  è  adunque  la  condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente affinchè  le  tre  radici  sieno  in  progressione  per  differenza,  reali  e  disegualù 

Esempi.  —  P.  Sia  l'equazione 

f(x)  =  a;»  —  6a:»  4-  2ìx  —  26  «  0. 
I  suoi  coefficienti  soddisfano  alla  (3),  ma  non  alla  (6).  Segue  quindi 

f(x)  -=  (x*  ~  4x  -t-  13)  {x  —  2). 

E  quali  radici  dell'equazione  proposta  si  ha 

a:i  =  2  — 3*,       ari -=  2  ,       Xi  ^  2 -{  Si , 
essendo  d  =  Si. 

Per  la  trasformata  si  sarebbe  ottenuto 

y»-|.9y-0. 
2^  Sia  l'equazione 

(1)  f  {x)  «  21x*  4-  ISbx*  +  189a;  +  65  =  0. 

Ridotta  alla  forma 

65 

x^  f-5x'  +  7x+-27-  =  0, 

si  ha  che  i  suoi  coefficienti  soddisfano  alle  relazioni  (3)  e  (6).  E  quindi 

'^'"*       3    ~       3 
/  ,        10        .     13\  /      .     5\ 

E  quali  radici  si  ottiene 

5  4-2^3"                   5                  5-2VT     .         ..    ,        2V3" 
Xi  = ^-^  ,  xt  — "3  ,  ^.,  ^ 3 .   in  cui  è  rf  =  —^ . 

Per  la  trasformata  si  sarebbe  ottenuto 

3°.  Presi  due  numeri  A  e  B  t^li  da  soddisfare  alla  (6),  per  es.:  —  6  =  A, 
3  =  B,  e  scelto  C  in  modo  da  soddisfare  alla  (3)  (facendolo  in  questo  caso  eguale 
a  10),  si  ha  l'equazione 

f(a:)  =x^  —  ex^  +  3j?  -h  10  =-  0. 
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Risolvendola  si  trovano  le  radici 

xi= —  1,  x%  -=^2^  a:»=*5 
in  cui  è  c2«»»3. 

h)  EquwBloBi  a  radici  in  progressione  per  quoziente. 

8.  Se  nell'equazione  completa 

(1)  fXx)  =  »»  4  Aar»  4-  Bar  +  C  -0 

A 

facciamo  x  =  y 5-,  otteniamo  la  trasformata 

o 

(2)  ,.+  (B_^)y+(|,A.-f +C)  =  0. 

La  sua  risoluzione  dipende,  come  è  noto,  dalla  natura  della  quantità 

corrispondente  alla  quantità 


4        27 

della  trasformata  generale  x^  -\'  qx  •\'  r  ^»{))  sarà  quindi  necessario  fare  su  di  essa 
qualche  osservazione. 

Sviluppando  e  riducendo  si  ottiene 

(4)  A  «»  j^  (27C«  +  4A«C  -f  4B»  —  A»B>  —  18ABC). 

Però,  se  r  indica  il  rapporto  esistente  tra  due  radici  successive,  è 

A»C  =  B», 
perchè 

(a)  —  A  =  xi(l  +  r^r%  B  ==  an'r  (1  -f  r  +  r"),  —  C  =  ariV', 

e  sostituendo  si  ha 

«iV»  (1  4  r  +  r«)»  «  aJi  V»  (1  +  r  +  r*)'. 
Quindi  la  (4)  prende  la  forma 

(5)  A  ^  r^  (27C«  -f  8B»  —  A«B«  —  18ABC). 

Se  ad  A,  B,  C  sostituiamo  i  loro  valori  e  raccogliamo  x\^r^,  risulta 

quantità  variabile  con  x\  e  con  r.  Abbiamo  quindi: 

(1  4-  r  -I-  r*\                       1 
j  =  1  4  r  -^ riducesi  a  4  3  op- 
pure a  —  1. 

Per  tali  valori  la  (6)  è  uguale  allo  0. 

Ciò  conferma  il  noto  caso  di  radici  eguali  dato  da  -r-  +  97  ""  ^  nella  trasfor- 
mata generale. 

a)  In  particolare,  se  è  r  =  1,  nella  (2)  si  ha 
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Donde  deducesi  tosto  che  la  trasformata,  trattandosi  di  rttdici  tuite  e  tre  egtialif 
Steno  esse  reali  o  complesse,  prende  la  nota  forma 

(7)  y»-0. 

b)  Se  è  r  B«  —  1,  si  hanno  due  radici  eguali  e  la  terza  solo  diversa  nel  segno. 
Per  questo  valore  è 

"    3 — aU/'^    — r  +  ^-w^- 

E  quindi  in  questo  caso  la  trasformata  riducesi  alla  forma 

(8)  ^'"^(a)    y  +  ^^  =  ^- 

2^.  Se  è  r=^a-hbi  si  può  avere:  xi  complesso  e  quindi  tre  radici  complesse; 
e  si  può  avere  xi  reale,  cioè  una  radice  reale  e  due  complesse. 

3°.  Se  è  r  ^  0,  esclusi  i  casi  r  =  ±  1  già  considerati,  ed  xi  è  reale,  si  ha  il 

caso  importante  di  radici  in  progressione  per  quoziente,  reali  e  diseguali.  Volendo 
applicare  ad  esso  la  formala  cardanica  si  cadrebbe,  come  è  noto,  nelV  irriducibile, 
e  tale  fatto  è  reso  tosto  manifesto  anche  dalla  (6). 
Infatti  per  r  «»  ±  1  essa  prende  le  forme 

Ai-^(1  -}  8-6-3),      A,=  -^(27-8-18-l). 

E  poiché  per  r^  0,  esclusi  i  valori  r  =  ±  1,  l'espressione  fi  -|-  r  H j  as- 
sume valori  >•  3  oppure  <[  —  1,  segue  che  d  è  minore  di  zero. 

4^.  Come  caso  particolare  noteremo  anche  qui  quello  in  cui  nella  posizione 

A 

A. 

per  passare  alla  trasformata,  si  abbia  —  -^  =  x^  cioè  radice.  Per  esso,  come  ab- 

o 

biamo  trovato,  risulta  la  forma 

(W  y^  +  ntf^  0. 

Dall'essere  A  =»  —  3a?,  si  ha  a:  (1  +  r  +  r')  =  —  Sx,  cioè  r^  +  r  —  2«8  0,  che 
dà  n  =»  1,  r j  =  —  2. 

E  quindi  nei  soli  casi  di  r  =  1,  r  ■«  —  2  (o  ciò  che  è  lo  stesso  r  =  —  ^,  suo 

valore  reciproco),  si  può  avere  la  precedente  forma  (P). 

Il  caso  r*—l  fa  già  considerato. 

Per  il  caso  r  =  —  2  (avendosi  per  tale  valore  1  +  r  +  r'  =  3)  abbiamo  per  le  (a): 
A  ■»  —  dxi ,  B  =  —  6iti*,  C  =  8a:i',  e  quindi 

1  3  3  3 

Analogamente:  se  è  r= —  ~  si  ha  1  -f  r  +  r'  =  -j  ,  A  = j  a?i  ,  B  = q^ji*, 

^  4  4  o 

^       ari»      .  ,  „       A«  9       ,        2    , ,      AB    .   ^      ^ 

C=>g-,  c,oèB--^=-^^,«,    _A»--^  +  C  =  0. 

Per  cui  la  forma  della  trasformata  è  la  (P),  essendo  n  =  —  9xi*  oppnre 

5^  Ferr^^xi  abbiamo  il  caso  speciale  di  radici  potenze  successive  di  un  numero. 
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9«  La  rìsolnzione  delle  equazioni  appartenenti  alla  classe  precedente,  qualunque 
sia  la  natura  delie  radici  loro,  riesce  facilissima  ove  si  ricorra  alle  relazioni  (a). 
Infatti  da  esse  si  ha 

B        ZxtXi      X\r(xi  ■\- x\r -k- xir^) 

I      ■     »■  ■  !■■■    ^S     I     ■    ■   — ^—   ^^S8     ■       ■        ■!■■■■         ■■■  ■-        ,^m  SS!3  0C\  "9*     ^J    ^C^ 

A  2Ja?i  (xi  +  xir  -\-  xir^) 

e  nota  una  radice  l'equazione  può  esser  abbassata  di  un  grado  e  quindi  tosto  ri- 
soluta. 

10.  Prima  però  di  passare  alla  risoluzione  numerica,  ricercheremo  quale  re- 

R 
lazione  deve  esistere  tra  i  coefficienti  di  queste  equazioni.  Abbiamo -r-  ^  xir. 


xih'^  — 


Da  ciò 

--(1)' 

Ma  xi'  r'*  = —  C,  quindi 

e  -  (I)  •, 

relazione  facile  a  verificare. 

11.  Si  perviene  alla  stessa  passando  per  il  valore  di  r.  Infatti  si  ha 


(a)  <        B— ari»r(l +  r -fr») 


[  —  A  =  a7i(l  4-r-f  r«) 


\-c 


xi*r*. 


Dalla  prima  eguaglianza  si  ha  ari  ■«  —  =— - — -j- — j ,  e  sostituendo  questo  valore 


nelle  successive  e  riducendo,  risulta 

AV       ^ 
1  -f  r  +  r*  *" 
donde 


-e, 


(2) 

I  A  V  r. 

0. 

Ve 

Dalle  quali  equazioni  si  deduce 

A»— B       A— Ve  .    ,.  ,     ,         ,    ^    .  /B\8 


Ve 


,  e  quindi  come  precedentemente  C  =  (-t-) 


12.  Osserviamo  intanto  che  le  due  radici  dell'equazione  (2)   sono  reciproche, 
perchè  il  loro  prodotto  è  1. 

È  indifferente  prendere  l'uno  o  l'altro,  perchè  determinando  Xi ,  ed  ottenendosi 
le  altre  due  radici  da  x«  col  moltiplicarla  e  dividerla  per  la  ragione,  i  risultati 
sono  scambiati  solo  di  ordine. 

13.  La  relazione 

«-©• 

è  tale  che,  ove  i  coefficienti  di  una  data  equazione  la  soddisfino,  l'equazione   ap- 
partiene alla  classe  di  cui  ci  occupiamo,  e  quindi  può  essere  tosto  risoluta. 
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Infatti,  se  sussiste  la  C/Ba(-T-|  ,  si  avrà  . 

xixtxz  {xi  -f  «j  4-  ora)' «=  [xiXi  -\-  XiX^  +  orjarj)'; 
sviluppando,  riducendo  e  trasportando  tutto  nel  primo  membro,  risulta 
xi^xaars  +  XiXt^xz  +  a:ia:sX4*  —  a?i*aPi' —  j-i'arj' —  arj»jf8'«=0, 

ossia 

(xi*  —  x%Xi)  .(xi*  —  Xi  xz)  (Xi*  —  Xi  ar,)  ■«  0, 

donde  segue  che  deve  essere  eguale  a  zero  almeno  una  delle  espressioni  in  pa- 
rentesi. 

Notiamo  che  in  generale  sarà  nulla  una  sola,  perchè,  se  contemporaneamente 
fossero  eguali  a  zero  due  delle  dette  espressioni,  seguirebbe  a:i  ■»■  a?»  =  ar»,  e  sarebbe 
nulla  anche  l'altra.  Caso  affatto  speciale  e  corrispondente  al  valore  r  ■=  1  già  consi- 
derato. 

Qualunque  sia  l'espressione  verificata  si  ha  che  le  radici  sono  in  progressione 
per  quoziente,  ed .d, 

14.  Come  caso  particolare  importante  noteremo  quello  in  cui,  essendo  A,B,C 
reali,  sono  soddisfatte  le  relazioni 

0-©" 

(1)'  27C*  +  8B»  —  A'B'  —  18ABC  ^  0, 

corrispondente  quest'ultima  al  caso  di  -j-  +  „«  ">  0  nella  forma  generale  citata. 

La  coesistenza  loro  dà  la  condizione  affinchè  le  radici  sieno  in  progressione  per 
quoziente,  reali  e  diseguali.  Si  può  però  trovare  per  altra  via  una  relazione  molto 
più  semplice  della  (1)'.  Posto  infatti  che  i  coefficienti  A,B,C  sieno  reali,  se  la  (1) 
è  soddisfatta,  riesce  implicitamente  determinato  x%y  e  quindi 

f(x)  —  (a?'  -\-px  +  q)(x  —  Xi), 

Essendo  x%  reale,  basterà  sapere  quando  sono  reali,  e  inoltre  diseguali,  le  altre 

due  radici  Xi^xz,  date  dall'equazione  al  2^  grado,  perchè  ove  si  abbiaci  ^x,  le 

radici  sono  diseguali  tutte  e  tre.  Infatti  posto  ari  =  ars ,  oppure  a:»  =  o^ ,  dalle  re- 
lazioni Xi  =  a;ir,  xt^^^^x^r  si  avrebbe  r  «  1,  cioè  «i  =a:j  =  a;*  contro  l'ipotesi. 
La  condizione  per  la  realtà  e  diseguaglianza  di  queste  radici  è  data,  come  è 

noto,  da  ^ gf  >  0.    E   poiché    è  j?=A+«j,  q  ^ ,  essendo   ari  =  —  -r- 

4  ari  A 

B' 
e  C  =  Ys  ^^®  condizione,  ricondotta  all'equazione  del  terzo  grado,  diventa 

(2)  A*-2B-3(|)  >0, 

abbastanza  facile  quando  si  noti  che  la  quantità  -r-  si  trova  determinata  nella  (1). 

Che  la  (2)  soddisfi,  si  può  anche  vedere  direttamente,  perchè  sostituendo  ad  A 
e  B  secondo  le  (a)  e  riducendo,  essa  prende  la  forma  ari*  (r*  —  1)"  ]>  0,  la  quale 

(escluso  r  =  W,  incompatibile  con  la  realtà  di  A,B,C  già  posta)  è  vera  per  a?i  ^0 

ed  r  ^  0,  esclusi  però  i  valori  r«=  ±  1,  cioè  è  vera  solo  per  radici  reali  e  diseguali. 

La  coesistenza  quindi  delle  relazioni  (1)  e  (2)  dà  la  condizione  di  radici  in 
progressione  per  quoziente,  reali  e  diseguali. 
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Se  è  ^^^ — grsssO  le  radici  .ri,  x%  sono  eguali  e  per  le  relazioni  x%  —  j:sr=.rir', 

x%=X\ry  segue  r  =  ±  1  e  .ri  =  ±  ^a-^xs.  Ciò  rilevasi  anche  dalla  (3),  che  in 
questo  caso  si  riduce  a  r  '  —  1  =  0.  E  perciò  : 

La  coesistenza  della  (ì)  e  della  (2)  eguagliata  a  zero,  qualunque  sieno  A,B»C, 
dà  la  condizione  di  radici  tutte  e  tre  eguali,  oppure  di  due  radici  eguali  e  la  terza 
solo  dipersa  nel  segno. 

Esempi.  —  P.  Sia  l'equazione 

(1)  f(x)  =  a?»-4-a;»  —  2a?--8  =  0 

a  coefficienti  reali.  In  essa  la  relazione  Gbs|— j    è  soddisfatta;  ma  non  lo  è  la 

A«— 2B  — 3[-|-)*>0. 

Le  radici  saranno  perciò  in  progressione  per  quoziente,  ma  non  saranno  tutte 
reali.  Infatti  risolvendo  si  trova 

A 

f{x)  =  {x*  +  3a:  4-  4)  {x  —  2) 

3  4-  V^  3  —  V^ 

XI  «■ —  " 

essendo 


«1  =■ 2 ,    a?8=  — 


—  3±  V^ 

^= 4 • 

2^  Sia  l'equazione 

(1)  r(a:)=ar«4-3a:-  +  ar  +  -^  =  0 

a  coefficienti  reali.  In  essa  le  relazioni  (I)  e  (II)  sono  soddisfatte  e  perciò  le  radici 
saranno  in  progressione  per  quoziente,  reali  e  diseguali. 

Se  si  volesse  applicare  alla  (1)  la  formola  di  Cardano  si  cadrebbe,  come  è  noto, 
nel  caso  irriducibile.  Ponendo  infatti  x  =  ^  —  1  risulterebbe  la  trasformata 

Ma  dopo  ciò  che  precede  si  ha 

B  1 


r(.).=  (.>  +  |a.+  i)(.4l), 
—  4±VÌ5, 


X  == 


e  quindi 


essendo 


oppure 


4  +  VT5      ^.__i.    ^.__«4-Vl5 


*  3  3 


Prof.  Florkste  Malfbi. 
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3SI«  Due  parabole  omofocali  hanno  le  direttrici  parallele^  ed  x  è  la  bisettrice 
della  striscia  formata  da  queste  due  direttrici:  dimostrare  che  lo  inviluppo  delle 
rette  simmetriche  di  r  rispetto  a  una  tangente  variabile  delVuna  o  délV altra  para- 
bola è  un  medesimo  cerchio. 

V.  Retali. 

Risoluzione  del  Prof.  Q.  Cardoso-Laynet. 

E  stato  dimostrato  (Quistione  880)  che  l'inviluppo  delle  rette  simmetriche  di 
una  retta  data  r,  parallela  alla  direttrice  d  di  una  parabola,  rispetto  alle  tangenti 
di  questa,  è  un  circolo  che  ha  il  centro  nel  fuoco  F  della  parabola  e  che  ha  per 
raggio  la  distanza  delle  rette  d  e  r.  Perciò,  se  indichiamo  con  dfd'  le  direttrici 
di  due  parabole  omofocali  in  F  e  con  r  la  bisettrice  della  striscia  (dd'),  poiché  le 
distanze  di  d  9  d'  da  r  in  valore  assoluto  sono  eguali,  si  avrà  evidentemente  che 
tanto  per  Tuna,  quanto  per  l'altra  parabola»  1*  inviluppo  delle  rette  simmetriche  di  r 
rispetto  ad  una  tangente  variabile,  sarà  il  cerchio  di  centro  F  e  che  ha  per  raggio 
la  distanza  delle  rette  d,r  (o  d'^r)  ossia  la  metà  della  distanza  delle  due  direttrici. 

Altro  risoluzioni  del  tigg.  Dott.  C.  Morizzi»  Prof.  Radolfe,  E.  Tucoi. 

897.  Un  determinante  Dn  di  09'dine  n,  in  cui  un  termine  qualunque  Sn  è  nullo, 
se  r  e  B  differiscono  fra  loro  per  piii  che  un'unità,  diventa  ( —  1)"  Da  se  si  cambiano 
di  segno  gli  elementi  della  diagonale  principale. 

Se  n  è  dispari  ed  i  termini  principali  sono  ancVessi  nulli,  il  d^rminante  Dn 
è  nullo, 

G.   FUBIKI. 

Risoluzione  del  Prof.  G.  Cardoso-Laynes. 

Sia  Dn  un  determinante  della  forma  data  (*)  e  D'n  quello  che  si  ottiene  cam- 
biando di  segno  in  Da  gli  elementi  principali. 

In  D'a  cambiamo  di  segno  gli  elem.  della  l' linea  e  sia  Ai  il  determ.  che  si  ottiene; 
.   Al  ,  ,  ,  ,2»  colonna  ,  Aj  ,  , 

,    Aj  ,  .  ,  ,     8*  linea       ,  Ag  , 

,    Aj  ,  .  ,  ,4'  colonna  ,  A*  ,  , 

e  così  proseguendo  costruiamo  i  determinanti  A5,  Ae  . . . .  An.i  »  Aq. 

È  facile  vedere  che  risulta  AB=Dn,  ma  d'altra  parte  è  evidente  che  Aq=(— I)°D'af 
perciò  sarà  Dn  =  ( —  !)■  D'n. 

Se  in  Da  tutti  gli  elementi  principali  fossero  nulli,  sarebbe  Dn  =  D'aper  ogni 
valore  di  n,  ma  siccome  per  n  dispari  deve  essere  Dn  =  —  D'a,  in  questo  caso  avremo 

Dn  =  -Da   cioè   Dn  =  0. 

Altre  risoluzioni  dei  Prof.  Scarpis  e  Radolfe. 


(*)  Un  determinante  di  questa  forma  ha  molta  analogìa  coi  eontinuantt  (v.  Pascal,  /  dtiérmi" 
natiti,  II,  §  46),  aaxi  qaesti  ne  sono  nn  caso  particolare. 
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«  398.  Se  Af  B,  C  sono  i  punti  di  fuga  di  3  rette  2  a  2  ortogonali  aopra  un 
piano  0  d*una  rappresentazione  prospettiva,  e  sono  rispettivamente  0,  R  il  centro 
ed  il  raggio  del  e^'chio  di  distanza,  si  ha  identicamente 


In  che  senso  questa  quistione  si  può  considerare  come  un  eorollario  delta  qui- 

stione  293? 

A.  Del  Re. 
Vedi  risolazione  del  Prof.  Retili  a  p.  107- 108. 

Altra  risoluzione  del  sig.  Mundlci  Curio,  studente. 

399.  Un  punto  A  percorre  una  curva  f(X,  Y)  =  0;  un' altro  punto  B  si  muove 
in  modo  che  restino  costanti  la  distanza  BA  e  Vangolo  che  U  raggio  vettore  BA  fa 
colla  tangente  della  traiettoria  di  B. 

Si  domanda  in  qual  modo  si  può  determinare:  V  l'equazione  della  traiettoria 
di  B;  2^  il  rapporto  delle  velocità  di  B  ed  A. 

Si  studi  particolarmente  il  caso  in  cui  A  percorre  una  retta  con  moto  uniforme. 
'  (Questo  problema  sì  presenta  nel  caso  che  una  nave  voglia  inseguirne  un'altra, 
mantenendosi  a  distanza  determinata  da  essa  e  rilevandola  sotto  un  angolo  deter- 
minato), 

G.  La2zebi. 

Risoluzione  dei  sigg.  E.  Stretti  e  G.  Chinagli!  allievi  della  R.  A.  N. 

Gaso  qbnbbale.  —  Essendo  x,  y  le  coordinate  di  B,  si  ha  ohe  il  eoefficiente 

angolare  della  traiettoria  di  B  è  -j—  ,  quello  della  retta  BA  è  ^^ ^  »  perciò 

dy       Y  -  V 

eia?      X  — X 
tang  «  =  — 


,^<v    T-v 


dot?  '  X  —  07 

Riduoendo  e  ponendo  tga  =  m,  si  ha  dunque  per  Tenunciato  il  sistema 

/'(X,  Y)  =  0 

(X  -  «)•  +  (Y  -  y)' =  <*• 

Eliminando  X,  Y  si  ottiene  l'equazione  diffeienziaìe  della  traiettoria  di  B,  e  biso- 
gnerà integrarla  per  avere  l'equazione  in  termini  finiti  della  traiettoria  stessa. 

Trovata  questa  si  potrà  calcolare  il  rapporto  k  delle  velocità  di  B  e  di  A  per 

mezzo  della  formola  

_  Vdr'  -h  dy^ 

Caso  particolare.  —  Supponendo  che  A  percorra  una  retta,  che  possiamo 
scegliere  per  asse  delle  Y,  il  sistema  precedente  diventa 

X  =  0 

.f'4-(Y-.v)-  =  a« 
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Sostitnondo  nella  terza  equazione  il  valore  d'(Y  —  y)  data  dalla  aeeonda,  ^i 
trova 


(■  +  -  f  )  V5^- (- 1).    ■ 


dove  il  radicale  può  esser  preso  col  doppio  segno. 

Risolvendo  rispetto  a  -v^,  si  ha 

"^  dx 

dt/  __  mx  —  Vo*  —  a?* 
^      0?  +  m  Va*  —  X* 

Riducendo  razionale  il  denominatore  de)  2^  membro  di  questa  equazione  e  fa- 
cendo qualche  riduzione,  si  ha 


MI 


a 


dif  1  +  m 


7  —  0?  Vo*  —  0?' 


dx                -         .      »t* 
X*  —  a* 


1  -f  «I* 


Essendo  t)i  =  tanga,  si  ha     .  =  «en  g,  =:  ana  a.  e  ponendo  per 

Vi  +  m*  VH-»«* 

brevità  a  —===.  =  a  sen  a  =  ò,  l'equazione  si  riduce  a 


vrr 


m- 


rfo?  ""  m  '  0?'  —  6"  6*  —  j? 


.«•  » 


od  anche 


da  cui 


dy  —  rr—  ( r r    dX   \ \z T"  àX  , 

^       2tff  V^  —  *      ^  4-  ft/  ft*  —  a?" 


6"    -  a?  —  A   .   --     a  cqs  a    _  a?  —  a  sen  a  ,  __ 
^      2fii       a;  +  ft  2  ut?  +  rt  sen  a  ^ 


dove  L  indica  il  logaritmo  neperiano  ed  è 

■ 

Per  calcolare  H,  si  ponga  V«*  "-  -^''  =  s,  ^  quindi  a?'  =  a'  —  2?*,  xdx  =  —  rrfe. 
e  si  ha 

H—  r         ^'<^g  Ay  -  g»)  -I-  ^^  r  (6«  -  g')  (fg 

J  (6"  -  a') -f  «'         J  (6^  -  a«) -f- «•    ""   V  {6"-a')+  z« 

/a'  cos"  a       ,                    /a  cos  a  f           1                         lì, 
il  2r  =  —  a;  —  f  { /  dz 
z*  —  a*  cos  a-                     J       2       \z  —  a  cos  a       z  -\-  a  cos  a  ) 


a  cos  a    -.  ar  —  a  cos  a   ,    _, 

=  —  Z .L ; +  C 

2  2r  4-  a  cos  a 

^n J       o  cos  a  _  V«*^  •^'  —  fl  cos  a   ,    -^ 

=  -  Va*  —  x" —  L   ,  +  C. 

^  V^**  —  X*  -f-  a  cos  a 
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Dunque  Tequazione  della  traiettoria  di  B  è 


a  eoa  a  f  _  x  —  a  sen  a       _  Va'  —  ./?"  —  a  cos  a  'l        ./-^ .    _, 

2       V      07  4-  a  sen  a  y^*  _.  .,/  _.   «  cosa  i 


ovvero 


_?_ (./+ys^r^ _ c)  =  L  fV°'-^'-«co8a\ 

acosa  V     x-^-aseiìcc     J 


od  anche 

/ y  +  v^i^;^ 

Va*  -\-x*  ^  a  eoa  a 


./;  —  a  sen  a 


Ka  cosa 
e 


dove  E  è  una  costante  arbitraria  che  si  può  determinare  conoscendo  ]e  posizioni 
iniziali  dei  due  punti. 

400.  Un  punto  A  percorre  una  curva  f(X,  Y)  =  0  con  velocità  V.  Un  punto  B 
percorre  con  velocità  V  una  curva  tale  che  in  ogni  istante  la  tangente  in  B  pasni 
pel  punto  A.  Si  domanda  come  »i  pos^a  trovare  l'equazione  della  traiettoria  di  B. 
Si  studi  fi  caso  particolare  in  cui  A  percorre  una  retta,  o  altri  casi  particolari. 

G.  Lazzbri. 

Risoluzione  dei  sigg.  Chinagiia  e  Stretti  allievi  della  R.  A.  N. 

Gaso  oenebals.  —  Indicando  con  a?  ed  ^  le  coordinate  correnti  di  B  avremo 
le  Ire  equazioni 

f(YY\-0         ^-y  _di,         dY*  +  dX'   _  V  _ 
/'(X,T)-0,         x^T^-dl^'        di'  +57  -V^-*"' 

che  sono  l'equazione  delia  curva  percorsa  da  A,  l'equazione  della  tangente  in  B, 
e  quella  che  stabilisce  l'eguaglianza  fra  il  rapporto  delle  velocità  ed  m.  Eliminando 
fra  queste  X  e  Y  si  ottiene  così  un'equazione  di£Ferenziale,  che  integrata  dà  l'equa- 
zione della  traiettoria  descritta  dal  punto  B. 

Gaso  particolare.  —  Gonsideriamo  il  caso  in  cui  il  punto  A  percorra  una 
retta;  che  possiamo  prendere  per  asse  delle  Y;  allora  la  sua  equazione  sarà  X  =  0,  e 
il  sistema  precedente  diventa 

X  =  0.    T  =  y-a:-g.    dY  =  „. |/l ■  +  (^) '  .... 

Differenziando  la  seconda  di  queste  equazioni  si  trova 

d\  —  du  —  dx  — X  -T—:  dx, 

^  dx  dx* 

ovvero 

dX--x^^djc 
dx 

pongo--T^  =  a?;sarà-T-5  =  --T— ,  e  quindi  dalle  equazioni  precedenti  si  ricava 

dY  =  w  Vi  -H  z'  dz,    dY  =  -xdz; 
quindi  

— :  xdz  =  m  Vi  -\'  z*  dx 
ovvero 

dx  dz 

m = .  ; 

a;  Vi  +  »« 
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integrando  mLx  =  —  h{z  -\-  Vi  -f  z*)+LC, 

da  cui  L 07" (z  +  Vl-f  ;jf")=L C, 

quindi  ,r"  {z  +  Vi  -\-  z*)  =  C, 

e  ÌTT7*  =  —-z; 

elevando  a  quadrato  e  ricavando  il  valore  di  z, 

C  a:- 


Z^=-:: 


d'/         .    .. 
ma  z=-r-,  quindi 


2j7-       2C  ' 


C  ^  1  ^ 

'^ ^  =  2  '^  '  "  2C"  ^^      • 


C  1     ip"*+* 

integrando  ^  =  —  tt; r; :  —  -7^77 r  +  C', 

*  ^  2(m  — l)^'"-»       2C  m-hl 

dunque  ^ = c  -  ^  (^i^Tiriy^^  +  T^^nTc) 

è  l'equazione  della  curva  descritta  da  B. 

I  valori  delle  costanti  si  determinano  faeilmente  conoscendo  le  posizioni  ini- 
ziali dei  due  punti  A,  B. 

402.  Il  luogo  geometrico  del  vertice  di  un  triangolo  di  cui  la  base  rimane  fissoy 
e  nel  quale  gli  angoli  ad  essa  adiacenti  differiacano  costantemente  di  90*,  è  un'iper- 
bole equilatera. 

E.   PlCOIOLI. 

Risoluzione  e  generalizzazione  del  Prof.  G.  Cardote*Laynes  di  Livorno. 

Questa  proposizione  può  considerarsi  come  corollario  di  un'altra  piii  generalo 

che  può  ottenersi  supponendo  che  1  due  angoli,  anziché  di  —,  differiscano  di  un 

ANGOLO  qp  {essendo  9  costante  e  diverso  da  zero). 

Infatti  sia  2a  il  lato  dato  e  p,  y  gli  angoli  ad  esso  adiacenti  :  supponiamo 

Y  =  P  4-  9. 

Assumendo  per  asse  x  la  retta  a  cui  appartiene  la  base  data  e  per  asse  1/  la 

perpendicolare  condotta  a  questo  segmento  per   il  punto   medio,  si  ha  evidente- 
mente ohe  le  coordinate  del  vertice  mobile  son  legate  dalle  relazioni 

(1)  .y  =  (.^-l-o)tgP        ;        y=     (-»?-«)  tg(«-Y) 

=  -(a7-a)tg(P  +  9). 

Da  queste,  eliminando  p,  si  ha  per  il  luogo  cercato  l'equazione 

(j;«  -  ;/•  -  a«)  tg  (p -f  2j?.y  =  0 
e,  se  9  è  diverso  da  0,  la  precedente  equazione  può  scriversi 

(2)  a?*  +  2.JCÌ/  cotg  qp  —  ?/■  =  a* 
la  quale  rappresenta  un'iperbole  equilatera. 
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te  , 

Se  9  =  —  (caso  particolare  corrispondente  alla  Quist.  402)  la  (2)  diviene 

(8)  a!*-i/  =  a\ 

e  perciò  in  questo  caso  il  Iato  dato  è  l'asse  principale  dell'iperbole. 

Del  resto,  si  giunge  alio  stesso  resultato  direttamente,  osservando  che  se  v  =  — 
le  (1)  divengono 

V  =  (a7  +  a)tgP        ;        v  =  (..t' -  a)  cotg  p 

le  quali,  moltiplicate  membro  a  membro,  danno:  y*=zcc*  —  a*  cioè  la  (3). 

Risoluzione  del  Prof.  R.  Bettazzl  di  Torino. 

Sia  AB  il  lato  dato,  X  il  vertice  cercato,  e  si  indichi  con  a  l'angolo  XAB: 

sarà  per  ipotesi  XBA  =  ^  +  a,  e  quindi  sarà=  ^—  a    1*  angolo    esterno   XBB'. 

Useremo  il  calcolo   vettoriale;  (*)  prendendo  per   vettore  di   riferimento  I   il  vet- 
tore B  — A  e  indicando  con  m^n,  le  lunghezze  di  XA,XB,  avremo 


B-A  =  I;  X-A  =  me*''I;  X-B 
talché 


(1)  I-m/'T-f  ««"'°n  =  0, 

(2)  X  =  B  +  (X-B)-B  +  ««-''*iI. 
Dalla  (1)  si  ha: 


1 -me.'" +  !•♦<!—**  =  0, 

donde,  uguagliando  a  0  la  parte  reale  e  1* immaginaria,  e  risolvendo  le  equazioni 

risultanti,  si  ricava 

sen  a 

co82a 
L'espressione  (2)  del  punto  cercato  diverrà,  ponendo  0  =  B  — --- 

ù 

2       cos2a 
doilde 

Y  — n  1        T  .   _8en2a 

^-""^2cos2a^  +  2co82a*^- 

Chiamando  x  ed  u  le  coordinate-; : — e;; z — di  X  riferimento  all'ori- 

•^  2cos2a     2cos2a 

gine  0  ed  ai  vettori  I,  il,  si  verifica  agevolmente  che 

.        »      1 

Il  luogo  cercato  è  quindi  un'iperbole  equilatera  col  centro  nel  punto  0  medio 
di  AB,  e  coi  vertici  in  A  e  B. 

Altre  risoluzioni  dei  professori  Retali  e  Radolfe»  del  dott.  Merlzzi  e  dei  signori  Gas- 
auto,  Gelesfri  e  Tucci,  studènti  della  R.  Università  di  Pisa  e  Santacroce,  studente  della 
R.  Università  di  Napoli. 


(*)  Ebano,  Calcolo  geomelrieo.  Torino,  1888  0  Lesioni  dì  Analiti  infinitéaimalé,  voi.  II.  Torino,  1893. 
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•403.  Steno  e  e  o'  dtie  circoli  posti  nello  stesso  piano,  che  s*  iìteontrano  in  due 

punti  H  e!  E.  Considerando  un  tr.  variabile  A  MB,  il  cui  lato  AB  passi  per  H  e  gli 

altri  due  lati  AM,  BM  sieno  tangenti  rispettivamente  ai  circoli  e  e  e'  nei  punti  À  «  B, 

dimostrare  che  il  luogo  del  terzo  vertice  M  una  è  cardioide  che  ha  per  regresso  U 

punto  K. 

G.  Cabdoso-Laykss. 

Risoluzione  del  prof.  V.  Retali  di  Milano. 

Sieno  H,  K,  I,  J  i  panti  comuni  a  due  coniche  e,  c\  conduciamo  le  tangenti  a,  h 
R  e  e  e'  nei  punti  A,  B  ove  queste  Bono  ulteriormente  segate  da  una  trasversale 
condotta  per  H:  i  due  fasci  di  seconda  classe  e  (a  . . .  .)•  e'  (b .  ., .)  sono  proiettivi, 

perchè  le  punteggiate  del  2^  ordine  c{A  ., . .),  c'{B, )  sono  prospettive  al  fascio 

(di  1*^  classe)  H;  il  loro  prodotto  è  dunque  una  curva  del  quart'ordine  (in  gene- 
rale della  sesta  classe);  ma  quando  due  fasci  di  seconda  classe,  formati  dalle  tan- 
genti di  due  coniche  r,  c\  sono  proiettivi,  e  di  più  le  tangenti  in  uno  dei  punti  E 
comune  a  e,  c^  costituiscono  un  paio  di  raggi  omologhi,  E  è  una  cuspide  sul  pro- 
dotto dei  due  fasci  (teorema  noto),  dunque  nel  caso  nostro  la  quartica  luogo  del 
punto  (ab)  =  M  ha  una  cuspide  in  ognuno  dei  tre  punti  H,  I,  J  e  tocca  le  coniche 
date  nei  punti  ove  esse  sono  segate  dalle  tangenti  in  U.  Assumendo  per  I,  J  i 
punti  ciclici,  abbiamo  il  teorema  proposto. 

Altra  risoluzione  del  Prof.  Barozzlnl. 

404.  Il  luogo  dei  fuochi  di  tutte  le  iperbole  equilatere  di  un  piano,  concentriche 

in  0  e  passanti  per  uno  stesso  punto  ìi  è  la  lemniscata  di  Bernoulli  che  ha  il 

centro  in  0  e  un  fuoco  in  M. 

G.  Cabdoso-Latnbs. 

Risoluzione  del  sig.  Francesco  Celestri  di  Pisa. 

Consideriamo  una  delle  iperbole  equilatere,  che  abbia  il  centro  in  0  e  che  passi 
per  M.  Siano  F,  F'  i  suoi  fuochi  e  il  ramo  dell'iperbole  che  passa  per  M  sia 
quello  che  ha  per  fuoco  F.  Allora  Taltro  ramo  deiriperbole  passerà  pel  punto  M' 
simmetrico  di  M  rispetto  al  centro  0.  Indichiamo  ora  con  ò,  d'  rispettivamente 
le  distanze  FM,  FM',  ed  essendo  il  quadrilatero  MFM'F'  un  parallelogrammo  (poi- 
ché le  sue  diagonali  si  dimezzano  scambievolmente)  avremo  MF'  =  FM'  =  d',  e 
quindi  i  segmenti  FM,  FM  ossia  d,  8'  sono  uguali  alle  distanze  del  punto  M  dai 
fuochi  F,  F'  e  perciò  per  una  nota  proprietà  dell'iperbole  avremo  ò'  —  ò=  2«  es- 
sendo 2a  la  lunghezza  di  ciascun  asse  dell* iperbole. 

Indicando  con  e  la  distanza  OM  per  un  noto  teorema  si  ha  òò'  =  c^. 

Adunque  il  fuoco  F  gode  della  proprietà  che  il  prodotto  delle  sue  distanze  dai 
due  punti  fissi  M,  M'  è  costante  ed  uguale  a  c^  ossia  ad  OM^  e  quindi  il  luogo 
di  F  ò  la  lemniscata  di  Bernoulli  che  ha  per  fuochi  i  punti  M,  M'  e  per  centro 
il  punto  medio  di  M  M'  ossia  0. 

L'altro  fuoco  F'  èssendo  il  simmetrico  di  F  rispetto  al  eentro  0,  giacerà  pure 
sulla  lemniscata  trovata  questa  è  pure  il  luogo  del  fuoco  F'. 

OssBKVAZioNE.  —  Ncllo  stosso  modo  si  dimostra  che  '  Il  luogo  dei  fuochi  delle 
lemniscate  di  Bernoulli  di  un  piano  concentriche  in  0  e  passanti  per  uno  stesso 
punto  M  è  un'iperbole  equilatera  che  ha  il  centro  in  0  e  un  fuoco  in  M  ,. 

Altre  risoluzioni  del  Prof.  Retali  e  Radolfe,  del  Dott.  Merlzzl  e  del  sig.  lucci. 


♦>^»»  ' 
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QUISTIONI  PROPOSTE 


405.  Essendo  P  un  punto  mobile  di  una  parabola  di  cui  F  è  il 
fuoco  e  N  il  punto  in  cui  la  tangente  in  P  incontra  Tasse,  dimostrare: 

1^  che  il  luogo  del  centro  del  circolo  circoscritto  al  triangolo  PFN 
è  una  cubica  razionale  che  ha  un  punto  isolato  in  F. 

2!*  che  il  luogo  dell'ortocentro  dello  stesso  triangolo  è  una  cubica 
razionale  che  ha  in  F  un  nodo. 

3^  che  le  congiungenti  i  punti  corrispondenti   delle  due  cubiche 

Sassano  tutte  per  il  fuoco  F  della  parabola  (ossia:  la  retta  d'Eulero 
el  triangolo  PFN,  al  moversi  di  P  sulla  parabola,  ruota  attorno  ad  F). 

G.  Gardoso-Laynes. 

406.  Luogo  dei  fuochi  delle  parabole  che  toccano  una  curva  data 
(algebrica)  e  nanne  per  direttrice  una  medesima  retta,  del  suo  piano. 

V.  Retalt. 

407.  Sopra  una  retta  si  fissino  due  punti  A,  B:  essendo  C  un  punto 
variabile  della  medesima,  esterno  ad  AB,  e  B'  il  simmetrico  di  B 
rispetto  a  G,  trovare  il  luo^o  dei  punti  medi  delle  tangenti  comuni 
ai  due  cerchi  descritti  sui  diametri  CA ,  GB'. 

G.  Merizzi. 

408.  Da  un  punto  0  di  un  piano  si  conducano  n  raggi  in  modo  da 
dividere  il  piano  in  n  angoli  uguali,  e  da  un  punto  P  preso  nel  piano 
si  conducano  le  perpendicolari  agli  n  raggi.  Dimostrare  che  al  variare 
di  P  sopra  una  circonferenza  di  centro  0  rimane  costante: 

1^  la  somma  dei  quadrati  delle  distanze  dal  punto  P  ai  raggi  ; 

2*^  l'area  del  poligono  che  ha  per  vertici  i  piedi  delle  perpendico- 
lari condotte  da  P  ai  raggi. 

Dedurre  che  il  teorema  è  pure  vero,  allorché  le  rette  condotte 
per  P  siano  tutte  inclinate  di  uno  stesso  angolo  a  e  nello  stesso  verso 
sui  rispettivi  raggi. 

F.  Gelestri. 

409.  Determinare  la  forma  generale  di  una  funzione  di  quattro 
lettere  x,  y,  z^  u,  tale  che,  sostituendo  x  ad  //,  essa  si  riduca  identica- 

mente  a—  ,  e  sostituendo  z  ad  w,  si  riduca  identicamente  ad  I— I  ,  es- 
sendo m,  fi,  p  costanti  note. 

410.  Determinare  la  forma  generale  di  una  funzione  di  cinque 
lettere  rr,  ^,  ^,  u,t;,  tale  che,  sostituendo  ad  x  una  qualunque  delle  altre 
lettere,  la  funzione  si  riduca  identicamente  al  prodotto  delle  tre  let- 
tere rimanenti. 

411.  ABG  è  un  triangolo  sferico  trirettangolo  appartenente  ad 
una  sfera  a  di  centro  0  e  raggio  B.  Si  consideri  una  superficie  cilin- 
drica o'  avente  le  generatrici  perpendicolari  al  piano  AOB  e  per  di- 
rettrice l'arco  AB  di  una  parabola,  situata  in  questo  piano,  col  ver- 
tice in  A  ed  avente  per  asse  la  retta  AO.  Dimostrare  che  la  porzione 
del  triangolo  sferico  limitata  dai  lati  AC,  BG  di  questo  e  dalla  inter- 
sezione di  a  con  a'  e  equivalente  al  quadrato  del  raggio  della  sfera. 

P.  Aussant-Garà. 
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Pascal.  —  liepertorio  di  matematiche  superiori  -  /.  Analisi.  —  Manuali 
Hoepli. 

Segnaliamo  con  piacere  ai  lettori  del  Periodico  questo  libro,  che  in  642  pagine 
di  stampa  contiene  una  miniera  ricchissima  di  notizie. 

*  Lo  scopo  di  questo  libro,  dice  il  chiaro  autore  nella  prefazione,  è  semplice- 
"  mente  il  seguente  :  riunire  nel  più  breve  spazio  possibile  un  riassunto  di  quasi 

*  tutte  le  principali  teorie  della  matematica  moderna,  dando  di  ciascuna  teoria 

*  solo  quanto  basti,  perchè  un  lettore   possa    in   essa  orientarsi  e  sapere  a  qua! 
'^  libro  ha  da  ricorrere  per  avere  maggiori  particolari  e  più  diffuse  indicazioni  ,. 

Per  raggiungere  questo  scopo  occorreva  una  erudizione  profonda  e  tale  da 
maravigliare  ogni  studioso  della  matematica,  che  non  può  ignorare  T  immensa  am- 
piezza di  ogni  ramo  di  questa  scienza.  Bisogna  essere  dunque  riconoscenti  alFe- 
grcgio  autore  che  si  è  sentito  la  forza  di  condurre  a  termine  un  tale  lavoro. 

In  esso  lo  studioso  non  deve  credere  di  potere  apprendere  una  od  un*altra 
teoria  ;  vi  son  invece  accennate  per  ogni  teoria  le  definizioni,  i  teoremi  principali 
senza  dimostrazione,  ed  una  bibliografia  che  indica  le  fonti  alle  quali  bisogna 
ricorrere  per  approfondire  l'argomento.  Così  anche  chi  vive  lontano  da  un  centro 
scientifico  avrà  a  sua  disposizione  con  una  piccola  spesa  una  guida  per  dedicarsi 
agli  studi  che  preferisce. 

11  volume  pubblicato  contiene  in  23  capitoli  un  cenno  di  tutte  le  teorie  del- 
Tanalisi,  dalle  più  semplici  alle  più  elevate.  Si  annunzia  poi  che  entro  Tanno  verrà 
pubblicato  un  secondo  volume  dedicato  alla  geometria.  E. 

W.  W.  RousE  Ball.  —  Bécréations  et  problèmes  mathématiqties  des 
temps  anciens  et  modernes.  3**  édition  revue  et  auginentée  par 
l'auteur,  traduite  par  S.  Fitz-Patrick. 

La  letteratura  francese  che  già  possedeva  preziose  raccolte  di  ricreazioni  e 
curiosità  matematiche,  come  le  opere  ormai  classiche  del  Baehet  e  del  Lucas^  si  è 
ora  arricchita  di  un  altro  libro  pregevolissimo  sullo  stesso  argomento  colla  tradu- 
zione ora  pubblicata  dalla  libreria  Hermann. 

Il  libro  si  divide  in  due  parti:  I.  Ricrecusioni  matematiche  -  IL  Problemi  e  teorie. 
Nella  prima  divisa  in  7  capitoli  sono  raccolti  moltissimi  paradossi  matematici, 
problemi  curiosi  di  aritmetica,  algebra,  geometria  e  meccanica,  molti  dei  quali 
sono  legati  a  nomi  di  illustri  matematici,  ed  alcuni  sono  nuovi. 

La  seconda,  divisa  in  5  capitoli,  è  di  carattere  principalmente  storico. 

Nel  P  di  questi  capitoli  è  fatto  un  rapido  e  diligente  cenno  storico  dei  tre 
celebri  problemi  dell'antichità,  la  duplicazione  del  cubo,  la  trisezione  dell'angolo  e  la 
qtiadrattira  del  circolo.  Nel  2*  capitolo  è  dato  un  cenno  sulle  regole  usate  nel  medio 
evo  per  esercitare  Vastrologia  che,  non  sappiamo  perchè,  l'autore  chiama  scienza. 

11  3^  capitolo  (uno  dei  più  interessanti  del  libro)  è  dedicato  allo  studio  degli 
iperspazi  e  alla  geometria  non  euclidea.  E  riportato  il  vecchio  confronto  delle  sen- 
sazioni e  pensieri  che  dovrebbe  avere  un  essere  ragionante  a  una  o  due  dimen- 
sioni, con  quelle  che  dovrebbe  provare  un  essere  a  tre  dimensioni,  in  presenza  di 
una  quarta  dimensione,  che  i  nostri  sensi  non  ci  permettono  neanche  di  concepire; 
ed  è  mostrato  assai  lucidamente  come  l'esistenza  della  4*  dimensione  potrebbe 
spiegare  molti  fatti  fisici  che  si  spiegano  spesso  colla  vibrazione  dell'etere. 

Nel  4^  capitolo  si  tratta  del  tempo  e  della  sua  misura  sino  dalla  più  remota 
antichità  ;  nel  5^  ed  ultimo  delle  varie  ipotesi  emesse  sulla  materia  e  sull'etere. 

Tutto  il  libro  è  scritto  con  molta  chiarezza,  evitando  quasi  sempre  le  fonriole 
che  spaventano  i  profani,  di  guisa  che  esso  è  una  lettura  gradevole  ed  alla  por- 
tata di  ogni  persona  che  abbia  una  cultura  matematica  anche  superficiale;  e  perciò 
lo  raccomandiamo  con  piacere  specialmente  ai  giovani.  K. 
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BoUeUino  dell' Associazione  Mathesis. 

Il  Num.  3  contiene,  oltre  gli  atti  dell'associazione,  due  elenchi  di  pubblica- 
zioni matematiche  recenti,  italiane  e  tedesche,  un  elenco  bibliografico  di  pub- 
blicazioni sui  principii  delF equivalenza  geometrica,  e  un  cenno  sull'insegnamento 
della  matematica  nelle  scuole  medie  germaniche,  coi  relativi  programmi  ed  orari  : 
in  fine  sunti  di  periodici,  e  una  risposta  del  prof.  Trattini,  ai  prof.  Lazzeri  e  Certo, 
relativa  ad  obiezioni  da  questi  ultimi  fatte  alle  sue  definizioni  di  grandezza  finita. 

Il  Num.  4  contiene  un  articolo  del  prof.  Ciamberlini  sugli  attuali  programmi 
di  Scuole  Normali,  in  risposta  alla  questione  III  del  Bollettino;  e  la  relazione  sulla 
questione  V,  del  prof.  De  Amicis,  col  titolo  Pro-fusione  riprodotta  in  questo  pe- 
riodico: iuoltre  elenchi  di  pubblicazioni,  sunti  di  giornali  e  notizie. 

Gelin  e.  —  Traile  d' Arithmétique  élétnentaire.  —  Huy,  1897. 

Questo  trattato  dell'abate  Gélin,  già  noto  e  stimato  autore  di  altre  pregevoli 
opere,  è  molto  ricco  di  svariati  argomenti,  esposti  con  ordine  è  chiarezza  mirabili. 
Perciò  esso  non  solo  potrà  essere  utile  all'insegnamento,  ma  potrà  anche  essere 
consultato  utilmente  da  chi  nelle  Matematiche  già  sia  esperto,  poiché  in  questo 
trattato,  specie  nell'ultima  parte,  che  riguarda  la  risoluzione  dei  problemi,  vi  si 
trova  davvero  una  miniera  di  cognizioni,  come  difficilmente  può  trovarsi  negli  ordi- 
nari trattati  di  aritmetica. 

Non  è  il  caso  di  parlare  di  mende  :  non  dico  che  il  libro  sia  perfetto,  ma  certo 
che  a  raggiungere  la  perfezione  l'A.  non  è  rimasto  troppo  discosto.  G.  C.-L. 

Laisant.  —  La  mathématique.  PhUosophie-enseignement,  —  Paris,  Carré 
et  Nand,  1898. 

Questo  libro,  dice  l'autore  non  può  insegnare  nulla  ai  sapienti  e  non  potrebbe 
essere  compreso  dai  profani;  ma  è  destinato  ad  una  categoria  di  persone  che  di- 
viene ogni  giorno  più  numerosa  ;  quella  degli  uomini  che  studiano,  che  hanno  stu- 
diato, che  insegnano  e  che  applicano  gli  elementi  della  scienza  matematica  senza 
dedicarsi  a  lavori  puramente  scientifici.  Composto  sopra  riflessioni  e  grazie  ad  al- 
cuni ricordi,  deve  esser  considerato  come  una  specie  di  conversazione  senza  pre- 
tesa, piuttosto  che  come  un  libro  grave. 

Malgrado  la  modestia  di  queste  premesse,  il  libro  contiene  una  rapida  ras- 
segna di  tutti  i  principali  argomenti  della  matematica  sotto  il  triplice  aspetto  della 
scienza  pura,  delie  applicazioni,  dell'insegnamento. 

Sono  esposti  con  molta  chiarezza  le  origini,  i  postulati,  lo  scopo  di  ciascun 
ramo,  partendo  dalla  premessa  che  la  matematica  è  una  scienza  sperimentale.  Ad 
ogni  passo  si  trovano  osservazioni  giuste  e  profonde. 

Nell'ultima  parte  è  esposto  quello  che  è,  specialmente  in  Francia,  e  quello  che 
dovrebbe  essere  l'insegnamento  delle  matematiche,  a  proposito  del  quale  l'autore 
stabilisce  i  seguenti  assiomi  che  volentieri  sottoscriviamo: 

P.  Nelle  condizioni  atUmlif  a  tutti  son  necessarie  delle  nozioni  di  matematica. 

2o.  Ogni  intelligenza  media  è  aita  ad  acqtmtare  queste  nozioni,  ristrette  entro 
certi  limiti. 

Sono  segnalate  le  varie  calamità  dell'  insegnamento  in  Francia,  alcune  delle  quali 
fanno  provare  a  noi  italiani  la  consolazione  dei  disperati  mal  comune  mezzo  gaudio. 

Con  questo  cenno  non  abbiamo  preteso  di  dare  un'idea  di  questa  opera,  ma 
abbiamo  voluto  soltanto  richiamare  su  di  essa  l'attenzione  di  coloro  che  amano 
di  leggere  dei  libri  che  fanno  pensare.  (K). 

Bellaochi  Prof.  Giacomo.  —  Lezioni  ed  esercizi  di  Algebra  complemen- 
tare -  Fascicolo  primo.  —  Firenze,  Barbèra,  1898. 

Questo  volumetto,  che  sì  può  considerare  come  un  seguito  alla  pregevolissima 
opera  dell' A.  Lezioni  ed  esercizi  di  Algebra,  Firenze,  Le  Mounier;  contiene  oltre 
ad  una  elegante  e  chiara  esposizione  dì  alcune  teorie  di  algebra  complementare, 
una  ricca  e  svariata  raccolta  di  applicazioni  geometriche,  che  è  senza  dubbio  la 
parte  più  bella  e  più  interessante  del  libro. 

Nella  scelta  di  queste  applicazioni  l'A.  dimostra  una  cultura  non  comune  ed 
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una  facilità  straordinaria,  sia  nel  coordinare  fra  loro  questioni  apparentemente  di- 
verse, sia  nel  ridurre  a  forma  elementare  dimostrazioni  che  ordinariamente  si  fanno 
con  l'aiuto  di  teorie  di  grado  piìi  elevato.  Per  citare  un  esempio  notiamo  che,  nel 
cap.  Ili  Linee  quartiche  circolari,  l'A.  studiando  certi  luoghi  del  3®  ordine,  che 
deriva  dal  cerchio  con  costruzioni  elementari,  mostra  come  da  uno  di  questi  derivino 
come  caso  particolare  la  cisaoide  e  la  strofoide  e  da  un  altro,  la  versiera  dell' Agnesi 
e  il  serpe  di  Neieton. 

In  complesso  questo  lavoro,  di  cui  ci  auguriamo  di  veder  presto  pubblicata 
la  2*  parte,  ha  molti  pregi,  e  se  non  è  di  quelli  adottabili  nella  scuola,  è  però  ds 
consigliarsi  a  tutti  i  giovani  che  desiderano,  senza  troppa  fatica,  ampliare  il  campo 
delle  loro  cognizioni  matematiche.  A.  Mabiuq  Zuccagki. 

Federigo  Enriques.  —  Lezioni  di  Geometria  proiettiva.  —  Bologna, 
Zanichelli,  1898. 

Il  libro,  lungamente  meditato,  è  armonico  nell'  insieme  ed  accurato  nei  partico- 
lari :  preciso  negli  enunciati  delle  proposizioni,  rigoroso  e  chiaro  nelle  dimostrazioni. 

L'autore  segue  l'indirizzo  della  Geometria  di  posizione  di  Staudt;  però,  con  T in- 
troduzione di  alcuni  postulati,  rende  più  rigoroso  e  nello  stesso  tempo  più  facile 
lo  sviluppo  della  Geometria  proiettiva.  È  degno  di  nota  il  modo  come  l'A.  svolge  la 
legge  di  dualità  nello  spazio  e  nel  piano. 

Seguendo  lo  Staudt  ed  anche,  fra  gli  altri,  il  De  Paolis,  l'A.  definisce  le  coniche 
mediante  le  polarità,  e  così  può  dedurre  più  facilmente  le  principali  proprietà  di 
queste  curve. 

Qualche  appunto  di  poco  momento  si  potrebbe  fare  al  libro,  specialmente  dal 
punto  di  vista  didattico;  però  non  mette  conto  il  farlo.  P.  Yiballl 

Primo  coni^reisso 

defili  Insegnanti  di  lateiaticlie  delle  scuole  medie  in  Torino  (5, 6, 7  settemDn  189B). 

Il  Comitato  direttivo  dell'Associazione  Mathesis  ha  avuto  l'ottima  idea  di  costi- 
tuirsi in  sottoseziono  del  Congresso  pedagogico  nazionale,  che  si  terrà  in  Torino  nel 
prossimo  settembre,  e  con  lettera  circolare  del  18  marzo  scorso  ha  convocato  tutti 
gli  insegnanti  di  matematica  delle  scuole  medie.  Nutriamo  fiducia  che  questi  rispon- 
deranno volenterosi  all'appello,  e  vorranno  con  un  numeroso  concorso  rendere  solenne 
ed  importante  questa  prima  riunione,  che  speriamo  sarà  seguita  da  altre. 

Tutti  i  professori  non  soci  che  intendono  aderire  al  Congresso  devono  in- 
viare al  presidente  prof.  Rodolfo  Bettazzi  (via  San  Martino,  1,  Torino)  L.  2,  ed  i 
soci  L.  1  ;  e  riceveranno  le  tessere  per  la  riduzione  di  prezzo  sui  viaggi  ferroviari, 
per  l'ingresso  alle  adunanze  e  per  usufruire  di  tutte  le  altre  facilitazioni,  che  il 
Comitato  ordinatore  si  occupa  fin  d'ora  alacremente  di  procurare  agli  aderenti. 
Le  quistioni  che  saranno  trattate  sono  le  seguenti. 

"1*.  Data  la  possibilità  della  fusione  della  Geometria  piana  colla  solida  nel- 
l'insegnamento, proporre  un  programma  che  permetta  agi  insegnanti  la  libera 
scelta  fra  il  metodo  della  fusione  e  quello  della  separazione. 

•*  2*.  Uniformità  nel  linguaggio  e  nelle  notazioni  della  Matematica  elemen- 
tare. Fissare  i  vocaboli  da  adottarsi  definitivamente  per  gli  enti,  pei  quali  se  ne 
usano  più  di  uno  (per  esempio:  cerchio,  circolo,  circonferenza;  quoto,  quoziente, 
ecc.);  stabilire  quali  vocaboli  e  quali  notazioni  possono  abolirsi  senza  danno. 

**  3*.  I  libri  di  testo  dal  punto  di  vista  scientifico  e  didattico.  Errori  che  vi 
dominano;  mezzi  perchè  si  limiti,  per  quanto  si  può,  il  danno  che  tali  errori  arre- 
cano alla  scuola. 

"  4*.  Ripartizione  dell'  insegnamento  della  Matematica  elementare  fra  i  vari 
gradi  e  le  varie  specie  di  scuole  secondarie. 

**  5*^.  Modificazioni  da  introdursi  nell'ordinamento  degli  studi  matematici  uni- 
versitari, afiìne  di  ottenere  buoni  insegnanti  secondari  ,. 

Giulio  L azzeri  —  Direttore- responsabile 
FIbìIo  di  stampare  11  d6  Aprile  tdM. 
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LEZIONI  DI  ALGKBRA  ELEMENTARE 


SOPRA  MA  CLASSE  NOTEVOLE  DI  ALTERNANTI  D'ORDINE  «UAI^IVOGLIA 


DI 


Nel  fascicolo  di  Marzo-Àprile  1897  del  Periodico  di  Matematica  per 
l* insegnamento  secondario,  ho  fissata  l'attenzione  degli  studiosi  sopra  i 
determinanti  che  appartengono  ai  due  tipi  seguenti  : 

(A)  I  sen  Wia»  ,  sen  ni^a*  ,  . .  . ,  sen  m^a* ,  cos  *w^.ia»  ,  .  .  . ,  cos  m,  a» 

(A  =  1,  2,  .  .  . ,  w) 

in  M  w  OT  ni 

(B)  sen     *a  ,    sen    *a^,  .  .  .  ,  sen   *«  ,    cos    *^*a^,  .  .  .  ,  cos    "a 

^        '  A  A  A  A  A 

(/i=  1,2,  .  .  .,w), 

ove  m^  m,,  .  .  .  ,  m«  sono  numeri  interi  che,  nei  determinanti  del  secondo 
tipo,  si  suppongono  positivi  —  determinanti  che  notoriamente  appar- 
tengono alla  classe  degli  alternanti.  (*)  Ivi  ho  dato,  senza  dimostrazione, 
il  risultato  del  calcolo  di  alcuni  fra  i  più  semplici  determinanti  del  primo 
tipo  ed  ho  notato  che  sarebbe  interessante  il  possedere  un  metodo  per 
calcolarli  tutti.  Più  tardi  ho  osservato  un  procedimento  per  ridurre  i 
determinanti  anzidetti  ad  altri  alternanti  conosciutissimi,  il  quale  pro- 
cedimento si  traduce  in  un  metodo  uniforme  di  calcolo  e  conduce  a 
scoprire  la  forma  generale,  che  ha  lo  sviluppo  dei  determinanti  dei  tipi 
(A)  e  (B).  Visto  l'interesse,  che  oggi  si  attacca  allo  studio  dei  determi- 
nanti speciali  e  tenuto  conto  delle  frequenti  applicazioni  che  trovano  i 
determinanti  di  cui  è  parola,  reputo  non  inopportuno  esporre  qui  le  con- 
clusioni alle  quali  pervenni. 

I.  Prima  di   entrare  in  materia  osservo,  che  tra  i  determinanti  del 
tipo  (A)  i  primi  che  si  presentano  sono  i  due  seguenti  : 

C  =  I  cos  (n  —  l)a*  ,  cos  (n  —  2)aA  ,  -  •  .  ,  cos  a» ,  1   | 
S  =  I  senT^a*  »  sen(r*—  l)ajk  ,  •  .  •  }  sen  2a4  ,   sena»  | 

e  fra  quelli  del  tipo  (B)  gli  altri 

r  =  I  co8"-*aA  ,  cos-'-^a*  ,  •  •  • ,  cosa»  ,  1  | 

2  =  I  sen  "a*  ,  sen^-^a*  ,  .  .  .  ,   sen'a*  ,   sena*  | 

Ora  i  determinanti  F  e  Z,   essendo  formati  con   potenze   consecutive 


(1)  Dai  Bendiconti  della  Società  boema  delle  Scienze,  1807. 

(2)  MniR,  A  Tieatitié  on  the  Theoiy  of  Determinante  (London,  1882,  p.  161). 
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di  n  quantità,  possono  svolgersi  in  prodotto  applicando  un  noto  teorema 
di  Cauchy;  si  ottiene  quindi: 

r  --=  n  (cos  Op  —  cos  a,  ). 
S  =  sen  ai  •  sen  «j  .  . .  sen  a,  .  Il  (sen  cLp  —  sen  a,  ), 


]>•« 


fiffi — \\ 
dove  il  simbolo  II  (cos  cCp  —  cos  a,  )  rappresenta  il  prodotto  degli  —^-5 — ' 

fattori  analoghi  a  cos  ocp  —  cos  a,  »  supposto  p  <I  9,  e  significato  analogo 
ha  il  simbolo  II  (sen  Op  —  Ben  a«  )•  Applicando  ora  notissime  formolo  tri- 


]>*« 


gonometriche  si  può  anche  scrivere: 

ti(«-i)       ii(ii-i) 

r  =  (- 1)  •   -2   «  .  n  sei) 


(1) 

(2) 


flfp  4-  a,  dp  —  oc. 


sen 


■(•-i) 


S  =  2     «     sen  tti-  sen,. ..  sen  a,  II  cos        ,. — ^  sen 


2 

OCp    (Xq 


P»H 


2 


Per  calcolare  poi  i  determinanti  G  e  S  osserviamo  che  cos  ma  è  espri- 
mibile come  nn  polinomio  intero  di  grado  tn  in  cos  a  in  cui  il  coefficiente 

di  cos '"a=I+lo)"^(4.)+  •••  =  2""*;  perciò  se  nel  determinante  C 
sostituiamo  ai  coseni  i  loro  sviluppi  otterremo  facilmente 


C 


cos"""* ai     ,  cos"~'ai,  •  •  •  ?  cosai     ,  1 

2-« 

* 

*  •  •  •  * 

* 

cos"-* a,     ,  cos"-* a,,...,  cosa,     ,   1 

0 

2—8 

*  •  •  •  * 

* 

co8""*a»-i,  eos""*a«_i,.">   cosa,«i,   1 

0 

0 

0..  .  I 

* 

cos"-*ot.     ,  cos"-* a»     ,...,  coso,     ,1 

0 

0 

0 

1 

ove  gli  ♦  indicano  coefficienti  numerici  di  cui  non  ci  interessa  il  valore  ; 
si  conclude  pertanto 


(3) 


0  =  2 


(«-.l)(ii-2) 
2 


Similmente  osservando  che è  espresso  da  un  polinomio  di  grado 

sen  a 


m  —  1  in  cos  a,  nel  quale  cos  "-*  a  ha  per  coefficiente 

Senna,  sen  (n — l)a. 


si  trova 


S'S'Sen  a,  sen  a, . . .  sen  a, 


sen  2a. 


senttj 

sen  ttj         ' 

*  senttj  ' 

j. 

sen  na. 

sen  (n —  l)a, 

sen  2a, 

1 

sena,  ' 

seu  tts         ' 

sena. 

sen  noin-i 

sen  (n  —  l)a,_i 

sen  2a,.i 

1 

sen  a,_i 

seno^-i 

sen  a,     ' 

sen  fia„ 

sen  («  —  1)0, 

sen  2  a. 

1 

sen  Ofi 


sen  a. 


sen  a. 
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«-Ben  «,  Ben  a, . . .  sen  a. 


«-1 


COB  ai   ...    .   COS  OL^        1 


«-1 


OOB  Ot  .   .   .   .   COB  a^       1 


«-1 
cosa^.i    .  .  cosa,.!  1 

n-l 

COB  a»  .   .   .    .   COB  o^,       1 


2—8 

0 


»        » 
2"-»  . 


»    • 


*    • 


0         0      0  ...  1    » 
0  0       0  ...  0    1 


donde  si  trae 


(4) 


(—1)  (•  -«) 


S  =  2 


sen  cCi  sen  ai  -  •  *  sen  a«  •  F  . 


Mediante  le  formole  (3)  e  (4)^  che  furono  già  date  senza  dimostra- 
zione dal  Muir,  (^)  il  calcolo  dei  determinanti  G  e  8  è  ridotto  a  quello 
del  determinante  F  e  questo  è  effettuato  dalle  formole  (2). 

Analogamente  si  vede  come  possano  calcolarsi  tutti  i  determinanti 
del  tipo  (B)  ove  non  entrano  che  soli  coseni  o  soli  seni,  (')  e  come  in 
funzione  di  quelli  fra  essi  contenenti  coseni  possano  esprimersi  i  deter- 
minanti del  tipo  (A)  ove  pure  entrino  o  soltanto  seni  o  soltanto  coseni. 
Per  la  determinazione  di  tutti  gli  altri  determinanti  dei  tipi  anzidetti  fa 
mestieri  premettere  quanto  segae. 

2.  Posto 


A  =  tg  y  a  , 


si  ottiene 


1  -  A^ 


cos  a  == 


1  -f  A 


*  > 


sen  a  = 


2A 


1  H- A 


2     ' 


e  quindi 


(1  +  tA)'"* 
(cos  ma  +  i  s©n  ma)  =  (cos  a  4-  »  sen  a)*  =  n  a-  aM"   ' 


Si  deduce  pertanto': 

A=9tM 


Cosma  == 


isrm  /2m\ 


-,  sen  ma  = 


li~'f-'{^zy-' 


(1  -f  A*)-  '  ''""  "^^  (1  +  A')" 

Fclazioni  che,  per  brevità,  scriveremo  come  segUe: 

Y-(A)  „..  ^     o.(A) 


COS  ma  = 


(1  4-  A*)"  ' 


sen  ma  = 


(1  +  A*)' 


osservando  che  f^e  a„   sono  polinomi  interi  in  A  dei  gradi  risp.  2m  e 
2m—  1. 


(»)  Op.  oit.  p.  181. 

(2)  Bi    veda   l'articolo   del   Prof.   Studvtcka,  Odvogéni  uovyeh   obenyeh   vgoreu  goniométrickyeh 
(Vestnik  Ceské  Akaderaie  eisare  Franttska  Josefa  prò  yedy,  slovesnost  a  ameni,  Roc.  VI). 
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3.  Ciò  posto  sia  A«  un  determinante  del  tipo  (A)  : 

A,  ■=  I  sen  wij  a* ,  sen  m^a^ ,  •  • . ,  sen  m^a*  i  ^^^  w^^^a^ ,  .  . .  i  cos  m^a^  |  ; 
applicando  ai  singoli  elementi  di  esso  le  formole  (5)  si  ottiene, 


A.  = 


»  •  •  •  j 


(l  +  AiK  (l  +  Aj)-»'      (1+AJ)-.m''"'{1  +  AI) 

Se  ora  M  ò  il  massimo  degli  interi  m, ,  m, , . . . ,  m,  potremo  surro- 
gare questa  formola  con  la  seguente: 

1 


A.  = 


(i+a;)"(h-a«)«...(i+a«J' 


X 


wM-M. 


M-M. 


(l+Aa--"'o.,(AO,  ....  (]+AÌ)-"»o.,(Aj, 


kM-». 


.M-m 


(i+Aj)-"»+.  r-,+^(A»),  •  •  • .  (1+A»)— r-.(A.) I . 

Si  osservi  adesso  che  i  singoli  termini  della  h^*  orizzontale  di  questo 
determinante  sono  polinomi  di  grado  ^2M  in  A^}  i  cui  coefficienti  sono 
indipendenti  da  A;  in  conseguenza  potremo  scrivere: 


fi'^2U 


(1  +  AJ)"-"'  a.  .(AJ=   S  p,.,.  a;-/'  ,  ('•  =  1>  2, . . . ,  A) 


kM>M. 


/*=2U 


Si  osservi  ancora  che,  essendo 

1 


..  a* 


1  + Ai~^^^'  2  » 


il  fattore  esterno  nell'espressione  di  A.  ò 


(■ 


cos  "rt"  cos  "rt"  •  .  .   cos  rt  I 


«=ì 


su 


Si  vedrà  in  conseguenza  che,  a  meno  di  questo  fattore,  A»  è  il  prodotto 
delle  due  matrici  rettangolari  seguenti: 

ASM      A2M-1  A  1    II  . 


P*0»   P*P  •  •  •  »    ^^*,2M-1  P*.2m||  » 

ora  questo  è  la  somma  dei  prodotti  dei  determinanti  omologhi  estratti 
dalle  due  matrici  stesse;  d'altronde  i  determinanti  estratti  dalle  prime 
sono  numeri  interi  dipendenti  da  m,  ,  m, ,  .  .  .  ,  »i, ,  n,  ohe  si  possono 
determinare  in  ogni  singolo  caso,  mentre  quelli  estratti  dalla  seconda 
sono  della  forma 

A;i ,  A;, ,  . .  . ,  A;,.i ,  A;.  | , 
|Aj-S  A;-S...,  A,,  1|XF(A,,  A,,...,  AJ, 
ove  P  è  una  funzione  simmetrica  delle  Aj,  A,,  . .  .  ,  A,  il  cui  grado  è 


espresso  da  7-j  -f-  r,  f  . .  .  +  ^\  — 
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.  Si  rifletta  Analmente  essere 


ArA;-'...A,ll=.n(A,-A,)  = 


(5) 


n  se  II 


gl>  —  g^ 
2 


P9 

n  sen 


OLp  —   OCq 


---        ocp        a«        /       a,        a*  a.\ 

llcos-^coa-^        Icos -^  cos-^  .  .  .  CO8-3-I 


»-i  » 


e  si  vedrà  potersi  ritenere  dimostrato  il  seguente 

Teorema.  —  Ogni  determinante  del  tipo  (A)  ha  una  espressione  della 
seguente  forma 

(6)       l  sen  wij  a^  ,  .  . .  ,  sen  m^  a^ ,  cos  >w^^j  a^^  »  •  •  •  >  cos  »>i^  a^^  1  == 


==(co8|lcos|?...co8f)         '  .  n8en?^'./-(tg|l,...,  tgf)  , 

ore  M  è  il  massimx)  dei  numeri  m^  m,,...,  m^  ef  è  una  funzione  sim- 
metrica delle  quantità  da  cui  dipende. 

Servendosi  delle  relazioni  che  intercedono  tra  le  funzioni  trigono- 
metriche, alla  funzione  f  potremo  dare  varie  forme  fra  cui  si  preferirà 
la  più  conveniente  in  ogni  caso,  come  vedremo  negli  esempi  esposti  più 
avanti. 

É  appena  necessario  avvertire  che  l'identico  procedimento  di  tra- 
sformazione è  effettuabile  sui  determinanti  (B),  onde  per  questi  sussiste 
un  teorema  analogo  al  precedente. 

4.  E  opportuno  illustrare  quanto  precede  sopra  alcuni  esempì:  come 
tali  sceglierò  quelli  appunto  che  addussi  nel  mio  aiuticelo  dianzi  citato. 

tt  R  V 

Avverto  che  indicherò  sempre  con  A,  B,  C  le  quantità  tg-5-,  tg  -jr-,  tg  -^. 


I.  Esempio. 

sen  a»  cos  a,  1 

sen  ^j  cos  ^j  1 

sen  y,  cos  y,  1 


2A 


1  4-  A*  ' 

2B 
1  +  B^  ' 

20 
1  -f  C*  ' 


1  - 

A» 

I-I- 
1  - 

A*  » 
B* 

i  -f  B'  ' 
I-C* 

(7) 


(1  -f  A^)  (l  -f  B')  (1  +  C^) 

Si  conclude  adunque:  (') 

sen  a,  cos  a,  l 
»en  ^j  cos  ^,  1 
sen  y,  cos  y,   1 


A«,  A,  1 
B%  B,  1 
C«,  C,  1 


1 
1 

1  +  0'  '    ^ 

4(A-B)(A-C)(B  — C) 
■(1  +A')(1  +  B«)(1  +  C')- 


=  4  sen 


3 


y        y  —  a        a  —  B 

—  sen  ' — - —  sen  — tt-^ 


(1)  Mamsiok,  Bleniente  der  Theorie  d€r  Detenni nantem  (Leipzig,  1878),  p.  22. 
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II.  Esempio, 
sen  ai  oos  ai  sen  2a 
sen  p,  C08  ^,  sen  2^ 
sen  Y)  <508  Yi  sen  2y 

8 


2A 

1- A» 
1  + A»  ' 
1-B' 
l  +  B*  ' 
I-C 

4A(1  -  A») 

l  +  A«  ' 
2B 

(1  +  A')« 
4B(1-B') 

1  +  B«  ' 
20 

(1  +  B')' 
40(1       C*) 

(1  + A*)*  (1  +  3^)^(1+  C*)* 


1  4.  C«  '       1  -  C*  »        (1  -f  C*)* 


A»  +  A,  A*  --  1,  A»  -  A 
B*  -h  B,  B*  -  1,  B"  -  B 

C»-h  C,  C*  -1,  C»— C 


16 


f 

(1  + A*)»(i  -h  B*)*  (1  +  C')"  l 


A*  A»  A 

A»  A  1 

B*B*B 

+ 

B»B  1 

C*C«C 

C»  C  1 

=  {l  +  A-nil  B^r{l\  e?'  (A  +  B  +  0  -  ABC  (BC  +  CA  +  AB)  )- 

Il  calcolo  del  determinante  proposto  si  può  considerare  come  effet- 
tuato ;  ma  il  risultato  può  scriversi  più  elegantemente  osservando  in  primo 
luogo  che  il  fattore  che  precede  la  {  }  vale 


,fi        P  -  Y        Y  -«        a  -  P       .a        ,  p       _  y 
16  sen  — ;^  sen  — 5 —  sen  — ^"-^  ^^^  "o"  °®^  "o"  ^^^  "o"  » 


osservando  in  secondo  luogo  che  sussiste  la  identità 

a 

sen 

A(1-B'C»)  = 


sen  -rt"  cos      ^ 


P  +  Y  ,„    P  -  Y 

COS  TZ r  rk  \ 

2  sen  a  (cos  p  +  cos  y) 


cos'  -TT  COS*  —  '^"<»*  -^ 


2 


2  ''''   2 


«yCOS'yCOS*-!- 


assieme  alle  due  analoghe.  Quel  determinante  vale  dunque: 

A        P~Y        Y-a        a-3.^ 
4  sen  '^  sen  ^— ^ —  sen  — ^-^  X 

X  [sen  a  (cos  p  -f  cos  y)  -f  sen  p  (cos  y  +  cos  a)  4-  sen  y  (cos  a  4  cos  g)]; 
epperò  si  conclude  :  (^) 


(8) 


sen  a,  cos  et,  sen  2a 
sen  p,  cos  p,  sen  2^ 
sen  Y»  cos  y»  sen  2y 


P  -  Y        Y  —  a  ^_,  a  -  p 


=  4  sen  i^-- —  sen  ^ —  sen  [sen  0  +  y)  +  s®"  (y+  «)  +  ^en  (a  +  ^)] 


(1)  Mathénis,  T.  VI  (1886),  p.  88. 
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TU 


Tv 


n 


Cambiando  ivi  a,  p,  Y  "^P*  ^^  1 o^  »  X  ~"  P  '  "I —  "f  ®^  ottiene, 

dopo  qualche  trasformazione, 


(9) 


sen  a  j  eoa  a }  cos'  a 
sen  ^  ,  eoa  ^  ,  eoa*  ^ 
sen  Y ,  008  y  ,  eoa*  y 


=  —  4sen  — 2"^  sen  '^  ^     ^®°  ""2     '^^®  ^?"*"T)  +  ^^^  (Y  +  «)  +  ^^^^  («+  P)J 


in.  Esempio. 

co82a,  sen  oc,  1 
coa2p,  senp,  1 
cos2y,  seny,! 


=  2 


cos'a»  sena,  1 
cos'p,  senp,! 
cos*Y,  seny,  1 

16 


=  2 


(1-A»)*        2A 

(1  +  A*)*'    1+A*' 
(l-B*)»        2B 


(l-.c/)>        2C 


16 


{a»b»c» 


A%  A,  1 
B%  A,  1 
C,  0,  ] 


=  16  eoa* -x-.  cos*-|- 


*  4    P  4   T 


(IH-C*)*'    1+C 

AMI,  A»  +  A,  A* 

b*+i,b«+b,b« 

C*+l,  C«+C,C' 


T,l 


+ 


A*,  A*,  1 
B*,  B«,  1 
C-,  C»,  1 


ABC 


A«,  A,  l 
B«,  B,  1 
C-,  C,  1 


AS  A,  1 
B«,  B,  1 

C-,  C,  1 


Ifi  4     *  4P  4     Y 

=  16  eoa*  -rt" .  ^'O**  "o"  •  ^*^^  ~o 


|- .  eos«|- .  C08*  ^  (A-B)  (A-C)  (B-C)  X 

[A*B«C»  +  (BC  +  CA  +  AB)  -  ABC  (A  +  B  +  C)  - 1] 

a  3  Y 

=  —  16  oos*  -^  .  oos*  -^  .  CCS*  -^  X 

(B-C) (C-.  A) (A-B)  (BC -  1) (CA  — 1) (AB- 1). 
Se  ora  si  osserva  essere 


} 


C08 


BC  -  1  =  - 


2 


3         Y 
CCS  -^  eos-v 

2  2 


si  concluderà: 


cos  2a  ,  sen  a  ,  1 
(10)  cos  2^  ,  sen  ^  ,  1 

cos  2y  ,  sen  y  ,  1 

i«        P  — Y        Y-«        a-3        3-f-Y        Y-+a        a  +  3 
"  lo  sen  ^— t:^ —  sen  ^— ^^ —  sen  — r-^  cos     ^      cos  -*-^^ —  cos  — ?r-=- 


2 


2 
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II.  Esempio, 
sen  ai  cos  ai  Ben  2a 
sea  p,  008  p,  sen  2^ 
sen  Y)  ^08  y,  sen  2y 

8 


2A 

1- A« 
1  +  A'  ' 
1-B' 
1  +  B" 
1-0* 

4A(1  -  A') 

l  +  A«  ' 
2B 

(1  +  A')' 
4B(1-B') 

1  +  B»  • 
20 

(1  +  B')« 
40(1  -C) 

(1  +  A')'  (1  +  B')«  (1  +  C')* 


16 


1  +  0*  '       1  -  C«  '        (l  +  U*)* 

A»  +  A,  A*  -  1,  A»  -  A 
B*  +  B,  B«  -  1,  B»  -  B 
C«  +  C,C*-1,C'  — C 


( 

(1  + A')»(l  +B')'(1  +  C')'  i 

16(B-C)(0-A)(A— B) 


A*A«A 

A»  Al 

B*B»B 

■f 

B«B1 

C*C*C 

C»  C  1 

}- 


=  (1  +  A')«  (1  +  B')'  (  l  +  C')'  {^  +  B  +  C  -  ABO  (BO  +  CA  +  AB)  )- 

Il  calcolo  del  determinante  proposto  si  può  considerare  come  effet- 
tuato ;  ma  il  risultato  può  scriversi  più  elegantemente  osservando  in  primo 
luogo  che  il  fattore  che  precede  la  { |  vale 


16  sen      ,^      sen  -=—5 —  sen  — ^  cos*  -^  cos*  -^  cos*  -~ 


osservando  in  secondo  luogo  che  sussiste  la  identità 


a 


P  +  Y  ..    3  -  Y 


A(1-B»C»)  = 


sen  -pr  cos  - — tt-^  cos 
2  2  : 

cos*  -r-  cos*  -^  cos'  -^ 
^  ^  ifi 


sen  a  (cos  p  -f  cos  y) 
4  cos*  -^  cos*  -^  eoa*  ~ 


assieme  alle  due  analoghe.  Quel  determinante  vale  dunque: 

P-Y        Y-a        a  —  Pv 
4  sen  "^        '  sen  ^— ^ —  sen  — ^"^  ^ 

X  [sen  a  (cos  p  -f  cos  y)  +  sen  p  (cos  y  -f  cos  a)  4-  sen  y  (cos  a  4  cos  ^)]; 
epperò  si  conclude  :  (') 


(8) 


sen  a,  cos  a,  sen  2a 
sen  p,  cos  ^,  sen  2^ 
sen  Y»  cos  y,  sen  2y 


Q  Y         Y a,         06—3 

=  4  sen  ^ —  sen  ^ —  sen     ..      [sen  (p  +  y)  4  sen  (y+  a)  +  sen  (a  -f  ^)] 


2 


o 

té 


2 


(1)  Mathétis,  T.  VI  (1866),  p.  88. 


PERIODICO  DI  MATEMATICA. 


135 


TU 


TC 


n 


Cambiando  ivi  a,  p)  Y-  "^P*  ^^1 ^y  "7 —  P»  "7 —  Y  ^^  ottiene, 

dopo  qualche  trasformazione, 


(9) 


sen  a  }  oos  a  j  cob'  a 
sen  p ,  008  p ,  eoa*  ^ 
sen  Y ,  008  y  »  «os'  y 


ft  —,  Y  Y  "~*  OC  06 B 

=  —  4sen  ^^-g-*-  sen  -^-g—  sen  —^  [cos  (P+y)  +  cos  (y  +  a)  +  eoa  (a+  p)J 


III.  Esempio. 

co82a,  sena»! 
coa2p,  senp,  1 

co82y,  senY,! 


=  2 


cos*a)  sena,  1 
co8*p,  senp,l 

co8*Yi  senY»  1 
16 


=  2 


(1-A«)*        2A 


(1+A*)»'    l+A 
(1-B*)«        2B 


i,l 


(l+A*V(l-fBT(l  +  C')' 


(1-hB*)*'    1+B*'^ 
(I-C*)*        2C 
(I  +  C*)*'    1+C*' 

AMI,  A«  +  A,A' 
B*  +  1,B»  +  B,B« 

C*  +  l,  C«+C,C» 


1^  *    ^  4P  4   Y 

=   16  008*  -^  .  C08*-£-  .  C08*-i- 


{a«b«c^ 


A%  A,  1 
B%  A,  1 
C«,  C,  ] 


-f 


A»,  A',  1 

B»,  B«,  1 

-ABC 

C,  CV  1 

A',  A,  l 

A',  A,  1 

B',  B,  1 

— 

B',  B,  1 

C,  G,  1 

C,  C,  1 

} 


=  16  cos 


4    «  4    P  4    Y    /A 

*  -pr  '  C0S*-:r-  .  C08*  -k-  (A  — 


|-.co8*^{A-B)(A-C)(B-C)X 


[A*B'C«  +  (BC  4-  CA  +  AB)  -  ABC(A  +  B  +  C)  - 1] 

a  3  Y 

—  —  16  cos*  -^  .  cos*  -^  .  cos*  -^  X 

(B-C)(C-~A)(A-B)(BC-1)(CA  — 1)(AB-1). 
Se  ora  si  osserva  essere 


BC  -  1  =  - 


P-f  Y 
P         Y 

cos  "TT  C0S-~- 

2  2 


si  concluderà: 


cos  2a  ,  sen  a  ,  1 
(10)  cos  2p  ,  seu  p  ,  1 

cos  2y  »  san  y  ,  1 

lA       P— Y       Y-«       g-P       p-f-Y       Y-^«       g  +  p 

=  16  sen  ^— ^ —  sen  — ^ —  sen  — r-^  cos      ^      cos  ■*— ^ —  cos  — ^-^ 
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IV.  Esempio. 

eoa  a  )  sen  2a  i  1 

cos^,   sen  2^,  I 
cos  Y,  sen  2y,  1 


l-A'     4A(I-A«) 
H-A"'     (l-fA*)* 
Ì^B*     4B(1-B») 
1-1-B»'     (H-B')« 
I-C*     4C(l-C») 


8 


(l  +  A*)«(l-fB')*(ltO0* 


X 


A«,A,1 
B%B,1 
C*,C,1 


A'B«C«  + 


A*-1,A»-A,A»4-1 
B*-1,B«-B,B»+1 
C*-1,C«-C,0*4  1 
A*,A»,1  A\A,1      A%A,1 

B*,B»,]  4- ABC  B»,B,1  -  B*,B,  1 
0«,C»,  1  C»,CJ      c*.a  1 


,1 
,1 
,1 


8 


(l  +  AO^l  +  B^j^CH-C) 


t\iX 


AVA»,1 
B*,B*,  1 
G\G\Ì 


A«,A,1 
B«.B,  1 
C*,C,1 


I 


=  (4W^^  {A'B*C--(A4  B4  C)"  -f  (BC  f  CA4-AB)- 1}. 


(l  +  A*)*{I-f-B*)*(l  +  C*)' 

II  primo  fattore  di  questa  espressione  vale 


— -  8  8611 


p-Y        Y-a        a-p      ,  a       .  p       ,  Y 
"  sen  ^—^ —  sen  — ^  cos'-h"  cos* -^  cos' -5-  : 


2      —      2 

e  riguardo  alla  quantità  in  | }  essa  si  trasforma  successivamente  come  segue 
(ABC-fA+B+C)(ABC-A~B-C)+(BC-fCA+AB+l)(BC+CA4AB-l)= 


1 


(      J_       g  +  p  +Y  .^ 

"oc        7"p        :T\  -    2  """  2  ^ 


COS'  "rt"  cos' -^  COS 


Iseii  — 


+  3  +  Y 


—  «4  p  +  Y  ,         g-p  +  Y  ■         a  +  p— Y 
+  seii -r- =■  +  sen ^ +  sen  — 


[ 


—   COS 


a4g  +  Y 
2 


-f    COS 


2 

1         g  +  g-f  Y  ^ 

=  T«^« 2 ^ 

—  a  -t-  g  4-  Y 


2 


] 


+  COS ^ — '-  +  COS 1 M  j 


= ò ;r  I  *'*^»  (g  "i"  &  +  Y)  "*  ^^^  a  —  cos  p  —  cos  yl . 


2co8'  —  COS'  —  cos 

«  a  ^ 

Dunque  siamo  autorizzati  a  concludere: 

COS  a,  sen  2%^   1 


(11) 


COS  p,  sen  2%,   1 
cos  Y,  sen  2y,   1 

,       p  -  Y      Y  -  g      g  -  P 

=  4  sen       ^       sen  ■^— -: —  sen 


2       —      2       "^"      2 

[cos  a  f  COS  p  4-  COS  Y  —  cos  (a  +  p  +  y)]- 

5.  Quando  siansi  calcolati  i  determinanti  del  tipo  (A),  possiamo  de- 
durre ì  valori  di  altri  somiglianti  contenenti  altre  funzioni  trigonome- 
triche avvalendosi  delle  relazioni  che  intercedono  fra  queste.  Come  esempio 
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consideriamo  il  determinante  (di  cui  ho  dato  il  valore  nel  mio  articolo 
sacci  tato) 

cosa,  tga,  1 

cosp,  tgp,   I 

C08Y,  tgy,  1 
e  poniamolo  successivamente  sotto  le  forme  seguenti: 

eoa*  tt}  sen  a^  cos  a 
cos*  ^,  sen  ^,  cos  ^ 
cps'  Y,  seu  y,  cos  y 

1  +  cos  2a}  sen  a,  cos  a 
1  +  cos  2^,  sen  ^,  cos  ^ 
1  4  cos  2y,  sen  y.  cos  y 


cos  a  cos  ^  cos  y 

1 

2  cos  a  cos  Bcosy 


1 


{ 


sen  a,  cos  a^   1 


sen  ^,  cos  ^,   1 
seny,  cosy,   1 


+ 


2  cos  a  cos  Bcosy 

Servendosi  ora  delle  formolo  (7)  e  (9)  si  conclude: 

cosa,  tga,   1 


sei)  at  cos  a,  cos  2a 
sen  ^,  cos  ^y  cos  2^ 
sen  y,  cos  y,  cos  2y 


(12) 


cos  p,  tg  p,   1 
cosy,  tgy,   1 

8— -y        y  —  a        a  —  tì 
2  sen       ,.      sen  -^—^ —  sen 


2 


2 


(13) 


cos  a  cos  p  cos  y 
{  1  —  cos  (p  +  y)  —  cos  (y  +  a)  —  cos  (a  +  fi)  }  • 
Analogamente  dimostrerebbesi  essere: 

sen2a,  tga,  1 
sen  2p,  tg  p,  1 
sen2y,  tgy,   1 


2  sen 


P  —  Y         Y  — a        «  —  3 


sen 


2 


sen 


sen  {%  +  p  -f-  y)  e  ) 


cos  %  cos  p  cos  y 

6.  Il  teorema  dimostrato  nel  n.  3  può  estendersi  a  determinanti  del 
medesimo  tipo,  ma  ove  i  numeri  m^  m,,  .  .  .,  m,  sono,  non  interi,  ma 
razionali.  Supposto  infatti  che,  ridotti  i  valori  delle  m  alla  loro  più 
semplice  espressione,  sia 


m,  = 


Pr 


,  w,  = 


D 


ì\^p 


r,  =  p^ 


D 


,m.  = 


r>. 


D 


'q^'     •      '*^.' 


^•«  =  P. 


S--^      B=-^  B=— * 


(1)  Perciò,  se  a,  fi,  y  sono  Angoli  di  un  triangolo,  il  determinante  che  sta  al  primo  membro 
della  (13)  è  nullo:  conformemente  ad  un'asserzione  del  sig.  J.  R.  Scott  (ìì  Trealise  on  the  Theory  of 
DeterutiManls.  Cambridge,  1880,  p.  213). 


3B-M-(-l 
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Sarà  allora  identicamente 

I  sen  Wj  a^  ,  , ,  . ,  seu  w^  a^ ,  eoa  ♦W;m.i  a;^  »  .  •  •  »  eoa  m^  a^  I 

=  I  sen  r^  P^  ,  .  .  .  ,  Sen  r^  ^^  ,  eoa  r^^  8^^ ,  .  . .  ,  *508  '*„  ^^  |  • 

Ora  queat'altimo  determinante  rientra  nel  tipo  già  studiato  onde  ha 
una  espressione  della  seguente  forma 

Icos  ~-  eoa  2  •  •  •  ^^®  2  1 

n  sen  ^^ . /-(tg  |l ,  tg-|,....tg-|), 
easendo  R  il  massimo  dei  numeri  t\  t\, .  ,  r. ,  ossia  dei  numeri 

9i  ^.  ^. 

in  altre  parole  B  è  il  prodotto  del  massimo  fra  i  numeri  mj,  m,,  .  .  . ,  »7t. 
pel  minimo  multiplo  comune  dei  denominatori  dei  numeri  stessi.  Ripo- 
nendo per  le  quantità  ^  i  loro  valori  si  conclude: 

(14)      I  sen  mj  a;i ,  . . .  ,  aen  m^  a^^ ,  eoa  ^f^j^fii  a^  i  •  •  •  ,  «os  m^  a^  |  = 


=    coi  t:^  eoa  rr^r  .  .  .  eoa  -^- 1 


2D        2D ""  2D/ 

Ot«  *"~    0C«        I  0C|  dm    1 

n«e°^^2D~''r*^2D '•••'*« 2dJ' 

ove  /*  è  al  solito  una  funzione  aimmetrica  de'  auoi  argomenti. 


»■  ♦«^«»  - 


RELAZIONE  FRA  L'AREA  E  LA  SOMMA  DEGLI  ANGOLI 

di  un  poligono  sferico  qualunque 


I.  Al  §  2,  n.  9  della  planimetria  del  Baltzer,  trovaai  enunciato  e 
dimostrato  il  aeguente  teorema  :  Se  il  perimetro  di  un  poligono  è  intrec- 
ciato, la  somma  degli  angoli  sarà  un  multiplo  pari  o  dispari  di  i80^, 
secondochè  il  numero  dei  vertici  è  pari  a  dispari. 

QueHto  teorema  lascia  però  troppa  indeterminazione  nel  valore  di 
quella  somma  ;  non  sarà  quindi  del  tutto  inutile  la  ricerca  di  una  re- 
gola che  permetta  di  determinare  la  detta  aomma  con  tutta  eaattezza. 
Col  presente  scritto  mi  propongo,  pertanto,  di  risolvere  la  seguente  que- 
stione più  generale  :  Trovare  per  un  poligono  sferico  intrecciato  qua- 
lunque, la  reiasione  che  passa  fra  la  sommn  dei  suoi  angoli  e  l'area 
da  esso  determinata.  Sarà  poi  facile  dedurre  da  questo  reaultato,  il  teo- 
rema relativo  alla  somma  degli  angoli  di  un  poligono  piano  intrecciato.  (^) 


(1)  PoiKBOT,  Mémoiret  sur  Un  poligone»  et  U» polykdres  ("  Journal  de  TÉcole  polyt.  „  Cab.  X,p.  16), 
a7eTa  già  dato  un  teorema  relativo  alla  somma  degli  angoli  di  un  poligono  regolare  intrecciato; 


PERIODICO  DI   MATEMATICA. 


139 


2.  Un  poligono  intrecciato  qualunque  oon  nodi  semplici,  può  de- 
oomporsi  in  poligoni  ordinaH  disgiungendo  gli  angoli  formati  dai  rami 
ohe  conoorrono  in  uno  stesso  nodo,  conservando  però  inalterata  la  di- 
rezione dei  rami  medesimi.  (^) 

Il  senso  secondo  il  quale  debbono  essere  percorsi  i  singoli  poligoni 
ordinari,  è  quello  stesso  del  poligono  dato.  Stabilita  poi  quale  delle  due 
regioni,  destra  o  sinistra  (relativamente  ad  una  persona  ohe  percorra  in 
un  determinato  senso  il  perimetro  del  poligono)  debba  considerarsi  come 
quella  limitata  dal  dato  poligono,  rimane  fissata  anche  la  regione  cir- 
coscritta dai  singoli  circuiti  ordinari.  Dopo  ciò  intenderemo  per  area 
limitata  in  un  poligono  intrecciato,  la  somma  delle  aree  limitate  dai  di- 
versi poligoni  ordinari.  (')  È  chiaro  che  l'accennata  scomposizione  non 
può  effettuarsi  che  in  un  sol 
modo,  e  che  la  somma  dei 
due  angoli  disgiunti  in  uno 
stesso  nodo,  è  sempre  eguale, 
tenuto  conto  del  senso  dei 
lati,  a  4  angoli  retti» 

Anche  per  un  poligono 
intrecciato  con  nodi  miUtipli,  < 
può  effettuarsi  una  scompo< 
sissione  analoga  a  quella  ora 
detta.  Il  poligono  rappresen- 
tato dall'annessa  figura,  ha 
16  vertici  e  XIII  nodi,  di- 
stinti rispettivamente  con  nu- 
meri arabici  e  romani.  Tanto 
gli  uni  quanto  gli  altri  sono 
numerati  nell'ordine  secondo 
cui  s' incontrano,  allorché  si  percorre  il  poligono  nel  senso  delle  freccio. 
Gli  apici  apposti  ai  numeri  romani,  indicano  la  multiplicità  del  nodo. 

I  poligoni  ordinari  a  cui  dà  luogo  la  scomposizione  suddetta  sono  i 
5  seguenti  : 

P,....  1,2,3,1,11,11, 4,III,8,IV,5,V,15,16,XI,9,VII,6,VIII,XII,X,IX,7,X,1. 

P,....  10, 1,  II,  X,  10. 

P,....  12,  IX,  Vili,  12. 

P,....  13,  14,  V,  VI,  XIII,  13. 

P,....  X,  III,  IV,  XI,  VI,  VII,  XII,  XIII,  X. 


ma  la  dimostrazioue  vale  solo  pei  poligoni  regolari  o  almeno  eolamente  per  quei  poligoni  che  nel 
loro  intreccio  ai  comportano  come  i  regolari. 

V.  anche  Dostob,  Théori«  generai*  dés  polygoneM  étoilét^  *  Journal  de  Mathém.  puree  et  appi.  ., 
3*  sèrie,  t  VI  ;  1880. 

(1)  CBBHOirA,  EietnetUi  di  calcolo  grafico,  n.  21. 

V. anche  Clifford,  Il §tn4o comune  nelle  tcitme  e8atte,pAg.  159  e  segg.  (Milano,  F.lli  Dumolard,  1886). 

(>)  La  parola  totnma  h  presa  qui  nel  senso  aritmetico,  giacche  noi  non  faremo  la  distinzione 
delle  aree  in  positive  e  negutive  come  ò  stabilito  per  i  circuiti  piani  intrecciati,  nelle  opere  citate 
del  Cremona  e  del  Clifford. 
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£  però  Decessario  di  avvertire  ohe  nella  prevedente  scomposizione  si 
verifica  una  certa  arbitrarietà  relativamente  al  passaggio  da  un  ramo  ad 
un  altro,  nei  nodi  multipli  (nodo  V  e  X)  ;  ma  Henza  preoccuparci  qui 
delle  differenti  scomposizioni  che  si  possono  ottenere,  dipendentemente 
dal  modo  secondo  il  quale  è  stato  regolato  il  passaggio  da  un  ramo  ad 
un  altro,  basterà  solo  di  osservare  che  ad  ogni  angolo,  disgiunto  da 
un  nodo  di  multiplicità  pari  (nodo  X),  ne  corrisponde  sempre  un  altro 
opposto  al  vertice,  e  che  perciò,  tenuto  conto  del  senso  dei  lati,  la  loro 
somma  è  sempre  ugtwle  a  qiiattro  retti.  Pel  caso  di  un  nodo  di  multiplicità 
dispari  (nodo  V),  è  da  osservare  che  dopo  aver  disgiunti  due  a  due  gli 
angoli,  rimangono  infine  due  rami  (IV-V;  V-XI)  l'uno  sul  prolunga- 
mento dell'altro,  e  tali  da  costituire  un  unico  lato  (IV-XI)  di  uno  dei 
poligoni  ordinari  della  scomposizione. 

Possiamo  dunque  affermare  che  se  il  nodo  è  di  multiplicità  2n  o  2n  -f  1| 
la  somma  di  tutti  gli  angoli  apparteneteti  a  poligoni  che  hanno  un  ver- 
tice in  quel  nodo,  è  uguale  n.  SGO**,  ossia  a  2n.  180^.  E  ancora  da  avver- 
tire, che  se  in  coincidenza  di  un  nodo  si  trovano  uno  o  più  vertici  del 
poligono  (vertice  13,  coincidente  col  nodo  III),  i  lati  di  questi,  non 
debbono  prender  mai  parte  al  disgiungimento  degli  angoli  in  quel  nodo. 

3.  Allorché  un  poligono  intrecciato  si  decompone  in  e  poligoni 
ordinari,  lo  diremo  di  specie  a.  Ognuno  di  questi  poligoni,  oltre  con- 
tenere dei  vertici  appartenenti  al  poligono  dato,  ne  conterrà  ancora  uno 
o  più,   provenienti  dal  disgiungimento  dei  nodi. 

In  ciò  che  segue  indicheremo  con  L  il  numero  dei  lati  del  poligono 
intrecciato  ;  con  X  la  somma  del  numero  dei  lati  e  dei  rami  dello  stesso 
poligono,  con 

^i»  w„  ti„ Wp 

i  ;}  nodi,  rispettivamente  di  multiplicità 

0„  0.,  0., 0,  ; 

con  V  il  numero  dei  nodi  di  multiplicità  dispari  ;   con 

^1»    hi    hi ^^ 

il  numero  dei  lati  (rami  o  lati  del  dato  poligono  intrecciato)   che   com- 
pariscono rispettivamente  nei  a  poligoni  ordinari  della  scomposizione. 
E  facile  ora  dimostrare  che  hanno  luogo  le  relazioni 

X  =  L  -f-  SO,.  .  r?,.  , 
1 


rj 


1 

La  prima  di  queste  relazioni  si  rende  manifesta  coll'osservare  che 
percorrendo  con  continuità  il  perimetro  del  poligono  intrecciato,  ad  ogni 
passaggio  per  un  vertice  o  nodo,  si  deve  contare  o  un  lato  od  un  ramo 
del  poligono  dato. 
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La  seconda  è  pure  chiara  rìcordaudo  ciò  che  abbiamo  detto  sopra, 
e  cioè  che  nel  disgiungimento  degli  angoli  rimangono  sempre  in  ultimo, 
per  ogni  nodo  di  multiplicità  dispari,  due  rami,  l'uno  sul  prolungamento 
dell'altro,  tali  da  costituire  un  unico  lato  di  uno  dei   poligoni  ordinari. 

Balle  due  relazioni  precedenti  si  ricava  poi, 

(1)  hr  =1'  +  20h  Wh  -  V. 

1  1 

4.  La  porzione  di  superfìcie  sferica  compresa  fra  due  poligoni  or- 
dinari  l'uno  interno  all'altro,  è  la  differenza  fra  le  regioni  limitate  dai 
singoli  poligoni.  In  questo  caso  possiamo  anche  dire  che  il  poligono 
interno  determina  una  lacuna  in  quello  nel  quale  si  trova  tutto  com- 
preso. 

Quando  si  hanno  due  poligoni  intrecciati  (che  supporremo  di  avere 
scomposti,  indipendentemente  l'uno  dall'altro,  in  poligoni  ordinari)  am- 
metteremo ohe  le  parti  dell'uno  producano  altrettante  lacune  iti  parti 
corrispondenti  dell'altro.  Anche  qui  si  presenta  dell'arbitrarietà  relati- 
vamente alla  scelta  dei  poligoni  ordinari  dell'ano,  nei  quali  si  presen- 
tano le  lacune  prodotte  dai  poligoni  ordinarii  dell'altro;  ma  ciò  non  ha 
alcuna  influenza  nò  sulla  somma  degli  angoli  dei  due  poligoni  intrec* 
ciati,  né  sull'area  determinata  dal  loro  insieme.  E  quindi  inutile,  per  la 
ricerca  che  faremo  tra  poco,  di  tener  conto  di  questa  diversità.  Dobbiamo 
soltanto  avvertire  che  per  serbare  un  carattere  concreto  alle  nostre  con- 
siderazioni è  necessario  supporre  che  ogni  poligono,  che  determina  una 
lacuna,  sia  tutto  compreso  nella  porzione  di  superficie  sferica  determinata 
da  uno  o  più  poligoni  ordinari  del  primo  poligono  intrecciato.  Il  numero 
delle  lacune  di  un  poligono  lo  chiameremo  genere  del  poligono. 

5.  Premesse  queste  considerazioni  (che  valgono  del  resto  per  un 
circuito  intrecciato  qualunque  giacente  su  di  una  superficie  arbitraria^ 
veniamo  a  determinare  la  relazione  che  passa  tra  l'area  A,  il  numero  L 
dei  lati,  la  somma  s  degli  angoli,  la  specie  a  ed  il  genere  y  ^^  ^^^  1^^" 
ligono  sferico. 

Cominciamo  intanto  a  dimostrare  che  il  noto  teorema  :  un  poligono 
sferico  convesso  è  equivalente  alla  somma  dei  suoi  angoli  diminuita  di 
tanti  angoli  piatti  quanti  sono  i  suoi  lati  meno  due,  sussiste  per  un  po- 
ligono sferico  non  intrecciato  con  angoli  e  lati  superiori  a  180^. 

Infatti,  mediante  un  numero  p^  di  punti  presi  convenientemente  sul 
perimetro  del  dato  poligono,  e  che  considereremo  come  nuovi  vertici, 
potremo  ridurre  tutti  i  lati  ad  essere  inferiori  a  180^,  e  mediante  un  nu- 
mero jp,  di  punti  presi  opportunamente  nell'interno  del  poligono,  po- 
tremo, riunendoli  convenientemente  tra  di  loro  e  coi  vertici  e  i  punti  p^ 
scomporre  il  poligono  in  n  triangoli  ordinari  a  ciascuno  dei  quali  è  ap- 
plicabile il  teorema  su  riportato.  Indicando  con  a^  ,  5,  ,  l^  ^  rispettiva- 
mente Tarea,  la  somma  degli  angoli  ed  il  numero    dei    lati    di    uno    di 
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questi  triangoli,  avremo,  soinmaudo  poi  membro  a  membro  tutte  le  egua- 
glianze, 

2a,  =  S^r  —  «180^ 
1  1 

ma 

icr  -■=  A  ;  S*r  -=  S  -f-  PjlSO^  +  7),360" 
1  1 

e  quindi 

A  =  S  -  180«  (n  -  p,  -  2;?,} . 

Ora  si  riconosce  facilmente  che  questa  rete  di  n  triangoli   possiede 

Ji  ■{•  Pi  -\-  p,  vertici  e ^  lati,  e  quindi  pel  teorema  di   Eulero 

sui  poliedri,  applicato  ad  una  rete  aperta,  avremo 

(L  4-  p,  -f  p.)  +  «  = ^  4-  1 

da  cui 

w— pj  — 2/),  =  L-  2, 

il  quale  valore  sostituito  nella  precedente  relazione,  dà 

(2)  A  =  S-180"(L  — 2) 

formola  che  esprime,  per  il  poligono  considerato,  il  teorema  enunciato 
sopra. 

6.  Veniamo  ora  a  considerare  un  poligono  intrecciato,  pel  quale 
manterremo  le  notazioni  già  stabilite  ai  n.  3  e  4,  ed  indichiamo  inoltre 
con 

«lJ^i»«8> ^o 

*1»   *1>   *8) ^'f^ 

respetti vamen te  l'area  e  la  somma  degli  angoli  dei  singoli  poligoni  or- 
dinari della  scomposizione.  Stabilendo  per  ognuno  di  questi  la  relazione  (2), 
6  sommando  poi  membro  a  membro,  otterremo 


i^  ì 

U  } 


Ma  tenendo  conto  di  quanto  è  stato  detto  alla  fine  del  n.  2,  abbiamo 
che  l'altra  relazione 

Ssr  =S4-  (Sw,o, -vjlBO', 


(  Swt  o,. 


6  quindi  sostituendo  questo  valore  di  Hs,  nella  precedente,  insieme  a  quello 

a 

dato  dalla  (1)  per  S/,  ,  avremo 

1 

(3)  A  =  S  -  180°(L  -  2a) 
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7.  Sieno  ancora  i  due  poligoni  intrecciati  P^  e  P,  e  indichiamo 
con  P  il  poligono  formato  da  Pj  colle  lacune  prodottevi  da  P,  nel  modo 
già  spiegato  al  n.  3.  Se 

L,,  Aj,  Sp  a.  ;  L„  A„  S„  o,  ;  L,  A,  S,  o,  Y 

hanno   rispettivamente    per   P^  P^  e  P   il    significato    già   attribuito   a 
queste  lettere,  si  ha 

L  -  L^  +  L,  ;  A  =  A,  —  A,  ;  o  =  d  ;  Y  =  ^t  ;  S  =•  S^  +  (L,360''  -  SJ, 

la  quale  ultima  può  anche  scriversi  :  S|—  S,  =  S  —  L,860. 

Applicando  ora  ai  poligoni  P^  e  P^  la  relazione  (3)  e  sottraendo  poi 
membro  a  membro,  avremo 

A.  -  A,  =  S.  -  S.  -  180'((L.  -  L.)  -  2(0.  -  o,)) 

nella  quale  facendo  le  sostituzioni  indicate  dalle  uguaglianze  precedenti, 
e  riducendo  otterremo  : 

(4)  A  =  S  —  180^  (L  -  2(a  -  y)}  • 

Questa  formola,  che  ò  quella  che  volevamo  trovare,  conduce  al  teorema: 

L'area  di  un  poligono  sferico  qualunque  è  uguale  alla  somma  dei 

suoi  angoli  diminuita  di  tante  volte  180^  quante  la  differenza  tra   il 

numero  dei  lati  e  il  doppio  della  differenza  tra  la  specie  ed  il  genere, 

8.  Se  a  ed  «  indicano  la  misura  di  A  e  di  S  espresse  rispettiva- 
mente in  triangoli  trirettangoli  ed  in  angoli  retti,  la  formola  (3)  può 
scriversi 

(5)  a  =  5— 2(L  — 2o). 

Se  il  poligono  intrecciato  (senza  lacune)  è  di  dimensioni  infinitamente 
piccole  rispetto  alla  sfera  sulla  quale  è  tracciato,  è  chiaro  che  alcuni 
dei  poligoni  ordinari  della  sua  scomposizione,  hanno  un'area  infinita- 
mente piccola,  mentre  altri  differiranno  per  una  quantità  infinitesima 
dalla  intera  superficie  sferica. 

Se  chiamiamo  dunque  con  a  e  con  B  rispettivamente  i  poligoni  della 
prima  e  della  seconda  specie,  è  facile  riconoscere  che  la  (5),  a  meno  di 
quantità  trascurabili,  può  scriversi 

8p  =  *-2{L-2(a  +  p)}, 
da  cui 

(6)  5  =  2{L  +  20-a)}  =  2{L  +  2  A}, 

avendo  fatto  k  (che  chiameremoc/a^^edel  poligono  intrecciato)  uguale  ^  —  a. 

9.  Un  poligono  piano  ò,  rispetto  al  piano  indefinitamente  esteso, 
nelle  stesse  condizioni  di  grandezza  di  un  poligono  sferico  infinitesimo, 
rispetto  alla  sfera  (di  raggio  finito)  sulla  quale  è  tracciato.  Ad  un  poli- 
gono piano  è  quindi  applicabile  la  formola  (6). 

Ricordando  poi  quanto  abbiamo  detto  al  principio  del  n.  2  relativa- 
mente alle  aree  determinate  dai  singoli  poligoni  ordinari  della  scompo- 
sizione, e  che  dei  due  angoli  che  si  possono  considerare  in  ciascun  ver- 
tice di  ogni  poligono  (il  convesso  ed  il  concavo)  deve  sempre  prendersi 
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quello  che  si  estende  nella  regione  determinata  dal  poligono  stesso,  si 
può  enunciare  il  teorema  seguente  : 

La  somma  degli  angoli  di  un  poligono  piano  intrecniato  qualsiasi  è 
uguale  a  tante  volte  due  angoli  retti  quanti .  sono  i  lati  del  poligono 
aumentati  del  nume?'o  che  esprime  la  classe  del  poligono  stesso. 

Questo  teorema,  sostituito  a  quello  del  Baltzer  riportato  in  principio, 
toglie  completamente  la  accennata  indeterminazione  nel  valore  della 
somma  degli  angoli  di  un  poligono  intrecciato. 

Applicazione.  —  Per  un  poligono  regolare  intrecciato  di  L  lati,  pel 
quale  si  considerino  come  angoli  del  poligono  quelli  convessi,  si  ha 
sempre  3  =  0  e  quindi  k  =  —  a. 

La  classe,  considerata  nel  suo  valore  assoluto,  non  differisce  dunque 
dal  numero  che  Poinsot  chiama  specie  del  poligono  regolare  intrecciato. 
La  formola  (6),  in  questa  ipotesi,  diviene  dunque 

s  =  2  (L  -  2k) 

ohe  è  la  nota  formola  data  dal  Poinsot.  (') 

Il  lettore  può  verificare  l'esattezza  della  formola  (7)  per  il  poligono 
rappresentato  dalla  iigura  0  per  qualunque  altro  poligono,  intrecciata 
nel  modo  più  complicato.  Basta  che  abbia  sempre  cura  di  fare  la  scom- 
posizione in  conformità  del  procedimento  accennato,  e  di  distinguer  bene 
per  ogni  vertice,  quale  dei  due  angoli  (il  convesso  od  il  concavo)  deve 
essere  considerato. 

Per  rendere  anche  più  facilmente  riconoscibili  gli  angoli  dei  diversi 
poligoni  ordinari,  sarà  utile  di  tratteggiarne  il  perimetro  sempre  dalla 
stessa  banda,  destra  0  sinistra  di  chi  percorre  il  perimetro  in  un  sensa 
determinato.  (*) 

IO.  Porrò  termine  a  questo  scritto  accennando  ad  un'applicazione 
della  formola  (6). 

Dato  un  circuito  intrecciato  qualunque,  che  immagineremo  costituito 
da  un  filo  riunito  per  le  due  estremità,  e  giacente  so  di  un  piano  o 
altra  superficie  qualsiasi,  si  comprende  subito  come  sia  possibile  di  eli- 
minare alcuni  nodi  rimuovendo  in  maniera  conveniente  le  diverse  parti 
del  filo  ;  e  come,  dopo  ciò,  possano  rimanerne  ancora  degli  altri  che 
non  è  possibile  di  fare  sparire,  senza  una  corrispondente  torsione  del  filo. 
Si  può  ora  domandare  :  esiste  una  regola  che  dia  il  mezzo  di  determi- 
nare quanti  sono  i  nodi  che  non  è  possibile  di  fare  scomparire  senza 
torsioni  ?  A  questa  domanda  risponde  il  seguente  teorema  : 

//  numero  dei  nodi  che  non  è  possibile  di  eliminare  da  un  circuita 
intrecciato,  senza  altrettante  torsioni  del  filo,  è  dato  dal  numero  che 
esprime  la  classe  del  circuito,  diminuito  di  un'unità. 

Lascio  alla  cura  del  lettore,  la  dimostrazione  di  questo  teorema. 

A.  Andreini. 


{})  L.  e.  Vedi  anche  Amiot,  Géomtlt'ia,  pag.  65  (Firenze,  Le  Monnier,  1858). 
(2)  Cfr.  Baltzeb,  1.  c,  e  §  9,  n.  10. 
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UNA  PROPRIETÀ  DELLE  CONICHE 


Th.  Reyb  nella  sua  Geometria  di  posizione  (Parte  2',  lezione  25")  definisce  la 
cubica  piana  come  il  luogo  dei  punti  pei  quali  passano  contemporaneamente  le 
rette  omologhe  di  tre  piani  omografici  sovr aposti. 

Indichiamo,  per  intenderci,  con  ai,  as,  ag  i  tre  piani  omografici  e  con  icij 
{i  diverso  da  j)  la  proiettività  che  intercede  fra  il  piano  ai  e  il  piano  aj. 

E  manifesto  il  seguente 

Teorema.  —  I  punti  uniti  delle  omografie  «ij  appartengono  alla  cubica  gene- 
rata dai  tre  piani  omografici  ai,  aq,  as. 

Dopo  ciò  è  facile  dimostrare  il  • 

Teobeha..  —  Se  tre  coniche  hanno  una  tangente  in  cmnune,  i  tre  triangoli  co- 
stituiti dalle  ulteriori  tangenti  comuni  a  ciascuna  coppia  di  quelle  coniche  sono  in- 
scritti in  una  medesima  conica. 

Dimostrazione.  —  Siano  k\,kq,kz  tre  coniche  aventi  una  medesima  tangente  a. 

Noi  potremo  assumere  per  omografie  «i»,  «is  quelle  in  cui  a  hi  corrispondono 
rispettivamente  1c%  %  k%  nelle  prospettività  di  asse  a. 

Con  ciò  tutti  i  punti  della  retta  a  vengono  ad  appartenere  alla  cubica  gene- 
rata dai  tre  piani  omografici  ai,  as,  ag.  Questa  cubica  degenera  adunque  nella 
retta  a  e  in  un'ulteriore  conica  cui  apparterranno  i  punti  uniti  delle  omografie  iCm, 
ni8,  ^ss,  i  quali  sono  precisamente  i  vertici  dei  triangoli  costituiti  delle  ulteriori 
tangenti  comuni  a  ciascuna  coppia  delle  coniche  X;i,  A^,  Ara. 

Osservazione.  —  È  lecito  supporre  che  in  qualche  caso,  date  tre  coniche 
aventi  una  tangente  a  comune  e  riferitele  prospettivamente,  le  omografie  icia,  icis 
risultino  tali  che  tutti  i  punti  del  piano  si  possano  considerare  come  intersezione 
di  tre  rette  omologhe.  Se  ciò  avvenisse  non  sarebbe  provato  il  teorema  precedente. 
Ora  osservo  che,  se  h\yh%ylct  non  appartengono  alla  stessa  schiera  di  coniche,  ciò 
non  accade.  Invero  sia  r  una  tangente  comune  solo  a  A;i  e  Ara.  Si  prenda  su  r  un 
punto  Ri  che  non  giaccia  su  nessun' altra  tangente  comune.  L'omologo  Ra  di  Ri 
in  wu  giace  su  r;  non  cosi  invece  l'omologo  Rs  di  Ri  in  nis.  Le  rette  r  ed  Ri  Ra  non 
sono  manifestamente  omologhe  in  ttjs  se  no  Ri  giacerebbe  su  A  ;  dunque  per  Ri  non 
passano  contemporaneamente  tre  rette  omologhe  dei  tre  piani  omografici  «i ,  «s ,  ag. 

Il  correlativo  del  teorema  precedente  dovrà  enunciarsi  così 

Se  tre  coniche  hanno  un  punto  in  comune  i  tre  triangoli  aventi  i  vertici  nelle 
ulteriori  intersezioni  di  ciascuna  copjìia  di  quelle  coniche  inviluppano  una  conica. 

Nei  due  rami  di  questo  teorema  consiste  la  doppia  proprietà  delle  coniche  che 
io  volevo  render  nota. 

Ora,  mi  intratterrò  brevemente  a  dimostrare  alcuni  noti  teoremi,  o  servendomi  della 
proprietà  precedente,  o  seguendo  lo  stesso  metodo  che  ho  seguito  per  provar  quella. 

P.  Ihce  triangoli  circoscritti  ad  una  conica  sono  inscrittibili  in  una  conica. 
Infatti  k%  e  Ara  si  possono  scegliere  in  guisa  che  le  loro  tangenti  comuni  con  A;i 
siano  arbitrarie.  Tali  tangenti  danno  due  triangoli  che  insieme  col  triangolo  cir- 
coscritto a  ^*a  e  kz  contemporaneamente  sono  inscrittibili  in  una  medesima  conica. 
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2®.  Se  tre  coniche  hanno  due  tangenti  a  «  b  a  comunef  le  intersezioni  delle  ul- 
teriori tangenti  comuni  a  ciascuna  coppia  di  quelle  coniche  sono  allineate. 

Infatti  la  conica  circoscritta  ai  triangoli  circoscritti  a  ciascuna  coppia  delle 
coniche  date  e  non  aventi  per  lato  la  retta  a  degenera  nella  retta  ò  e  in  un'ulte- 
riore retta  cui  appartengono  le  intersezioni  delle  ulteriori  tangenti  comuni  a  cia- 
scuna coppia  delle  coniche  date. 

Ci  giova  enunciare  il  correlativo  di  questo  teorema,  che  è  il  seguente  : 

Se  tre  coniche  hanno  due  punti  A  e  B  in  comune  le  congiungenti  le  ulteriori 
intersezioni  di  ciascuna  coppia  di  quelle  coniche  passano  per  un  punto, 

3^.   Una  conica  k  passante  per  due  punti  base  di  un  fascio  di  coniche  è  segata 
da  queste  in  involuzione. 

Infatti  la  congiungente  le  ulteriori  intersezioni  di  una  conica  qualunque  del 
fascio  con  k  passa  pel  punto  comune  alla  congiungente  gli  ulteriori  punti  base  e 
alla  congiungente  le  intersezioni  di  k  con  una  conica  k'  del  fascio. 

Giuseppe  Vitali. 


SOPRA  LA  DIFFERENZA  DI  DUE  DETERJilNANTI  OUALIP 


Nota  del  D'.  N.  TBAYERSO  a  Savona. 


Dato  un  determinante  d'ordine  n 


A== 


an 


«Il 


^Dl 


a 


un 


indichiamo  con  A'  il  determinante  ottenuto  da  A  cambiando  m  <Z  n*  elementi  qual- 
siasi ari  8] }  •  •  •  •  arai  sm  rispettivamente  in  a^r^  s,  ,  .  .  .  .  a'rm  sm  •  Mi  propongo  di 
trovare  una  formola  atta  ad  esprimere  la  differenza  A'  --  A  mediante  le  differenze 

rt  Ti  8|  —  rtr|  S]  ,  .  .  .  .  a  rm  Bm  ~"    rtrm  Sm  » 

e  di  generalizzare,  servendomi  di  alcuni  casi  particolari  d'essa,  alcuni  noti  risul- 
tati della  teoria  dei  determinanti.  Indichiamo  in  generale  con  Ar,Bi, r^  sq  il 

determinante  ottenuto  da  A  sopprimendo  le  orizzontali  n™, r,"'  e  le  verti- 
cali »!•"■, «q,  preso  col  segno  ±  (— Ip  +  ^i  ••••"♦"«••i  +  »i  secondochè  le  due  per- 
mutazioni n fqy  Si Sq  sono  (segno  +  )  o  no  (segno  —  )  della  stessa  classe. 

Cominciamo  a  cambiare  in  A  l'elemento  rtr,8i  i"  «'nsi,  e  diciamo  A""»"»  il  nuovo 
determinante  ottenuto.  Si  ha  evidentemente: 

A''>®1_  A  =  Ar,B,(«'riB,---rtr,8,) 
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Cambiando  in  questa  ar^s,  in  «'r^a,  ed  indicando  con  A""*"*'^**»  ciò  che  diventa  A*"»"*» 
si  ha: 

AriBi.r,.,__  A  _  Ar,8,(a'r,»,  -  «r,»,)  +  Ar.8,(a'r,8.  -  ar.e.)  (1) 

"^  ^ri  B|,  r,  8|  (a'r,  s,  —  «rj  a,  )  (a'r^  st  —  «r,  S|  ) 

perchè  si  prenda  per  segno  di  Ar,Bi,  r,8|  il  segno  ±  (—  l)«*i+8i"+'»^+»i  secondochè  le 
due  permutazioni  ri  r%y  st  8%  sono  o  no  della  stessa  classe.  Infatti  nello  sviluppo 
di  A^iBi,  rtBf  il  termine  contenente  come  fattori  a\r,  ed  ar^Bf  si  ottiene  moltipli- 
cando l'elemento  Ori 8,  per  quel  termine  del  suo  complemento  algebrico  Ar,8,  che 
contiene  a'rts,.  Quest'ultimo  termine  si  ottiene,  salvo  il  segno,  moltiplicando  aV^st 

per  il  suo  complemento  algebrico  in  A^*^.  Ora  se  vogliamo  apporre  gli  indici  agli 

elementi  di  à^*  ^  è  chiaro  che  all'elemento  indicato  con  a'r^a^  competono  gli  in- 
dici rj,  Si  se  ri  >>  rj,  si  >-  st  ;  r*  —  1, 8%  se  r»  >  n,  «i  r>  ««;  n,  «*  —  1  se  n  >  rs, 
8%2>  Si;  rj  —  1,  ««  —  1  se  ^«a  >  ri,  »i  >  «1.  Considerando  ora  uno  dei  quattro  casi, 
ad  es.  il  2®,  si  vede  che  il  termine  di  Ari8i,r,8t  contenente  a'r^^  ed  a't^H  è 
(  —  1  )*"'  ■*  "'•"^   ■*  a'r,  s,  a'r,  s,  Ar,  s,,  r,  8, ,  (intendendo  qui  Ar,  8,,  r,  a,  preso  col  segno  +  ), 

od  anche  —  (—  1)*^'  *  *  '•o'ri8iO'ri8,Art8i,r»8i,  e  come  vedesi  in  tal  caso  le  due 
pei-mutazioni  ri  n,  8i  8i  sono  di  classe  contraria.  Ora  l'unico  termine  del  2^  membro 
della  (1)  che  contenga  a'ns]  ed  aV,8«  ha  per  coefficiente  Ar]8i»  ^ta,  il  quale  quindi  de- 
vesi  prendere  coi  segno  —  (—  l)*"*"^*»^**!"^"».  Analogamente  dicasi  degli  altri  tre  casi. 
Consideriamo  ora  le  espressioni: 

(o'ri  8]  —  ''ri  8]  )  ^r|  8i  > (a'rm  am  —  «rm  sm)  ^rm  am  (2) 

e  conveniamo  di  considerare  (o'r,  8]  —  «ri  bi  )(a'r,  si  —  «r»  a»  )  • . . .  Ar,  ai ,  r,  a^ . . .  come 
prodotto  delle  espressioni  (a'r, a,  —  ar, a,  )  Ar, a, ,  («'r, 8|  —  «'r,aj )  Ar, a,, . .. .  intendendo 
sempre  di  attribuire  a  Ar,8|, raBi,...T  per  ciò  che  riguarda  il  valore  ed  il  segno,  il 
significato  già  noto.  Nell'espressione  (aViat — anai)  Ari  ai  diciamo  n  primo  indice 
ed  Sì  secondo.  Supponiamo  vera  la  formola 

A'  -  A  =  Si  -f  Sj  +  ....  +  So  (3) 

nella  quale  Sp  rappresenta  la  somma  dei  prodotti p  &p  delle  espressioni  (2),  estesa 
però  a  quei  soli  prodotti  per  i  quali  i^  primi  indici  di  tutti  i  fattori  sono  differenti 
e  così  pure  i  secondi  (ossia  a  quei  prodotti  che  contengono  delle  a'  appartenenti 
ad  orizzontali  e  verticali  diverse  di  A'). 

Supposto  m  <C  n'  —  1  possiamo  provare  che  la  (3)  è  anche  vera  quando  si  cam- 
biano inA,m4'l<rn'  elementi.  Infatti  cambiamo  in  ambo  i  membri  della  (3)  l'ele- 
mento arin4-,aiiif]  in  a'ruif,  am-^i  e  diciamo  A'  ciò  che  diventa  A*^.  Allora  A  diventa 
^rm-hSm-Hi  Qggj^  ^  ^  (o'ro,f,8,B+,  —  arni+,am+,  )  Ar,„+,am-|-i.  ^  termini  del  2^  mem- 
bro che  cambiano  sono  evidentemente  quelli  della  forma 

Ka,  "A,  —  «%  »A,) i^'np  «Ip  -  «r^pSAp)  ^»^A,  n,  »  •  •  •  •  «"ApB Ap; 


P  *^  '^  »    ^'A, ,  •  •  •  •  r^p  -^  rng-L, ,    8?.j  ,  .  .  .  .  8Xp  -^   8m-\  ,  ì 


rmfjSa-h 


e  in  ognuno  d'essi  il  determinante  A^  ai ri  ai    si  muta  in  A  j"  1  "        ,. .   . , 

ossia 

^'A,   SA,» >*ApS;ip  +  (a'rm+,8m},  "  ffr.„+, 8™+,)  Ar;^^  8;i^, rAp»Ap,»*'n+iS«»-li 

come  il  lettore  può  facilmente  comprendere.  Adunque  la  (8)  si   muta  nella  rela- 
zione analoga  capace  di  determinare  A"  —  A,  quando  A"  si  ottiene  da  A  cambiando 
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in  esso  m  +  1  <C  n'  elementi,  e  poiché  la  (8)  è  stata  provata  per  m  ^  2,  possiamo 

ritenerla  vera  in  generale. 

Un'  interessante  applicazione  che  può  farsi  della  (3)  consiste  nello  sviluppo  di 

un  determinante  mediante  altri  soddisfacenti  a  determinate  condizioni.  Mostrerò 

ciò  esponendo  alcuni  casi  particolari. 

Supponiamo  che  sia  a'n  et  ^  ari  si  "=»  ^rri  si  ;  »  »- 1, 2, m. 

Allora  si  ha  dalla  (3)  :  La  differenza  A'  —  A  tra  un  determinante  A  d'ordine  n 

ed  U  determinante  A'  ottenuto  da  A  aggiungendo  determinate  quantità  XrjSi,  Xr,8a,  * . . 

a  determinati  elementi  di  esso  ar,B|,  ar,8,,  • . . .  è  uguale  alla  somma  dei  prodotti 

1  ad  \y  2  a  2f , , . .  ìx  ad  u  delle  espressioni  xrisi  Ar,  B|  ,  Xr«st  ^rist fatti  colla  legge 

^'h  "h  ^""h  "h  *'*k  *k  ^W  —  ~'^  ^'■h  ^h  ^k  "k  —  ^""h  "h  »  ""k  'k  »  —  ^^^^  ^•'h  *h  »  ^k  *k  »  — 
ha  il  significato  noto,  e  le  ri, ,  rk . . . .  come  pure  le  Sh ,  Sk  « . . . .  sono  tutte  differenti. 

Come  caso  particolare  si  può  supporre  che  le  quantità  x  vengano  aggiunte  a 
tutti  gli  elementi  delle  due  diagonali,  principale  e  secondaria,  di  A,  oppure  ad  una 
sola  di  esse  ;  si  possono  poi  supporre  tutte  le  x  uguali  e  si  hanno  allora  noti  ri- 
sultati del  calcolo  dei  determinanti. 

Supponiamo  ora  a'n  sì  **=  (a?ri  si  4- 1  )  «n  sì  ;  «  =  1,2,...  m. 

Si  deduce  allora  dalla  (3): 

Se  in  un  determinante  A  d'ordine  n  si  moltiplicano  m  <  n'  eletnenti  ar,  8| , . . .  arm  sm 
rispettivamente  per  Xr,  s,  -f  1,  •  • .  •  XrmSm  -i-  1,  «  «i  indica  con  A'  U  nuovo  determi- 
nante ottenuto,  la  differenza  A'  —  A  è  uguale  alla  somma  dei  prodotti  1  ad  1,  2a  2, 

nadn  delle  espressioni  Xn  s,  ar,  s,  Ar,  s,, . . . .  xrm  sm  arm  soi  ^rm  sm  fatti  colla  legge  nota. 

Se  in  particolare  è  arr,  s,  =  iPr,  s,  =  . . . .  =  iPrm  sm  ==»  a;  si  ha  : 

A'  —  A  =  ar  Pi  +  a;»  P»  +  . . . .  -f  ar»  Pn  (4) 

dove  Pr  è  la  somma  dei  prodotti  r  ad  r,  fatti  colla  solita  legge,  delle  espressioni 
ar,  8,  Ar,  s,,  •  • .  •  ami  sm  ^rm  Bm- 

Un  notevole  caso  particolare  della  (4)  si  ha  quando  x»  —  1. 

Allora  è  :  a'r,  s,  -= . . . .  =  a  r,u  sm  =  0  e  la  (4)  permette  di  esprimere  un  deter- 
minante mediante  altri  aventi  alcuni  elementi  nulli. 

Assumendo  per  determinante  A'  un  determinante  nel  quale  gli  elementi  d' in- 
dici n  «1, . . . .  rmSm  siano  nulli,  e  per  determinante  A  quello  ottenuto  da  A'  sosti- 
tuendo ad  essi  gli  elementi  ar,  s,, arm  sm.  si  può  applicare  la  (4)  scambiando  A 

con  A'  e  ponendo  ar  »»  —  1.  Si  ha  quindi  : 

A  ^-.  A'  —  oi  4-  0,  •--....  -h  (-  1)"  o„ 

dove  Or  è  la  somma  dei  prodotti  r  ad  r,  fatti  colla  legge  nota,  delle  espressioni 
—  ar,  8,  A  r,  B, , . . . .  —  arm  sm  A'rn,  sm-  Come  caso  particolare  si  può  supporre  che 
ri  Si ;'„i  Sm  siano  gli  indici  degli  elementi  delle  due  diagonali,  principale  e  se- 
condaria, di  A,  oppure  di  una  sola  di  esse,  ed  allora  si  ha  lo  sviluppo  di  un  de- 
terminante mediante  altri  che  ha  tali  diagonali,  od  una  sola  di  esse,  ad  elomenti 
nulli,  0  come  suol  dirsi  vuote.  (^) 

La  (3)  permette  molti  altri  sviluppi  analoghi  ai  considerati. 

Per  es.  si  può  supporre  che  le  a'  siano  uguali  ad  1,  oppure  a  —  1,  oppure 
alle  —  a;  che  le  a  abbiano  dati  esponenti  e  le  a'  non  siano  che  le  a  con  tali 

esponenti  diminuiti  di  1,  di  2 Il  lettore  potrà  facilmente,  in  questi   ed  altri 

simili  casi,  applicare  la  (8). 


(1)  Cfr.  8u  tale  argoinonio  r^n»/ivi  Algebrica  di  Capelli  e  Garbibbi.  Padova,  1886,  pag.  337. 
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CARATTERI    DI   DIVISIBILITÀ 


{ 


Oggetto  di  questa  piccola  nota  è  di  mettere  in  rilievo  come  possano  stabilirsi 
dei  criteri  di  divisibilità  affatto  generali  per  numeri  primi  di  ciascuna  delle  forme 
10  K  +  9,  10  K  4-  7,  10  K  +  3,  10  K  -+-  1  ;  criteri,  i  quali  bene  spesso,  in  casi  par- 
ticolari, assumono  una  notevole  semplicità. 

Mi  limito,  come  si  vede,  al  sistema  di  numerazione  decimale  ed  al  caso  di 
numeri  primi  maggiori  di  10,  ma  i  risultati  potrebbero,  io  credo,  essere  ancora 
generalizzati. 

1*  Il  sistema  di  equazioni  a  coefficienti  interi 

ax  +  hy=p 
Ax  4-  Bif  ^=^pZj 

dove  |)  è  un  numero  primo,  e  perciò  a  e  6  sono  primi  tra  loro,  sia  soddisfatto  dai 
valori  interi 

Allora,  essendo  a  e  p  primi  tra  loro  e  con  j?,  sarà  «B  —  Ah  divisibile  per  p.  Ma, 
poiché,  qualunque  valore  intero  si  attribuisca  a  9,  i  valori 

X=ra  — 68,       y  =  p  -f  al 

soddisfano  la  prima  equazione,  e  poiché   sostituendo  questi  valori  nella  seconda 

si  ha 

Aa  +  BP  -h  (rtB  —  Ah)  8  =/?<?, 

è  chiaro  che  per  ogni  valore  intero  di  B  è  determinabile  per  z  un  valore  y'»  pure 
intero,  tale  che  la  seconda  equazione  sia  soddisfatta.  Quindi  per  due  valori  interi 
qualunque  a'  e  p'  di  x  ed  y,  che  soddisfano  alla  prima  equazione,  si  può  determi- 
nare un  valore  intero  y'  ài  z^  tale  che  per  x  =  a',  y  «=  6',  «  =  y'  la  seconda  equa- 
zione sia  soddisfatta. 

2.  Supponiamo  ora  che  a  indichi  il  numero  delle  diecine  di  />  e  &  la  cifra  delle 
unità  dello  stesso  p,  che  A  e  B  siano  pure,  rispettivamente,  il  numero  delle  die- 
cine e  la  cifra  delle  unità  di  un  numero  ^^p.  Le  due  equazioni  precedenti,  se 
N  =  hp,  sono  soddisfatte  dal  sistema  di  valori 

jp  =  10,    y  =  l,     z  ^=*h        {h  numero  intero) 

quindi:  se  per  x  =  a,  y  =  P  («eP  interi  ed  a  ^  10)  ai  ha  a%  -f-  h'^^=pi  si  ha  pure 
Aa  -f  B^  =  h'p  (h'  numero  intero).  E  reciprocamente:  se  10  a  -f  Z>  =  «a  -j  b^=sp 
e  se  Aa  -I-  Bp  =  ;ì>,  è  10  A  4-  B  =«  N  =  hp. 

Di  qui  il  criterio  di  divisibilità  per  jp:  determinati  i  due  numeri  a  e  P,  «Z  numero 
N  =  10  A  4-  B  è  divisibile  per  p,  se  tale  è  il  numero  Aa  4-  Bp. 

Affinchè  il  criterio  sia  praticamente  vantaggioso,  i  due  numeri  a  e  p  dovranno 

esser  tali  che  risulti: 

10  A  4-  B  >  Aa  4-  Bp. 

Se,  peraltro,  il  valore  di  a  si  scelga  tra  1  ed  8  inclusivi,  il  che  si  può  sempre, 
e  quindi  si  abbia,  per  p,  la  limitazione: 

-r-4-l^P^  -r-  +  l, 
0  -^  b 
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la  precedente  disuguaglianza  ci  permetterà  di  prestabilire  quanti  mìdtipli  di  p  oc- 
corre tenere  a  mente  per  poter  applicare  la  regola.  Infatti,  perchè  quella  disugua- 
glianza sia  soddisfatta,  basta  che  sia  in  generale: 

10  —  a 

3.  I  numeri  primi  maggiori  di  10  possono  aver  per  cifra  delle  unità  o  9.  o  7, 
o  3  od  1  ;  quindi,  avuto  riguardo  alle  identità 

lOa  +  9=  a4-9(  a.+  1) 
10rt+  7  =  3fl4-7{  a  +  1) 
lOa  f  3=  a-f  3(3a4  1) 
10  a  4-  1=    rt-h  l(9a  +  l) 

si  può  assumere,  pei  numeri  della  prima  specie,  assi,  [josa  +  l;  per  quelli  della 
seconda,  a  =»  3,  p  ==  a  -f  1  ;  per  quelli  della  t«rza,  a  =  l,  p  =  3rt-|-l;  per  quelli 
della  quarta,  a  =  l,  6  =  9a4  1.  Perciò  si  ha  per  es.:  N  =  10A4-B  ^  divisibile 
pei'  un  numero  primo,  della  forma  10  a  -|-  9,  se  A  4-  («  4-  1)  B  ^  divisibile  pel  nu- 
mero primo. 

E  per  ciascuna  delle  altre  tre  specie  di  numeri  si  ha  una  regola  analoga,  che 
non  istiamo  ad  enunciare  per  amore  di  brevità. 

Se  il  modulo  è  della  forma  10  a  -{-9,  la  regola  di  divisibilità  sarà  utile  se  si  ha: 

A>a 

quindi  per  ogni  numero  maggiore  di  p. 

Se  il  modulo  è  della  forma  10  a  4-  7,  ci  sarà  vantaggio,  applicando  la  regola 
a  qualunque  numero  maggiore  del  modulo  stesso. 

Se  il  modulo  è  della  forma  10  a  4-  3,  la  regola  sarà  vantaggiosa  solo  pei  nu- 
meri N  tali  che  sia  A>3a;  ed  infine  se  il  modulo  è  della  forma  10  a  4-  1,  il 
vantaggio  comincia  coi  numeri  pei  quali  A^9a. 

4.  Esempi.  —  Un  numero  è  divisibile  per  19,  se  è  tale  la  somma  del  numero  delle 
diecine  e  del  doppio  della  cifra  delle  unità  del  numero.  Non  occorre  conoscere  mul- 
tipli di  19. 

Così,  il  numero  285  è  un  multiplo  di  19,  perchè:  28  4-  2.5  «  38,  3  -f  2.8  —  19. 
Il  numero  478  non  è  multiplo  di  19  perchè:  47  4-  2.8  =  63,  6  4-  2.3  =  12. 

Non  è  più  complicata  la  regola  di  divisibilità  per  29. 

Per  23  abbiamo:  un  numero  è  divisibile  per  23,  se  U  numero  delle  diecine  del 
numero  aumentato  di  sette  volte  la  cifra  delle  unità  è  divisibile  per  23.  Si  richiede 
di  conoscere  i  multipli  46  e  69. 

Così,  2967  è  multiplo  di  23,  perchè:  296  4  7.7  =  345  e  34  4-  7.5  =  69.  Anche 
2714  è  un  multiplo  di  23;  271  4-  28  =  299,  29  4-  63  =  92,  9  4-  14  =  23  ed  infine 
il  numero  1426  è  pure  multiplo  di  23  perchè  142  4-  42  «  184,  18  4-  28  =  46. 

Pel  numero  13  si  avrebbe  la  regola  che  si  trova  nel  Libro  di  Aritmetica  e  di 
Algebra  eleni,  del  Prof.  Gazzaniga. 

Per  17  si  ha:  un  numero  è  divisibile  per  17,  se  è  tale  la  somma  del  triplo  del 
numero  delle  diecine  e  del  doppio  della  cifra  delle  unità  del  numero.  Non  occorre 
conoscere  alcun  multiplo  di  17. 

Così:  595  è  multiplo  di  17,  perchè  3.59  4-  2.5  =  187,  3.18  +  2.7  =  68,  3.6  4- 
2.8  =-  34,  3.3  4-  2.4  =  17. 

Por  i  numeri  della  forma  10  K  4- 1,  risultano  regole  troppo  complesse,  in  ge- 
nerale», perchè  possano  essere  utili  in  pratica. 

Un  numero  è  dirisibile  per  11,  se  tale  è  la  somma  del  numero  delle  sue  diecine 
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e  del  decuplo  della  cifra  delle  stia  unità.  Occorre  conoscere  i  multipli  di  11  fino 
al  99.  Esempio:  sia  3784  il  numero;  abbiamo  378  +  40  =  418,  41  +  80  =  121, 
12  -h  10  =  22. 

Un  numero  è  dioisibile  per  31y  se  tale  è  la  somma  del  numero  delle  sue  diecine 
e  di  28  volte  la  cifra  delle  sue  unità.  Occorre  conoscere  i  multipli  di  31  fino  al  279. 
Sia  il  numero  2604;  abbiamo  260  +  28.4  «372,  37  +  28.2  =  93  =  3.31,  dunque  il 
numero  2604  è  multiplo  di  31. 

Osserviamo  come  i  multipli  che  si  dovrebbero  ritenere  a  memoria  soddisfino 
alla  condizione  10  A  +  B  =  Aa  -}-  Bp  e  come,  perciò,  sia  facilissimo  riconoscerli. 
Infine  è  bene  tener  presente  che  le  nostre  regole  di  divisibilità  permettono  soltanto 
di  riconoscere  se  un  dato  numero  sia  divisibile  per  un  altro,  e  non  di  determinare 
il  resto  della  divisione  del  primo  pel  secondo. 

F.  Mari  ANTONI. 


•>*«« 


SULLE  RELAZIONI 

che  Intercedono  tra  i  mnltirapporti  di  dne  n-nple  di  elementi 
di  una  forma  geometrica  di  prima  specie 


!•  Dati,  in  un  certo  ordine,  2n  elementi  d'una  forma  di  prima  specie,  ripartiti 
in  due  n-uple  ai  Of  . . .  ao ,  hib% . .  .hut  chiamiamo  nndtirapporto  di  quegli  elementi 
considerati  in  quell'ordine,  o  mtdtirapporto  delle  due  n-uple  di  elementi^  il  prodotto 
di  rapporti  semplici  (^) 

(1)  R  s=  (ai  ««  bi)  (aa  as  b%) , . .  {On-i  a^  6n-i)  («n  ai  è„) 
che  rappresenteremo  col  simbolo 

(2)  (ai  ttì . . .  ani  bi  t  bi  f . . .  bn)- 

Ci  proponiamo  di  sviluppare,  in  questa  nota,  alcune  considerazioni  aventi  rap.- 
porto  colle  relazioni  che  intercedono  tra  1  mnltirapporti,  che  si  hanno  al  variare 
dell'ordine  con  cui  si  prendono  gli  elementi  dati,  e  di  dedurre  anche  alcune  di 
queste  relazioni,  notevoli  almeno  per  la  loro  forma. 

2.  Volendo  ottenere  una  espressione  di  R  mediante  doppi  rapporti,  la  quale 
riuscirà  più  comoda  della  (1),  moltiplichiamo  e  dividiamo  il  secondo  membro  di 
questa  per  (ai  anbu-i)i  avremo 

R  =  (ai  aj . . .  On-i ,  bi  02 . . .  ba-i  )  (ai  aa  &n-i  W 

talché  si  avrà  il  seguente  sistema  di  relazioni: 

(ai  aa...as,  bi  b%  ...  6,)  =  (ai  aa  ...  a.-i,  òi  62  ...  6«-i)(ai  ai bg-t  69),(««=n,  n — 1, ...  4,3) 

dalle  quali,  moltiplicandole  membro  a  membro,  ricaveremo 

(3)  R  =  (ai  aa  h  b%)  (ai  azb^bz) ...  (ai  a^  b^-i  6,,), 


(1)  Questa  deflnizJono  dì  mullirapporto  mi  fu  gentilmente  suggerita  dal  cb.  Prof.  Del  Re.  Delle 
definizioni  alquanto  direrse  sono  state  date  dal  Bellavitis  (EUm.  di  Gfom.  Trigonom.  ecc.  Pa- 
dova, 1862,  p.  158)  e  dalBattaglini  {Giornale  di  Maléin.,  voi.  I,  p.  2  e  seg.)  Anche  in  Baltzer  (Anal.  G.) 
si  trova  un  cenno  sui  multirapporti,  ma  non  conosco  lavori  aventi  relazione  eolle  considerazioni 
che  svolgo  in  questa  nota. 
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Qaesia  relazione  ci  dice  intanto  che  lo  operazioni  della  geometria  proiettiva  non 
alterano  il  valore  dei  mnltirapporti,  e  che  perciò,  senza  nuocere  alla  generalità  dei 
ragionamenti,  possono  considerarsi  elementi  di  una  qualunque  delle  forme  di  prima 
specie. 

Inoltre  si  può  dire  che,  qualunque  sistema  di  riferimento  si  sia  fissato  nella 
forma  che  si  considera,  se  x^  ed  y»  sono  rispettivamente  le  coordinate  di  a,  e  di  b, 
(«=^1,2,...  n),  si  ha  sempre: 

,g*\  i>  _  ^'  —  yi      ^*  —  y<  Xn  —  ya 

Xi  —  y\      xz  —  y^  xi  —  ya 

3.  11  multirapporto  R  è  suscettibile  di  una  espressione  mediante  multirapporti 
contenenti  ciascuno  un  numero  di  elementi  minore  di  2n.  Ciò  risulta  manifesto 
dalla  espressione,  che  ora  daremo,  di  R  mediante  multirapporti  contenenti  ciascuno 
due  elementi  di  meno  di  quelli  che  figurano  in  R. 

Premettiamo  la  relazione  seguente  che  lega  n  elementi  ai ,  a« ,  . . .  an  di  una 
forma  di  prima  specie: 

(ai  aa-i  a»)  (as  a„  ai)  (as  ai  oi) . . .  (an  an-»  aa-i  )  =  (—  1)", 

la  quale  può  scriversi 

1  =  (—  1)"  (an-i  ai  an)  (ao  (h  ai)  (ai  a»at) ...  (a^.a  «n  «n-i  ). 
Ora  dalla  (1)  si  ha 
R»-«  =  [[ai  at  bi)  (a%  azbi) . . .  (an-i ao-i 611-2  )]  [((h  as  b^)  (a»  ai  6j) . . .  (an-i  an  W]  •  •  • 

[(an  ai  60)  (ai  Os  6i) . . .  (an-s  an-a  ftn-s  )] 
la  quale  moltiplicata  per  la  precedente  dà: 

Rn-2==(_  i)n  n  (qj^  a.+i..  .a.+n_a,  ò.  6.+i...6.+n-8rti+B-i)  (n>2). 

■=1 

In  questa  relazione,  agli  indici  maggiori  di  n  si  intende  che  vadano  sostituiti  i 
residui  della  loro  divisione  per  n;  questa  avvertenza  sarà  tenuta  presente  anche 
per  le  formule  che  seguiranno. 

Supponendo,  per  es.,  n  ■»  3,  questa  formula  ci  dà 

(ai  a«  as  bib%h)  '^  (ai  a^  òi  as)  (a*  as  b%  ai)  (as  ai  bt  a%) 

espressione  diversa  da  quella  che  si  avrebbe  dalla  (3). 

4.  Esaminiamo  ora  quanti  dei  multirapporti  che  corrispondono  alle  permuta- 
zioni degli  elementi  ai ,  at, . . .  ao,  òi,  6s, . . .  ^n»  possono  essere  tra  loro  distinti  ossia 
non  risultanti  dal  prodotto  degli  stessi  rapporti  semplici.  Perciò  osserviamo: 

P.  Due  multirapporti  i  quali  si  deducono  da  (2)  mantenendo  fisso  un  ele- 
mento non  possono  essere  uguali:  ciò  risulta  evidente  dalla  (3'). 

2^.  Se  si  permutano  circolarmente  gli  indici  1,  2, ...  n,  i  rapporti  semplici 
di  (1)  si  permutano  anch^essi  circolarmente  e  quindi  si  avrà: 

(a.  a,+i . . .  a,+u_i,  6.  b»+i, . . .  èi-j-ni  1)  =  R         («  =  1,  2,  . . .  n) 

e  perciò  si  avranno  anche  altre  n  —  1  relazioni  come  la  (3). 
3^  Dalla  (3)  e  da  queste  altre  relazioni,  si  dedurrà 

(6.fii_i  6.+11-2 . . .  6«  ,  a.+n.i  a«-|-n-2 . . .  a,  )  =^  R        (*  ==  1, 2, . . .  ti). 

Raccogliendo  questi  risultati  si  ha:  fra  tutti  i  multirapporti  di  2n  elementi  ve  ne 
sono  sempre  |  2n  —  1  fra  loro  distinti  e  solo  tanti  in  generale. 

Considereremo  il  sistema  di  multirapporti  distinti  i  quali  hanno  per  primo  ele- 
mento ai. 
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5.  Nel  nostro  sistema  di  multirapporti  distinti,  quanti  multirapporti  vi  saranno 
tra  loro  indipendenti?  La  (3)  fornisce  subito  la  risposta  a  questa  domanda.  Infatti 
tutti  i  doppi  rapporti  che  possono  formarsi  cogli  elementi  ai ,  aa  , . . .  an ,  6i ,  ^ , . . .  òn, 
quando  si  assumono  tre  di  questi  elementi  come  elementi  di  riferimento,  si  ridu- 
cono facilmente  a  dipendere  da  2n  —  3  soltanto  di  essi,  cioè  da  quelli  formati,  coi 
tre  elementi  fondamentali,  da  ciascuno  dei  2n  —  3  elementi  rimanenti.  Così,  pos- 
siamo ottenere  le  espressioni  di  tutti  i  multirapporti  del  sistema  mediante  i  sud- 
detti 2n  —  3  doppi  rapporti  i  quali,  evidentemente,  saranno  tutti  indipendenti  tra 
loro.  Eliminando  questi  2n — 3  doppi  rapporti  fra  le  |2n  espressioni  si  otterranno 
quindi  |2n — 3  relazioni  distinte  tra  ì  multirapporti  del  sistema,  le  quali  permetteranno, 
in  generale,  di  esprimerli  tutti  in  funzione  di  2n — 3  soltanto.  Così  per  es.:  se  n  =  2, 
ossia  se  si  tratta  di  doppi  rapporti,  si  possono  avere  Tespressioni  di  tutti  per  mezzo 
di  uno  soltanto,  come  è  noto  ;  mentre  per  n  =  3  (tripli-rapporti)  si  possono  esprimere 
tutti  i  tripli  rapporti  in  funzione  di  tre  di  essi  tra  loro  indipendenti. 

Queste  considerazioni  indicano  anche  in  qual  modo  potrebbe  procedersi  alla  ri- 
cerca delle  relazioni  che  legano  i  multirapporti  del  sistema  che  consideriamo.  Si 
avranno  immediatamente  le  espressioni  di  tutti  i  multirapporti  mediante  2n  —  3 
quantità  soltanto,  valendosi  della  (3')  e  delle  espressioni  analoghe  che  se  ne  de- 
ducono per  gli  altri  multirapporti.  Infatti,  se,  per  es.,  assumiamo  come  elementi 
fondamentali,  nella  forma,  ai ,  »« ,  as ,  basterà  porre  nelle  espressioni  ora  dette 
jpi  =  00  ,  xa  =  0 ,  ìFs  "»  1  per  avere  le  espressioni  cercate. 

Del  resto  si  potrebbe  valersi  anche,  per  lo  scopo  a  cui  alludo,  delle  espressioni 
che,  pei  multirapporti  del  sistema,  fornisce  la  (3)  e  della  nota  relazione  che  lega 
cinque  elementi  a,  2),^,  g,  r  di  una  forma  di  prima  specie,  cioè: 

{abp  q)  {ab  qr)  {ab  r  p)  «=  1. 

6.  Indipendentemente  da  quanto  abbiamo  ora  detto  si  giunge  assai  facilmente 
a  ricavare  alcune  relazioni  notevoli  tra  i  nostri  multirapporti  distinti. 

1°.  Abbiamo  immediatamente  dalla  (1)  per  le  proprietà  dei  rapporti  semplici. 

(ai  as  . . .  an,  b\b%  . . ,  hn)  (ai  a^  •  »  >  a^^y  6n  &n-i  •  •  •  b\)  =  1. 

Quindi  nel  sistema  di  multirapporti  distintiy  di  ogni  mtdtirapporto  ce  n'  è  uno 
inversOf  ed  in  generale  uno  soltanto. 
2^.  Si  ha  ancora: 


«=11 


n  (ai  a-2  . . .  ttai  b„  6,+i . . .  6g^n-i)  =  1 
•=i 

da  cui  si  deduce  che  è  uguale  all'unità  il  prodotto  di  tutti  i  nndtirapporti  i  quali 
differiscono  soltanto  per  l'ordine  degli  elementi  di  una  delle  due  n-uple. 

Le  due  relazioni  ora  enunciate  possono  esser  riguardate  entrambe  come  la  ge- 
neralizzazione della  relazione  (ai  aj  bi  b^)  (ai  aa  6»  bi)  «=*1  che  lega  due  doppi  rap- 
porti inversi. 

3^.  Chiamiamo  R'  il  multirapporto  in  cui  si  muta  R  quando  si  scambia  ar+i 
con  br'f  in  virtù  della  (3)  si  avrà  (n.  4,  2*^): 

(4)  R  -|-  R'  =  (ai  aa  . . .  ar  ae^2 . . .  aa  ,  6i  63  . . .  ^r-l  ^r-n  •  •  •  bn) 

ossia:  la  somma  di  due  multirapporti^  i  quali  differiscono  soltanto  per  lo  scambio  delVr^^ 
elemento  della  seconda  n-upla  coIV{t  -\~  l)"'  della  prima,  è  ugtude  al  multi-rapporto 
di  2n  —  2  elementi,  che  si  ha  da  uno  di  essi  cancellandovi  i  due  elementi  suddetti. 
La  (4)  può  anche  riguardarsi  come  una  espressione,  contenente  due  elementi  arbi- 
trari di  un  multirapporto  dato. 
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4^  Se  nella  (4)  facciamo  gli  scambi  pei  quali  il  secondo  membro  si  inverte  e 

se  indichiamo  con  Ri  ed  R/  i  multirapporti  nei  qaali  si  cangiano  rispettivamente 

R  ed  R',  avremo: 

(R-f  R')(Ri  +R',)«1 

relazione  che  non  ha  riscontro  nel  caso  dei  doppi  rapporti. 

Se  invece  nella  (4)  stessa  permutiamo  circolarmente  gli  elementi  6i,  òs, 6r-i 

hr-j-i'.-bn  e  se  chiamiamo  Ri  ed  R'i,  Ra  ed  R^,...Rn-i  ed  R'n-i  i  multirapporti  nei 
quali  si  mutano  R  ed  R'  in  corrispondenza  alle  successive  permutazioni,  avremo: 

(R  4-  R')  (Ri  +  R'i)  •  •  •  •  (Rn-i  -r  R'n-l  )  *=  1 
la  quale  è  di  grado  n"**  (come  del  reato  lo  era  la  seconda  di  questo  numero). 

5^  Se  sul  secondo  membro  della  (4)  si  ripetono  scambi  analoghi  a  quello  fatto 
in  R  per  dedurre  R',  si  giunge  facilmente  ad  una  relazione  analoga  alla  (4)  stessa 
fra  lina  somma  di  2*  (s  <C  n —  1)  miUtirapporti  del  sistema  ed  un  certo  multirap- 
porto  di  2(n  —  s)  elementi. 

In  particolare,  considerando  il  multirapporto  R  e  gli  altri  che  se  ne  deducono 
scambiando  successivamente,  fi»  con  fti,  as  con  6i,  . . .  fin-i  con  ftn-2  e  poi  facendo 
simultaneamente  questi  scambi  a  due  a  due,  a  tre  a  tre,  ...  ad  n  —  2  ad  n  —  2. 
ed  indicando  con  Ri ,  Rs  . . .  R.^ij^.  i  multirapporti  che  così  si  ottengono  da  R,  si  ha 

tra  essi  ed  R  la  relazione  importante: 

(5)  R  +  Ri  f  Rs  4- 4-  R^^«j  =  (ai  «n bn-iK) 

la  quale  può  riguardarsi  come  una  espressione,  contenente  2(n  —  2)  elementi  arbi- 
trari, del  doppio  rapporto  («i  an^^n-i  ^n)'  scambiando  nelle  (5)  «n  con  6n_i  ed  in- 
dicando con  R',  R', . . . .  R'o— 1  ^  multirapporti  nei  quali  si  mutano  rispettivamente 
R,  Ri , . . .  Rj,22.*i»  ^*  ^** 

R  -f"  Ri  "h  •  •  •  •  ~i"  R.>!!l*i   4~  R'  "1"  R'i   "h  ....  -*-  R-n!!;?!  ™"  ^ 

e  se  invece  si  indicano  con  R',  R'i , . . .  i  multirapporti  nei  quali  si  mutano  R,  Ri , . . . 
rispettivamente,  per  lo  scambio  di  bn~\  con  bn  si  ha 

[R  -f  Ri  4- . . . .  -+-  R^ni'i]  [R'  +  R'i  4- ....  +  R'2-»,]  =  L 

Ecco,  dunque,  estese  ai  multirapporti  le  relazioni  che  intercedono  tra  i  doppi  rap- 
porti di  quattro  dati  elementi. 

6°.  Per  accennare  ad  altro  forme  di  relazioni  intercedenti  tra  i  nostri  multirap- 
porti, osserviamo  che  il  primo  membro  della  (5)  non  varierà  di  valore  permutando 
gli  elementi  r/i,  «3 , . . .  n„_i  6i ,  6^ , . . .  6„_2  e  che  perciò  facendo  queste  permutazioni 

si  avrà  un  gruppo  di  — ^ —     [  '  '  .^    somme  come  la  [h)  uguali  fra  loro.  Ag- 

Là 

giungiamo  che  per  la  prima  relaziono  del  n.  2,  detto  R'  il  multirapporto  che  dif- 
ferisce da  R  per  lo  scambio  di  «„  con  6n,  si  ha 

(•V)  TT7  =---  —  (ffl  6n-l  «n  in) 

donde  segue  che  si  hanno  relazioni  delle  forme  seguenti: 

R         Ri  K„ 


1" 


K         Ri       ••"        li' 


R   ^  R'i  ~       ^ 

3«  iT^  ^  ^        *^^^''  ^**^'- 

dove  Hi ,  K'i  ecc.  indicano  multirapporti,  0  -  indica  una  somma  analoga  a  (.>). 
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7«  Limitiamo  ai  pochi  accennati,  gli  esempi  di  relazioni  tra  i  multirapporti  del 
nostro  sistema.  Aggiungiamo  peraltro  che  le  (5)  e  (5')  sono  due  relazioni  le  quali 
permettono  di  fare,  quando  si  voglia,  senza  difficoltà  la  eliminazione  accennata 
al  n.  5. 

8.  Senza  entrare  nella  discussione  dei  casi  particolari  che  possono  presentarsi 
trattandosi  di  multirapporti,  pure  diremo  che  quando  Tn™®  elemento  d'un  multi- 
rapporto  è  all'oo  ,  il  multìrapporto  si  riduce  in  fondo  al  prodotto  di  n —  1  rapporti 
semplici  non  contenenti  quell'elemento  all'oo ,  per  accennare  alla  convenienza  che 
si  avrebbe,  quando  si  volesse,  definendo  quel  prodotto  come  un  multirapporto  dei 
2n  —  1  elementi  al  finito.  Se  poniamo  la  definizione 

(fli  aa  . . .  a,„  b\  hi . . .  ^n-i  )  =  ((fi  «s  bi)  (ai  a^  bt) . . .  (a„_i  rtn  ftn-i  ) 

possiamo  facilmente  dedurre,  essendo  R  il  solito  multìrapporto  (1), 

R  =  <  n  (a,  a,-|-i  ....  aaf„_i,  h  &»+i  ....  t.^-n-a)/»»-!  • 

F.  Mabiantoni. 


SULLA  RISOLUZIONE  DELLE  EQUAZIONI  NUMERICHE 

di  terzo  e  di  quarto  grado 


(Continuazione  v.  fase.  Ili,  p.  104). 

II.  Equazione  biquadratica.  —  Consideriamo  ora  una  equazione  biquadratica 
completa  e  nella  sua  forma  più  semplice: 

(9)  f  (x)  «  a?*  4-  mx^  -f  na?'  +  ^ar  +  gr  =  0. 

Distingueremo  qui  tre  casi,  secondo  che  le  quattro  radici  saranno  tutte  reali, 
o  lo  saranno  due  sole  o  nessuna. 

Caso  1*^.  —  Supponiamo  che  le  radici  della  (9)  siano  tutte  reali;  indichiamole 
con  a,  a',  y  ©  y'-  P^r  le  proprietà  delle  funzioni  simmetriche  delle  radici  si  ottiene 
il  seguente  sistema: 

(a  ^  a')  -h  (Y  +  Y) m, 

.jQj  ,  V"   .    ")(r +Y')+aa'+n'=«, 


r(a  -f  a' 

)  (a  +  a 

I  aa  (r  +  y')  4-  (a  4-  a')  yy' 


in  cui  a,  a',  Y  ^  Y'  sono   quantità   incognite.   Poniamo  a4-a'==X,  y-|-  y'  =  Y, 
aa'=Z,  yt'=Tj  allora     il  sistema  diventa 


r  X  4-  Y  =  ~  m, 

j  XY  -f  Z  +  T  =  M, 


OD  .  ...    .   XT 


j  YZ  +  X 

l  ZT  =  q. 
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Balla  prima,  dalla  terza  e  dalla  quarta  di  queste  equazioni  otteniamo: 

(12)        X=--(m-fY),  (13)     Y«*-^^^,  (14)     T  =  |; 

sostituendo  nella  seconda  e  riducendo  si  arriva  alla  seguente  equazione  In  Z: 
(15)     Z«-nZ5+  (mp-q)Z^^  {2ng-/>«-m»5)Z*-f  (f«jo7  —  g«)Z«—ng*Z  +  <?»-=  0. 

Cosicché  ricavando  dalla  (15)  con  uno  qualunque  dei  metodi  di  approssimazione 
una  radice  reale,  (e  ne  devono  esistere  due  per  la  posizione:  aa'=Z),  con  sem- 
plici sostituzioni  si  hanno  i  valori  di  X,  di  Y  e  di  T  dalle  (12),  (13)  e  (14). 

Dopo  ciò  formiamo  i  sistemi  seguenti: 

i.a  +  a'  =  X,  fr^f'-=Y, 

\oa'=Z;  Ìty'=T; 

risolvendo  rispetto  ad  a,  a',  y  e  y'  si  ottengono  le  seguenti  formerò  risolutive: 


(16) 


|«  =  i  (X±|/X'-4Z)  ,  a'=l(xq:  j/x'-4z), 

jr  =  -|(Y±|/Y»-4T),  Y'  =  -|(Yq:yY«-4Tj. 


Osservazione.  —  Ciascuna  di  queste  formole  risolutive  dà  apparentemente  due 
valori  per  ciascuna  radice,  valori  uguali  e  contr  ari  ;  ma  si  vede  suhito  che.  ad 
esempio,  il  primo  valore  di  a  è  il  secondo  di  a',  che  il  secondo  di  y  è  il  primo 
di  y';  cioè  3Ì  h&  ^^  30^0  sistema  di  valori,  come  del  resto  deve  essere. 

Esempio.  —  Si  debba  risolvere  l'equazione  biquadratica: 

f{x)^x*-^  Sx»— 7x«  — 29a:  +  80  =  0; 

avendosi:  w  =  5,  n  ^=  —  7,  p  —  —  29,  5r=»80;  dalla  (15),  sostituendo,  si  ottiene 
l'equazione  : 

Z6  4-  7  Z'^  —  175  Z*  —  2011  Z»  —  5250  Z«  +  6300  Z.-f  27000  =  0. 

Applicando  il  noto  procedimento  si  ha  : 

1  7      _175      —2011       —5250         6300  27000 

per  a;  =  —  1  ;  —  1  —  6  181  1830  8420         —  9720 

f(-l). 

f  (-  2), 
f  (-  3), 


6 

181 

1880 

3420 

9720 

17280 

per  x^  —  2; 

2 

10 

870 

8482 

3536 

19672 

5 

185 

1741 

1768 

9886 

7328 

per  a?  =  —  8  ; 

8 

12 

561 

4850 

2700 

27000 

4 

187 

1450 

900 

9000 

0 

per  x^='  —  4; 

4 

12 

748 

5052 

792 

28368 

8 

187 

1268 

198 

7092 

1868 

per  X  =  —  b; 

5 

10 

925 

5480 

900 

27000 

2      —185       —1086  180  5400  0         =  f  (— 5). 

È  dunque  Zi  =  —  3,  Zi  =  —  5.  Dalle  (12),  (13)  e  (14)  ai  hanno  subito  i  va- 
lori seguenti:  Xi  =  —  2,  Yi  =  —  8,  Ti  ==  —  10,  ed  anche  X«  ==  —  4,  Yg  =  —  1, 
Ta  =  — 6;  e  quindi  per  le  formole  (16)  si  ottengono  i  due  sistemi  di  valori: 

ra  =  l,a'«-8,Y  =  2,Y'--5,        ^J  a  ==  -  3,  a' =  1,  y^ 5,y'==2, 

\a:^l,a'  =  -5,Y  =  2,Y' 3,        ^  \  a  =  _  5,  a' «=  1,  y  -  -  3,  y' =  2, 

evidentemente  uguali. 
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Caso  2^.  —  Supponiamo  ora  che  dne  radici  siano  reali  e  due  complesse  co- 
niugate; siano  le  prime  a  e  a',  le  altre  y  +  W  e  y  —  ^«-  Iii  tale  caso  il  sistema  (10) 
diventa  : 

Ia  +  a'  -f  2  Y  =  —  w, 
aa'  +  2Y(«+«')  +  (Y'  +  8')«n, 
2aa'Y4-(a+a')(Y'+  «')«=— />, 
aa'  (y*  +  8')  =  q- 

Ricavando  (a+aO  dalla  prima,  aa'  dalla  terza  e  (y'+2')  dalla  seconda  equazione 
di  questo  sistema,  sostituendo  nella  quarta  e  riducendo,  si  ha 

(18)     64  Y*  +  96m  y'  +  16  (3m«  +  2n)  y*  +  8m  (m»  +  4n)  y'  +  4  (2m»  «  +  n*  + 
-\-  mp  —  4^)  Y  '  4-  2w  (mp  +  w'  —  4<?)  Y  4-  (tnnp  — p*  —  m*  q)  =  0, 

che  corrisponde  alla  (15).  Inoltre  dal  sistema  (17)  si  ricavano  le  formolo  che  danno 
8,  a  e  a',  conosciuto  che  sia  un  valore  di  y  per  la  (18).  Tali  formole  sono: 


(19)  8^±V"-  -  T'    "^"^^^--r' 

m 


n  =  ± -d  llL±J!!^jL 
1  4r  -t 


(20) 


(21) 


a  =  -^(2r  +  »0Tj/(2r4-».)'-4g3^.^^^y;'^^^J. 
a>^-^(2r  +  ..)±|/(2r  +  »»'-4g3^.^/j^:;',^^^.J- 


Osservazioni.  —  1".  Anche  per  questo  caso  vale  Tosservazione  fatta  precedente- 
mente circa  l'unicità  dei  valori  di  a  e  di  a'. 

2*.  Se  risulta  d  =  0,  vuol  dire  che  si  hanno  due  radici  reali  uguali  invece  delle 
due  complesse  coniugate. 

Esempio.  —  Consideriamo  l'equazione  : 

f{x)  ^x^—  15  ;r*  4-  72  X»  —  72iP  —  160  :=  0  ; 

dalla  (18),  tenendo  conto  che  si  ha  w  ==  —  15,  n"=72,  />-=  —  72,  q  =  — 160, 
si  ricava 

8  Y*  —  180  Y*^  -f  1638  y*  —  7695  y*  +  19652  y"  —  25890  y  4-  13572  =  0; 

ed  applicando  il  solito  procedimento  si  trova  per  y  ==  6 

8        —180  1638        —7695  19652        —25890  13572 

48        —792  5076        —15714  23628        —13572 

—  132  846        —2619  3988  —2262  0,' 

e  quindi  è:  y  =^  6.  Dalle  (19),  (20)  e  (21)  sostituendo  ed  eseguendo,  si  ha 

8«±2        ,         a^  — 1         ,         a' «4; 

quindi  le  radici  cercate  sono:  —  1, 4,  6  +  2t  e  6  —  2i. 

Nota.  —  Invece  di  trovare  una  relazione  in  y»  come  la  (18),  dal  sistema  (17) 
si  possono  ricavare  i  valori  di  a  e  di  a',  e  poi  quelli  di  y  ^  di  8.  Se  poniamo 
a  +  a'  =  X  e  aa'  =  Y,  eliminando  2  y  =  —  w»  —  X  per  la  prima  e  (y*  -|-  è*)  dalla 
seconda,  dalla  terza  e  dalla  quarta  del  sistema  (17),  si  ha  la  relazione: 

(22)         X«  -f  3m  X»  +  (3tH«  -+-  2n)  X*  4-  m  (m«  -  4«  X»)  +  &m*  n  +  tw/)  + 
-f  n'  —  4y)  X'  4-  m  (mp  +  n'  —  4^)  X  -|-  (mnj)  — p^  —  wr'  q)  =0. 
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Determinata  una  radice  reale  della  (22)  con  quell'approssimazione  che  si  vuole,  si 
ha  in  corrispondenza  un  valore  Y  per  mezzo  della  relazione: 

(23)  Y  =  51±il^±iLl±£  ; 

e  perciò  dalle  posizioni  a  +  «'  =  X,  a  a'  =  Y,  risolvendo  rispetto  ad  a  e  a',  si 
hanno  le  due  formolo  risolutive: 


(24) 


a  =  i-(X±v'X«  — 4Y), 


(25)  a'=i-(XqiVX«-4Y), 

per  le  quali  vale  l'osservazione  precedente  circa  la  unicità  dei  valori  di  a  e  di  a'. 
Inoltre  dal  sistema  (17)  si  ricava  facilment-o 

(26)  Y=-^(»»+X), 


(27)  *      --^       <'"-^^»' 


--ii- 


4 

Così  le  quattro  radici  della  (9)  sono  completamente  determinate  anche  in  que- 
sto caso. 

Esempi,  —  P.  Se  consideriamo  Fequazione  precedente 

f(x)  =  a?*—  15x*-f  72x«—  12x  —  160  =  0, 

dalla  (22)  si  ha: 

X«—  45X*+  819X*—  7695X»  -f  39304X»—  103560X  +  108576  «  0; 

ed  avendo  per  X  =  3 

1        --45         819      —7695  39304      —103560  108576 

3     —126  2079      —16848  67368      —108576. 

—  42  693      —5616  22456      —    36192  o' 

si  ha:  X=»3;  e  quindi  dalla  (23):  Y  =  — 4;  perciò  dalle  (24)   e   (25)   a«  — 1 
e  a' =4.  Inoltre  le  (26)  e  (27)  danno  y  =  6  e  8  — ±2;  quindi  le  quattro  radici 
sono  —  1, 4,  6  4-  2j  e  6  —  2i,  come  nel  primo  caso. 
2^.  Consideriamo  l'equazione 

f{x)  ==  4tx*—  llx*  +  7  j;  —  6  =  0; 

riducendola  alla  forma  piii  semplice  diventa 

,       11    ,      7  6       _ 

e  trasformandola  in  altra  a  coefficienti  interi  si  ha,  ponendo  x  =-^ , 

9(y)=y*-ll/-f  14y-24«0. 

Applicando  note  proprietà  delle  equazioni  si  possono  determinare  i  limiti  delle 
radici  di  9(f/)==0;  essi  sono:  1  -|-2V'6  e  — 1  —  2^6.  Per  determinare  qualche 
radice  di  9  (y)  =  0  applichiamo  il  metodo  dei  divisori  o,  come  anche  viene  chia- 
mato, metodo  di  Newton.  I  divisori  dell'ultimo  termine,  che  devono  essere  presi  in 
esame,  sono:  1,  2,  3,  4,  — 1,  — 2,  — 3  e  — 4;  si  trascurano  6,  8,  — 6,  — 8,  perchè 


PERIODICO   DI  JfATEMATICA.  159 

superiori  in  valore  assolato  ai  valori  assoluti  dei  limiti  trovati.  Con  semplici  so- 
stituzioni si  vede  subito  che  né  1,  né  —  1  sono  radici  della  cp  {y)  =:  0.  Si  ha  quindi 
il  seguente  quadro: 

4  8  2  -2-3—4 

-24:4=1-6";    -24:8=-8;      -24:2—12;     -24: -2=12;        —24: -3=8;      -24: -4=6; 


-6+14=8; 

-8+14=6; 

—12+14=2  ; 

12+14=26  ; 

8+14 

=22; 

6+14=20; 

8:4»2: 

6 : 3—2  ; 

2 :  2=1  ; 

26:-2=-13; 

— 

20  :  (-4)=-5  ; 

2-ll=-9; 

2-ll=-9i 

l-ll=a-10; 

-13-11=- 24; 

— 

-5-11=- 16; 

— 

-9:3—3 

;    —    10:2=-5; 

-24:  -2=12  ; 

— 

-16:(-4)=4; 

— 

0-3=-8 , 

;            0-5=-5; 

0+12—12; 

— 

0+4=4; 

— 

-3:S=-1, 

;                     — 

12:(-2)=-6; 

— 

4:(-4)=-l; 

quindi  solamente  3  e  —  4  sono  radici  di  <p  (y)  =  0. 

Ponendo:  a  =  3  e  a'  =  —  4,  si  ricava:  Xa= — 1  e  Y  =  — 12,  perciò  dalle  (26) 
e  (27)  con  semplici  sostituzioni  si  ottiene: 


1  1  l/— 24       1  V? 

e  quindi  è: 

1+»V7"                                           ì  —  iff 
Y  +  8*« 2 e  Y  — 5*« jj 

Ma  avendo  posto  :  a?  «  -^ ,  si  ha  che  le  radici  della  proposta  equazione  f{x)  =  0 

a 

3                1  4-  t  V?"        1  —  iif 
sono:    2»  —2,  j e  j 

Caso  3^.  —  Consideriamo  ora  il  caso  più  generale,  cioè  le  quattro  radici  siano 
complesse;  indichiamole  con  a  +  3»,  a  —  pt,  y  +  5*  e  Y  —  ^*-  Per  la  proprietà 
delle  radici,  eseguendo  e  riducendo,  si  ottiene  il  sistema 


r2(a  +  YÌ=-  — w, 

j  «*+-  P*  +  Y'+8'  +  4aY«n, 


(28)  in..,.,  .    o,.    .    o„,„,  .    5a)«_^, 


|2Y(a'*+g')  +  2a{Y«  + 

l(a^+n.(rM-5«)-=g, 


in  cui  a,  p,  Y  e  9  sono  quantità  incognite.  Dalla  prima  delle  (28)  si  ha 
(29)  a  =  - 1  (m  +  2y)  ,  (30)  y  =  -  -^  (m  +  2a;  ; 

ricavando  (a^+  P^)  dalla  seconda  e  dalla  terza  si  ottiene 

(31)  ,_8Tl±4mrl^,2»r±i. 

4y  +  /w 

e  sostituendo  nella  quarta  risulta 

(4y  -I-  m) .  q 


(32)  a2+[ì2_ 


8Y^+4mY*-l-  2nY+/>  ' 


dalla  (31)  e  dalla  (32),  sostituendo  nella  seconda  delle  (28),  e  tenendo  presente  la  (29), 
si  ottiene  la  seguente  equazione  in  y^ 

(33)     64Y^+96mY*+16(3w«+2n)Y*+8w(»t*+4n)Y^+4(2m*»  +  n*  +  mp— 45)Y*+ 

-f  •  2  m  (  mp  +  n* —  4  5)  y  +  (mnp  — p'^ —  ni^q)  --  0 , 
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analoga  alla  (18).  Risolvendo  poi  la  (31)  rìspetto  a  d  e  la  (32)  rispetto  a  ft,  si  hanno 
le  relazioni: 


(34)  5  ^  ±  i/^Y^^  4mY'-h2nY-rj>  ___  ^, 

r  4y  -I-  7w 

f  8y''-h  4mr*-t- 2nr+/> 

Perciò  se  dalla  (33)  con  uno  qualunque  dei  metodi  dì  approssimazione  rica- 
viamo il  valore  di  una  radice  reale,  per  mezzo  della  (29)  determineremo  a,  e  per 
le  (34)  e  (35)  anche  2  e  p  ;  cosicché  le  quattro  radici  della  (9)  aono  completamente 
determinate. 

Osservazioni.  —  1*.  Anche  in  questo  caso  non  risulta  alcuna  ambiguità  per 
il  doppio  segno  di  d  e  di  p. 

2*.  Se  in  casi  particolari  si  ha  8  -s  0,  oppure  p  •>•  0,  due  radici  sono  reali  ed 
uguali;  se  si  ha  invece  nello  stesso  tempo  ^  =  0  e  2  =  0,  le  quattro  radici  della  (9) 
sono  reali  ed  uguali  a  due  a  due. 

Esempio.  —  Determiniamo  le  radici  dell'equazione 

f(x)  =  Ux* -f  32a;3—  40 a-»—  56x  -j-  85  —  0, 
ossia 

x^-f  2a:»--|x«-Ja:  +  -J5«0; 

per  cui  è  m  =2;  n  «=  ~  2 ,  5;  ;j  =  —  3 ,  5  e  g  =  5 ,  3125. 
Dalla  (33)  sostituendo  e  semplificando,  si  ha 

cp  (Y)  =  8y®  ■\-  24y^-|-  14y*—  12-*—  21  y'—  Hy  —  2«0. 
Si  vede  subito  che  è  y  =*  1  ;  perciò  dalle  (29),  (34)  e  (35)  si  ha  subito 


31875       ^       ^  1 


•  ... 

f  t  t  i 

quindi  le  radici  cercate  sono:  —  2  +  ^  ;  —  2  —  —  ;  1  4-  —  e  1  —  -^ . 

Xota.  —  E  opportuno  applicare  questo  terzo  caso,  quando  nulla  si  sappia  delle 
radici  della  proposta  equazione,  perchè  si  hanno  anche  in  casi  particolari  radici 
reali  e  radici  immaginarie. 

Ktempio.  —  Se  si  ha  l'equazione 

f  (x)  «  2x<  —  12jc»  4.  19jc«  —  6jb  4-  9  =  0, 
da  cui  anche 

f  (x)  ^x*  —  6a:»  +  9,5a?«  —  3:r  +  4,5  «  0, 

avendosi:  m  ^  —  ij;  w  =  9,5;  />  ««  —  3:  q  =  4,5,  dalla  (33),  sostituendo  e  sempli- 
ficando, sì  ha 

16  Y«  —  144  y'  -h  508  y*  —  864  y'  —  774,25  y*  —  270,75  y  —  0, 

e  quindi:  y  ^  0.  Perciò  si  ha  facilmente  dalle  (29),  (34)  e  (35): 


perciò  le  radici  cercate  sono  :  3,  3,  i  V-^  e  —  f  1/-^  • 


Dott  U.  Cebetti. 
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RISOLUZIONI  DELLE  PSTIOM  U  40ó  406  407  408  410  411 


356*  Costruire  le  parabole  che  hanno  direttrice  data  e  sono 
a)  bitan genti  ad  un  cerchio  dato 

h)  osctdatrìci  ad  un  cerchio  dato. 

Retali. 

Risoluzione  del  Prof.  Arturo  Barozzini,  di  Mirandola. 

Prendo  pert/<»0  la  direttrice  data,  a;<^0  la  perpendicolare  condotta  da  A, 
centro  del  cerchio  dato,  alla  direttrice:  allora  se  r  è  il  raggio,  a  (positiva)  la  di- 
stanza dell'origine  da  A,  (a,  [ì)  coordinate  del  fuoco  della  parabola,  le  due  curve 
avranno  per  equazione 

(1)  (X  -  ay  4-  y"  =  r\        {y  -  ?)«  +  a*  -  2a;r  =  0. 
Eliminando  fra  queste  x,  ho  per  le  ordinate  dei  punti  comuni. 

(2)  [(//  -  p)«  +  et'  -  2«al«  +  4a'  [if  -  r«]  -=  0 

a)  La  parabola  è  bitangente  al  cerchio  se  il  primo  membro  della  (2)  è  un 
quadrato  perfetto:  confronto  perciò  colla  espressione  [y'  +  2/ny  +  n]',  dalle  equa- 
zioni di  condizione  elimino  m,  n  ed  ho  per  le  coordinate  del  fuoco  della  parabola 
richiesta 

Sostituendo  tali  valori  nelle  (2),  (1),  ho  pei  punti  di  contatto 
(4)  y"  -=  a [2a  —  3a],        ,v^a  —  a, 

dove  (X  ha  uno  dei  valori  dati  dalla  (3). 

Vi  sono  in  generale  due  soluzioni  del  problema:  i  fuochi  F^,  F,  stanno  su  OA, 
Bono  simmetrici  rispetto  a  B,  punto  medio  di  OA;  la  corda  di  contatto  corrispon- 
dente a  Fj  passa  per  F,,  quella  di  F,  per  F^;  BF  uguaglia  la  metà  della  tangente 
condotta  da  0  al  cerchio  «irooscritto  al  quadrato  circoscritto  al  cerchio  dato. 

Se  a"  <;  2r^  le  due  parabole  sono  immaginarie. 

Se  a*  sa  2**^  si  ha  una  sola  parabola,  reale,  col  fuoco  in  B,  corda  di  contatto 
pure  per  B,  coi  punti  di  contatto  che  distano  dall'asse  della  lun- 
ghezza 1/  =a  ±  OB.  _ 

Se  a*  >  2r^  si  hanno  due  parabole  reali,  distinte.  Posto  r\2  =»  a  sen  d,  si  ha 

pelle  due  parabole 

ò  .  1  4-  3  cos  8 

a.  —  asen-         i/^«  «=  a^a 


2         '^'  '  2 

1  —  3  cos  5 


a,  =  «  cos  —         y/  —  a,<i 


2  ^^  »  2 


La  prima  ha  i  punti  di  contatto  col  cerchio  sempre  reali. 
La  seconda  ha  tali  punti  reali,  se         rV2<rt<  — 


immaginari,  se  a  > 


2 
3r 
2 
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3»*  1 

Se  a  =  ■— r-,  ossia  cos  b  ^=.~,  la  seconda  ha  col  cerchio  un  contatto  di  terzo  ordine 

£  ó 

in  a?  "==  — ,  2/ IBS  0.  Allora  l'ascissa  del  fuoco  è  r. 

b)  Se  la  parabola  oscula  il  circolo,  debbono  coesistere  la  (2)  e  le  sue  derivate 
prima  e  seconda,  cioè  le 

r  [(//  -  3)*  4-  a"  -  2aa]«  +  4a«  [y*  -  r«]  =  0 
(5)  j    (y  -  ?)  [(y  -  P)*  -f  a«  -  2fla]  +  2aV  «  0 

I    (.!/-?)"  +  «•-???  -0. 

Sostituisco  nelle  due  prime  ad  {y  —  P)'  4-  a'  il  valore  uguale  -^- ,  dato  dall'ultima, 

e  trascurando  il  valore  a  =  0  impossibile,  scrivo  invece  delle  (5)  le 

4 

(6) 


(3a  +  2a)  i/  =  2a? 

Da  queste  ottengo  poi  facilmente  le 

* 

(7)  y.  „,.._*„.,         ^.««(^j',         ,..p -._,/., 

nell'ultima  delle  quali  yBB±  Vr'  —  —  a*,  valore  dato  dalla  prima. 

Si  hanno  in  generale  due  parabole  soddisfacenti  alle  condizioni  del  problema; 
i  loro  fuochi  sono  simmetrici  rispetto  ad  OA;  le  parabole  hanno  un  punto  comune 
su  OA  e  si  osculano  tiiVoo. 

I  punti  H,,  H,,  in  cui  le  parabole  osculano  il  cerchio,  hanno  per  coordinate 


Tagliano  pure  i  cerchi  nei  punti  E^,  K^  di  coordinate 


a 


X 


r»rt 


8 


;/«qp]/r*-la«. 


Le  H,Kj,  H,  K,  sono  dimezzate  da  A,  centro  del  cerchio  dato,  ecc. 

Fella  costruzione  si  hanno  subito  facilmente  i  punti  H^,  K^,  H^,  E,  posti  sul 

cerchio,  quindi  ogni  parabola  vien  determinata  da  due  punti  e  dalla  direttrice. 

3t*  fir 

Se  a  «=B  — -  ,  le   parabole  sono  reali  distinte,  s  a  >•  ■^—  immaginarie. 

Se  a^-^,  si  ha  una  sola  parabola  avente  contatto  di  3*  ordine  col  cerchio; 
come  s'è  visto  nel  problema  (a). 

405.  Essendo  P  un  punto  mobile  di  una  parabola  di  cui  F  è  *7  ftwco  e  N  il 
punto  in  cui  la  tangente  in  P  incontra  Vasse,  dimostrare: 

]o  che  il  luogo  del  centro  del  circolo  circoscritto  al  triangolo  PFN  è  wwti  cu- 
bica razionale  che  ha  un  punto  isolato  in  F  ; 

2^  che  il  luogo  dell*  ortocentro  dello  stesso  triangolo  è  una  cubica  razionale 
che  ha  in  F  un  nodo; 

3^  che  le  congiungenti  i  punti  corrispondenti  delle  due  cubiche  passano  tutte 
pel  fuoco  della  parabola  (ossia  la  retta  d'Eulero  del  triangolo  PFN,  al  moversi 
di  P  sulla  parabola,  ruota  attorno  ad  F). 

G.  Cardoso-Layhes. 


PERIODICO   DI   MATEMATICA.  163 

Risoluzione  del  Prof.  Retali  di  IMilano. 

Se  A  è  r  intersezione  della  tangente  al  vertice  con  la  tangente  PN,  poiché 

l'angolo  PAF  è  retto,  e  PA  ^^  AN,  la  FA  è  ad  un  tempo  altezza  del  triangolo 
PFN  ed  asse  del  segmento  PN,  ciò  che  dimostra  il  teorema  3^ 

Denotando  con  a  e  3  le  coordinate  di  P,  le  equazioni  (assi  ortogonali)  della 
parabola,  della  retta  FA  e  dell'asse  del  segmento  FN  sono 

(1)  y'  =  4wa:, 

(2)  2my  =  p  (m  -  or), 

(3)  2x  =  m  — a; 

e  perciò  le  coordinate  dell'ortocentro  H  e  del  centro  C  del  cerchio  circoscritto  al 
triangolo  PFN  sono  rispettivamente 

(4)  a?  =  a  ,         !/  =  — -  (m  —  a) 

eliminando  a  e  p  fra  la  (4)  e  la 

(6)  P»  =  4ma 

troviamo  per  equazione  del  luogo  di  H 

(7)  my*  =  (mi  —  a?}'  x . 

Analogamente,  eliminando  a  e  p  fra  le  (5),  (6),  troviamo  subito  per  equazione  del 
luogo  di  G 

(8)  niy^  ==  (m  —  2x)  (m  —  a?)«  . 

Se  trasportiamo  ora  gli  assi  parallelamente  in  F,  le  (7),  (8)  divengono 

(9)  a?»  =  m  (y»  -  x^)  , 

(10)  2x^  -f  m  (ar«  +  y«)  =  0  : 

la  (9)  rappresenta  un  folium  parabolico  retto,  avente  il  punto  doppio  (nodo  a  tan- 
genti ortogonali,  in  F,  e  il  vertice  nel  vertice  della  parabola;  la  retta  all'infinito 
è  per  questa  cubica  tangente  d'inflessione,  nel  punto  all'infinito  dell'asse  delle  y. 
Il  teorema  2^  esprime  dunque  una  nuova  generazione  del  folium  parabolico  retto. 
La  (10)  è  una  cubica  con  un  punto  doppio  isolato  in  F,  simmetrica  rispetto  al- 
l'asse della  parabola,  tangente  a  questa  (e  al  folium)  nel  vertice;  astrazion  fatta 
dal  punto  doppio,  consta  di  un  solo  ramo  parabolico  doppiamente  inflesso  e  vol- 
gente la  sua  convessità  alla  tangente  della  parabola  nel  vertice.  L'equazione  po- 
lare di  questa  cubica,  assumendo  per  polo  il  punto  doppio  e  per  asse  polare  quello 
delle  X  è 

(11)  P %-. 

dove  si  è  posto  rf= — ^;  la  (11)  mostra  subito  che  la  inversa  di  (10)  rispetto 

al  punto  doppio  è  un  hifóllum  retto,  e  che  per  (o  ss  ±  —  si  hanno  i   due  flessi 

al  finito  della  cubica. 

Le  due  cubiche  (9)  «  (10)  ammettono   altre  generazioni  semplicissime  e,  credo, 
non  conosciute,  che  mi  riservo  di  indicare  in  altra  occasione. 

Altre  risoluzioni  analitica  e  geometrica  del  Dott.  Ing.  IMerizzi  di  Udine, 
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406.  Luogo  dei  fuochi  delle  paràbole  che  toccano  una  curva  data  (algébf'ica) 
ed  hanno  per  direttrice  una  medesima  retta  del  suo  piano. 

V.   RfiTALI. 

Risoluzione  del  Prof.  Cardoeo-Laynes  di  Livorno. 

Riferiamoci  ad  un  sistema  di  assi  cartesiani  ortogonali,  di  cui  Tasse  x  sia  la 
retta  data.  Indicando  con  a,  9  le  coordinate  del  fuoco,  l'equazione  di  una  parabola 
che  abbia  per  direttrice  la  retta  data  sarà 

cioè 

(1)  a?»  -  2  ao?  -  2  P.y  4-  a*  +  P'  —  0. 

Se  questa  deve  esser  tangente  ad  una  curva,  la  cui  equazione  sia 

(2)  y-f{x), 

Tequazione 

(3)  9  (ar)  =  a?«  —  2aar  -  2  9.f{x)  +  a«  +  ^»  =  0, 

che  si   ottiene  eliminando  y  fra  le  (1),  (2),  dovrà  avere  una  radice  doppia,  che 

d9 
sarà  radice  semplice  della   -—  '=  0,  cioè 

iix 

(4)  a:  — a-p.f  (ar)«0. 
La  resultante 

(5)  F(a,p)«0 

delle  (3),  (4)  sarà  evidentemente  l'equazione  del  luogo  cercato. 

Notiamo  che  la  (4)  è  risolubile  per  mezzo  della  serie  di  Lagrange  (V.  Pascal, 
Bepertorio  di  Matematiche  superiori^  pag.  537). 

Altra  risoluzione  del  8lg.  Dott.  C.  Merizzl. 

407.  Sopra  una  retta  si  fissino  due  punti  A,  B  :  essendo  C  un  punto  variabile 
della  medesima^  esterno  ad  AB,  e  B'  t7  simmetrico  di  B  rispetto  a  C,  trovare  il  luogo 
dei  punti  medi  delle  tangenti  comuni  ai  due  cerchi  descritti  sui  diametri  CA..  CB'. 

Mebizzi. 

Risoluzione  del  sig.  Plotro  Santacroce  studente  della  R.  Università  di  Napoli. 

Sia  TT'  la  tangente  comune,  e  la  normale  in  C  alla  retta  data  la  Seghi  in  P. 
Sarà  PT  -=  PT'  =  PC  :  donde  PTC  «  P'CT;  PrC^P^r  ossia  TCT'  è  retto.      * 
Segue  che  pure  retto  è  Pangolo  OPO'  e  quindi 

PC"  «OC.  óhJ. 

*  Se  chiamiamo  2a  la  lunghezza  AB,  e  se  riferiamo  la  figura  a  due  assi  orto- 
gonali, di  cui  Tasse  delle  x  coincide  colla  retta  data  e  Tasse  delle  y  è  la  normale 
che  biseca  il  segmento  AB,  la  precedente  equazione  diventa 


ossia 


o       .^  —  a 

.r 

4-  a        rr* 

a^ 

•^     -       li 

2             4 

i 

a* 

— 

(aV        ^' 

equazione  di  una  iperbole,  che  ha  per  asse  trasverso  Tasse  delle  x  ed  il  centro 
nelTorigine  delle  coordinate. 
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40$.  Da  wi  punto  O  del  piano  si  conducano  n  raggi  in  modo  da  dividere  il 
piano  in  n  angoli  uguali.  Dimostrare  che  ul  variare  di  P  sulla  circonferenza  di 
centro  0  rimane  costante:  1^  La  somma  dei  quadrati  delle  distanze  dal  punto  P 
ai  raggi  —  2*^.  L'area  del  poligono  che  ha  per  vertici  i  piedi  delle  perpendicolari 
condotte  da  F  ai  raggi. 

Dedurre  che  il  teorema  è  vero,  anche  se  le  rette  condotte  per  P  ai  raggi  siano 
tutte  inclinate  di  uno  stesso  angofo  a  sui  rispettivi  raggi. 

F.  Celestri. 

Risoluzione  dei  Sig.  Dott.  ing.  C.  INerizzi  di  Udine. 

Indichiamo  con  p  la  lunghezza  costante  OP.  I  piedi  delle  perpendicolari  con- 
dotte da  P  sugli  n  raggi  uscenti  da  O,  giacciono  sulla  circonferenza  che  ha  per 
diametro  OP  e  la  dividono  in  n  archi  uguali:  congiungeiido  ciascun  punto  di  di- 
visione con  quello  successivo,  si  forma  un   poligono  stellato   regolare  di  n  Iati, 

se  n  è  dispari,  e  un  poligono  regolare  stellato  di  —  lati  contato  due  volte,  se  n  è 

pari,  la  cui  area,  essendo  costante  p,  è  pure  costante. 

Indicando  con  h  l'angolo  —  ,  e  con  (o  Tangolo  di  OP  con  uno  qualunque  degli  n 

raggi,  e  quindi  con  o»  +  A,  'j)  4-  2A  . . . .  co  +  ('»  —  1)  *  gli  angoli  dì  OP  coi  rimanenti, 
rispettivamente,  la  somma  dei  quadrati  delle  distanze  da  P  ai  raggi  è  esprimibile 

mediante  il  sommatorio  p'S  sen'<  «e  -h  {p  —  1)  ^  >  ,  il  quale  può  cosi  trasformarsi 


p^H  1  —  cos  1 2(0  -f  2  (/>  —  1)  ;*} 
P»  V 

p=i  ^ 

/  w      ''^"  cos  (20)  -f  2  (p  —  1)  7*1 


■{1- 


(vedasi  Serret,  Trig,  II,  49) 

sen  nh  cos  (co  -4-  ^n  —  l)  h)\ 
2  sen  h  f 

e,  supponendo  il  denominatore  2  sen  h  non  ntdlo,  cioè  n  !>  2,  si  ha 

iip' 
~2" 
che  è  pure  costante,  non  dipendendo  da  (o. 

Supponiamo  ora  di  inclinare  tutte  le  rette  condotte  da  P  ai  raggi  di  uno  stesso 
angolo  a:  allora  tutti  i  termini  del  sommatorio  precedente  vengono  moltiplicati 

per  il  fattore  costante  r— ,  ed  il  sommatorio  stesso  diventa  uguale  a ;— , 

*;  sen*  a  2  sen*  a 

che  è  pure  costante. 

Finalmente,  indicando  con  di  d^ . , . ,  dn  le  distanze  da  P  ai  raggi,  Tarea  S  del 
poligono  determinato  dai  piedi  delle  distanze  stesse,  è 

1  i  ""^  -''^  "'^  ^ 

S  =  —  1  rfi  (?2  sen  di  d%  -f-  dq  di  sen  did^  -\-  . . . ,  -^  dadi  sen  dndi  >; 

indicando  ora  con  8i  da ^n  le  lunghezze  delle  corrispondenti  inclinate,  Tarea  S' 

del  poligono  determinato  dai  piedi  delle  inclinate  stesse,  è 

S'  ==  —  <  8i  62  sen  ti  5a  -\-  Sj  83  sen  Sa  83  -f  ....  4.  5o  81  sen  8n  81  J  . 

Ma  osservando  che-r-  =  -r-  =  .. ..  =  -r^^asena,  che  rfi  ^a  =  8i  8a;...  rfnflfi  =  5n  81, 

Ci         02  On 

si  ricava  subito  S'  =«  S ir—  e  perciò  S'  è  costante. 

sen*  a 

Osservazionb.  —  Il  teorema,  come  abbiamo  visto,  cade  in  difetto  per  n  =  1, 
n  =  2,  e  quindi  l'enunciato  di  esso  deve  modificarsi  nel  senso  di  supporre  n  !>  2. 
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410*  Determinare  la  forma  generale  di  una  funzione  di  cinque  lettere  x,  y,  z, 
u,  V,  tale  che  sostituendo  ad  x  una  qìmlnnque  delle  altre  lettere,  la  funzione  si  ri- 
duce identicamente  al  prodotto  delle  tre  lettere  rimanefitt\ 

P.  Aussant-Oarà. 
Risoluzione  del  sig.  Ing.  Claudio  IWerlzzi. 

Lh  furma  più  semplice  di  tale  funzione  è  evidentemente 

ij  z  H  p 
X 

e  si  può  rendere  generale,  moltiplicandola  per  una  funzione  che  diventi  uguale 
ad  1  per  x  uguale  ad  una  delle  y,  z,  u,  v,  ed  al  prodotto  così  ottenuto  aggiun* 
gendo  altra  funzione  che  per  gli  stessi  valori  di  x  si  annulli  :  avremo  cosi  la 
forma  generale  richiesta 

V_r»_r^^(x-y)(x-z)(x-u)(x-v)f(x,y,z.u.T)^(^_  ,^x-z)ix-u)(x-v)  <e{x.  y,'.  «.  r) 

X 

essendo  a  una  costante  arbitraria  finita,  ed  f{x,y,z,u,v),  tp  {x,  y,  z,  u^  v)  due  fun- 
zioni qualunque,  soggette  alla  sola  condizione  di  non  diventare  infinite,  quando 
si  faccia  x  uguale  ad  una  delle  y,  z,  u,  v. 


-•♦•- 


QUISTIONI  PROPOSTE 


412.  Due  cerchi  posti  in  un  piano  si  tagliano  in  H,  K,  ed  hanno 
per  centri,  il  primo  A  il  secondo  B;  una  retta  variabile  per  H  taglia 


il  primo  cerchio  in  M,  il  secondo  in  N: 
V.  Il  luo£:o  dell'intersezione  de 


uogo  dell'intersezione  delle  rette  AN,BM  è  una  quartica 
con  tre  punti  doppi  reali,  posti  sulla  circonferenza  circoscritta  al 
triangolo  ABH. 

2^  La  curva  coniugata  isogonale  alla  quartica  rispetto  al  trian- 
golo dei  punti  doppi  è  un  cerchio  che  ha  per  centro  uno  dei  tre  punti 
doppi.  Barozzini. 

413.  Sia  P  il  punto  d'incontro  delle  tangenti  in  A  e  in  B  ad  una 
conica,  A  A'  il  diametro  che  passa  per  A,  C  il  punto  d'incontro  di 
questo  diametro  colla  retta  condotta  per  B  parallela  al  diametro  co- 
niugato ad  esso,  M  il  punto  d'incontro  della  BC  con  PA'. 

1^  Si  dimostri  che  M  è  il  punto  medio  di  BC. 
2^  Si  trovi  il  luogo  di  M  allorché  A  rimane  fisso  e  B  si  muove 
sulla  conica.  Celestri. 

414.  Se  la  grandezza  A»  sia  minore  della  B»  ,  e  siano  ordinata- 
mente Al  e  Bj  le  medie  armonica  ed  aritmetica  di  Ao  ,  B»  ;  A,  e  B, 
le  medie  armonica  ed  aritmetica  di  At,Bt;  e  così  indefinitamente, 
le  classi  (Ad)  e  (Bn)  sono  contigue  e  definiscono  la  media  geometrica 
delle  grandezze  Ao  ,  Bo  .  De  Zolt. 

415.  Provare  che  la  soluzione  generale  dell'equazione  differenziale 

i(-"'(;:)S^="S 

dove  a  è  diverso  da  1,  è  data  da 

n  Z 


<p    =     Hi  C,  ^^~"^ 


•=1 
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dove  <i|  a, . . .  a. . . .  an  sono  le  n  radici  w™®  di  a,  e  o,  Cj . . .  Cn  sono  n  co- 
stanti arbitrarie.  Vitali. 

416.  Luogo  dei  fuochi  delle  parabole  che  osculano  una  parabola 
data  in  un  punto  dato.  Mebizzi. 

417.  In  un  circolo  (C)  di  centro  C  e  raggio  R  si  traccino  due  dia- 
metri perpendicolari  JI,EF;  indi,  preso  un  punto  arbitrario  Mi  nel 
suo  piano  si  costruiscano  successivamente  i  punti  M,,Ms,M4,  da 
quella  stessa  parte  di  JV  dalla  quale  si  trova  il  punto  M,,  per  modo 
che,  detto  genericamente  Pi  il  punto  comune  alla  JMi  edallap  =  EF, 
si  abbia  per  i  ==  1, 2, 3; 

JM,  .  rM,+,  =  2R*. 

Si  avranno  allora  le  proprietà  seguenti: 

l' le  rette  JM4,  FM,  si  taglieranno  su  p  e  sarà  soddisfatta  la  re- 
lazione 

JM,.rM»  =  2R*; 

2^  il  quadrangolo  Mj  M,  M,  M^  è  armonico,  ed  il  cerchio  che  lo 
contiene  è  ortogonale  al  cerchio  (C); 

3**  sono  armonici  pure  i  quadrangoli  EFMjMs,  EFM,M4,  e  sono 
soddisfatte  le  relazioni 

CM, .  CM,  =  CM, .  CM4  -  R- 
M^CE  =  ECM3,  M^'CE  =  EOÌVI4.  Del  Re. 

418.  Un  triangolo  ABC  ha  fissi  i  vertici  A  e  B  ed  il  terzo  ver- 
tice C  scorre  lungo  una  retta  data  r;  dimostrare  che: 

1".  Il  luogo  dell'ortocentro  del  triangolo  ABC  è  una  conica  K* 
e  precisamente  una  parabola,  un'iperbole  od  una  coppia  di  rette  or- 
togonali a  seconda  che  r  è  parallela,  obliqua  o  perpendicolare  ad  AB. 

2*.  Indicando  con  S  il  punto  d'incontro  della  perpendicolare 
innalzata  ad  AB  dal  suo  punto  medio  M  con  la  r,  se  si  fa  rotare 
la  r  attorno  ad  S,  il  luogo  dei  centri  delle  coniche  K*  è  una  parà- 
bola che  ha  il  vertice  in  M  e  tocca  in  M  la  AB. 

3^  Facendo  invece  scorrere  la  r  parallelamente  a  se  stessa,  il 
luogo  dei  centri  delle  coniche  K*  è  una  retta. 

4^.  Se,  rimanendo  fissa  la  r  ed  il  punto  M,  varia  la  lunghezza  e 
del  lato  AB,  le  oo  coniche  K*  che  si  ottengono  sono  concentriche  ed 
il  luogo  dei  loro  fuochi  è  un'iperbole  equilatera. 

G.  Cardoso-Laynes. 
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Charruit.  —  Cours  de  géomélrie  cotée  à  Viisage  des  candid ats  à  VÉcole 
speciale  militaire  de  Saint-Cyr.  —  Nary  et  C.^®,  Paris,  1898. 

Questo  corso  contiene  quanto  basta  per  imparare  a  conoscere  i  metodi  della 
proiezione  quotata  e  poterli  applicare  ai  casi  pratici.  Il  nome  dell'egregio  autore 
era  già  conosciuto  ed  apprezzato  in  Francia  per  una  pregevole  raccolta  di  ProhUmes 
et  épnreti  de  Geometrie  descn'ptive  cotée;  in  ambedue  questi  lavori  è  notevole  la 
chiarezza,  la  semplicità  dei  mezzi  adoperati,  lo  studio  grandissimo  di  mantenersi 
sempre  al  livello  adatto  all'intelligenza  media  dei  giovani;  perciò  raccomandiamo 
con  piacere  questi  libri  a  quelli  fra  i  nostri  lettori  che  si  occupano  di  geometria 
descrittiva.  K. 
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Dott.  F£D£Rico  OccELLA.  —  Questioìti  di  massimo  e  minimo  dipen^ 
denti  da  equazioni  di  secondo  grado  ad  uso  delle  scuole  secondarie 
superiori.  —  Casale,  Tip.  e  Litog.  C.  Cassone,  1898. 

11  Prof.  Dott.  Federico  Occella  ha  raccolto  in  poche  pagine  ana  geniale  teoria 
riguardante  Questioni  di  massimo  e  minimo, 

I  massimi  ed  i  minimi  delle  funzioni  ad  una  sola  variabile  sono  in  generale 
determinati  nei  trattati  elementari  in  uso  nelle  scuole,  ricorrendo  alle  inequazioni 
di  secondo  grado,  e  nei  trattati  stessi  non  si  dà,  a  mio  credere,  a  questa  teoria 
quell'importanza  che  Targomento  merita,  in  ispecie  per  le  molteplici  applicazioni 
nei  diversi  campi  della  scienza;  e  neppure  la  si  svolge  con  quella  generalità  che, 
senza  sorpassare  i  limiti  delle  matematiche  elementari,  potrebbe  essere  consentita 
dalle  nozioni  che  posseggono  i  giovani  delle  scuole  nostre. 

L'egregio  Prof.  Occella  accogliendo  un  voto  fatto  dall' Ill.mo  Prof.  G.  Bardelli 
con  una  lettera  indirizzata  \\\^  aprile  1893  al  compianto  Prof.  Lugli,  e  pubblicata 
nel  Periodico  di  Matematica  di  quell'anno,  ha  studiato  con  cura  l'argomento  e  ha 
dato  alle  stampe  un  opuscolo  che  può  tornare  grandemente  vantaggioso  alle  scuole 
secondarie  superiori  e  specialmente  agli  alunni  degli  Istituti  Tecnici. 

La  detenninazione  dei  massimi  e  dei  minimi  nei  diversi  problemi  presi  in 
esame  dal  Prof.  Occella  si  fa  colVottenere  anzitutto  il  valore  della  varinbUe,  a  cui 
corrispondono  il  massimo  ed  il  minimo  e  l'equazione  di  2^  grado,  alla  quale  si 
perviene  è  facile  a  ricordarsi,  essendo  i  coeflEicienti  rappresentati  da  determinanti. 

Lo  studio  fatto  in  una  forma  concisa  si  aggira  intomo  alla  funzione 

oo^  -^  hx  -^  e 


a'x"  -k-b'x  -\-  c^ 

e  a  quelle  che  se  ne  deducono  mediante  ovvii  cambiamenti  di  variabile.  Sono  poi 
trattate  e  discusse  alcune  applicazioni  importanti,  e  alla  line  dell'opuscolo  si  trova 
una  raccolta  di  30  esercizi  proposti  allo  studio  dei  giovani. 

Il  lavoro  dell'egregio  e  modesto  Prof.  Occella  può  raggiungere  efficacia  di  ri- 
sultati pel  profitto  degli  alunni  ai  quali  è  destinato. 

A.  Matteucci. 

A.  Battelli  e  F.  Battelli.  —  Trattato  pratico  per  le  ricerche  di  elet- 
tricità con  circa  800  figure.  —  Pagine  xxxiv-1220.  —  Roma,  Soc. 
Edit.  Dante  Alighieri,  1898. 

Data  r  indole  di  questo  periodico  non  ci  è  possibile  analizzare  minutamente  la 
importante  opera  del  giovane  e  illustre  fisico  della  Università  di  Pisa,  e  di  suo 
fratello  aiuto  alla  cattedra  di  fisiologia  a  Ginevra.  Diremo  solamente  che  tanto  il 
fisico  di  professione,  e  l'ingegnere  elettricista,  quanto  il  medico  e  il  semplice  di- 
lettante vi  troveranno  un  riassunto  lucido  e  rigoroso  dei  principii  e  delle  leggi 
della  scienza  (parte  prima)  ;  un  trattato  completo  di  tutti  gli  apparecchi  adoperati 
per  la  produzione  e  la  misura  dell'energìa  elettrica  (parte  seconda),  e  dei  metodi 
di  misura  delle  varie  grandezze  e  delle  costanti  dei  corpi  ed  istrumenti.  Finalmente 
la  parte  IV'  si  occupa  dei  metodi  da  seguire  negli  studi  elettrofisiologici,  e  nelle 
applicazioni  dell'elettricità  alla  terapia;  e  si  chiude  con  uno  studio  breve  ma  ac- 
curato sulla  radiografia.  Trentasei  tavole  numeriche,  un  copioso  indice  alfabetico^ 
rendono  ancor  più  prezioso  il  libro,  nel  quale  oltre  non  poche  novità,  si  trovano 
tali  indicazioni  pratiche  da  poter  fare  a  meno  di  un  maestro  e  da  rendersi  rapi* 
damente  padroni  dei  metodi  insegnati. 

Quest'opera,  che  conduce  il  lettore  a  cognizione  degli  ultimi  re.sultati  della 
scienza,  è  unica  nella  nostra  letteratura  e  fors'anche  nella  letteratura  europea  del 
genere.  K. 
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INTORNO  AD  ALCUNI  DETERMINANTI 


Nòta  di  ALBERTO  BRAMBILLA. 


I  determinanti  speciali^  di  cui  qui  ci  occupiamo,  sono  molto  simili 
ad  altri  noti,  differendone  soltanto  per  la  sostituzione  di  potenze 
fattoriali:  parecchi  di  essi  sono  sviluppabili  a  prima  vista.  Lo  studio 
di  questi  determinanti  è  utile  almeno  per  esercitare  il  lettore,  cui 
non  sia  ciò  famigliare,  nel  calcolo  sulle  potenze  fattoriali. 

1.  Si  dice,  potenza  fattoriale  w""  del  numero  a?,  Tespressione 

(1)  x^=  x{x  +  l)..  .{x  +  n—1), 

dove  intendiamo  che  sia  n  un  intero  positivo. 
Hanno  luogo  le  seguenti  identità: 

(2)  {x  +  1)"°—  x^=  n{x  +  1)"~ 

(3)  x^—  y{x  +  1)"~=  {X  —y){x-\-  1)"~ 
(3')  x^^  —  {y  +  n)x^  =  {x  —  y)  x^ 

(4)  a?" — y''z=i{x — y){a?"" 


+  (y  +  2)~^x  +  (y  + 1)~»}  (*) 

2.  E  noto  che  il  determinante  di  Vandermonde  (o  Cauchy)  si  svi- 
luppa in  prodotto  di  differenze  nel  seguente  modo: 


(5) 


Vn  +  i 


la   à^. .  .a^ 
1  «1  aj. . .  a"; 


1  a„  a*.  . .  a 


"Il  ~~n 


=  («i— 


a)  («2 —  a  ) . . .  (a„ —  a  ) 


(««— «n-l)- 


E  ben  facile  il  riconoscere  che  in  simil  modo  si  sviluppa  il  de- 
terminante che  si  ottiene  sostituendo  in  questo  le  potenze  fattoriali 
alle  potenze  ordinarie.  Esso  è  infatti 


(6) 


W,+,= 


la   a^ , . ,  a"" 
1  «i  al. .  .a^ 

1  «„  al. . .  aY 


(*)  Capelli,  L'anàliti  algébriea  t  VinUrprttazione  fattoriale  delle  potenze,  Giornale  di  Batta- 
glini,  voi.  31. 
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e  sottraendo  da  ciascuna  r — ma  verticale  la  precedente  moltiplicata 
per  a  +  r  —  2  [r  =  2,  3, . . . ,  w  +  1],  avendo  riguardo  alla  identità  (3'), 
si  ottiene 


W„^,= 


10  0  0 

1  ai — a   («i —  a)  a^    (a^ —  a)  a  J 

1  a, — a   (Oj —  a)  a.^    {a^ —  a)a\ 


0 


{a,— a)  ar_' 
ia^—a)  a\  -  ' 


1  a,— a  (flf„—  a) a„   (a„— a) al  ...  (a,— a) < - ' 


—  (ai  —  a)  (a,  —  a) . . .  (a„  —  a) 


1  a,  a,*. .  .aj"^ 
1  flf,  a,^ . . .  a;  "  * 


1  a.  aj* . . .  a;;  -  * 


'n    *^n 


e  quindi  potremo  affermare,  per  un'  induzione  facile  a  giustifìcarsi, 
che 


(7) 


Wo+i=  («i—  a)  (a,—  a  ) . . .  (a„—  a  ) 


(«.— an-.l)  =  Vn  +  t 


Cosicché  concludiamo  che  il  determinante  di  Vandermonde  non  ai 
altera  sostittiendo  alle  potenze  ordinarie  le  potenze  fattoriali, 
3.  Consideriamo  adesso  il  determinante 


(8)      A?ì.= 


a 


ai_ 
a; 


(a  +  l)-_  (a  +  2);^ 
{a,+  ir_  (a, 4-  2r 
(a,+  ir    {a,+  2r 


(a  +  A)° 
(«1+  kf 


aj      (a,+  l)"    (a,-f2j»-...    (a,  f  &" 


Sottragghiamo  dall'ultima  verticale  la  penultima,  da  questa  la 
terz'ultima,  da  questa  la  quartultima;  e  così  via;  si  isola  cosi,  in 
virtù  dell'identità  (2),  il  fattore  n  in  tutte  le  colonne  2',  3',...  (w-j-l)"* 
che  noi  raccoglieremo.  Avremo  cosi 


A(n)     ^ì 


«"    {a+iy-'    (a +  2)"-^    ...    (a  +  ky-' 


a-  1 


[ai    (^,4-1)"-^   («^+2)"-^    ...    {a^+ky-' 


Ripetendo  il  medesimo  procedimento  su  questo  ultimo  determi- 
nante, arrestandoci  alla  sottrazione  della  seconda  verticale  dalla  terza, 
si  otterrà 
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AL-i,=  n-(«-l)-' 


a»    (a  +  1)"-'  (a +  2) 
«r  («1+  1)"~  («i-l-  iì) 


u-a 


n>8 


(a +  &)•-• 


-1 


«2    (a,+  ir-^  («.+  2)»-'    ...   (a,4-Aj  — 
.  Così  continuando,  e  se  w  >  Aj,  si  finirà  coli' ottenere 
(9)        AL"ìi  =  n^{n-'  If-' . . .  (n  -  &  +  1)  X 


X 


a"    (a  41)--^  ...  (à4fc— 1)"-^^*  (a +&)"-"' 
aj"  (a, 41)"^  ...  (a,4fc— 1)'^^^^  (a,4ft)"^ 


ai; 


Se  invece  è  n  <  fc,  dopo  di  aver  eseguito  n  volte  quei  sistemi  di 
sottrazioni  di  verticali  da  verticali,  si  vedrà  che  Ak4.i=0. 
Occupiamoci  ora  del  determinante 


(10)    Bi-i,= 


aj 


«k    («k4-  1)"-^  . .  («^4-  *  —  l)""*^*'  («k+  *)""'' 

sempre  nell'ipotesi  n  >  A:. 

Sottraendo  dalla  prima  verticale  la  seconda  moltiplicata  per  a, 
poi  dalla  seconda  togliendo  la  terza  moltiplicata  per  a  +  1,  ecc.  e 
tenendo  sempre  conto  dell'identità  (3),  si  otterrà  infine 

B<"ii  =  (—  1)''  X  («  +  fcf^  X  K  —  a)  (a,  — a) . . .  (a,  —  a)  X 


X 


{a,+iY_2  («i+2);;i[-  («1+^)1^ 

(a,+l)--^  («,4-2)»-*...  {a,+kf-^ 


(a,4-l)"-^  (a,+2)-^..  (a,+A:)-^ 

E  poiché  quest'ultimo  determinante  è  del  tipo  Bk^.i,  ma  di  un 
ordine  inferiore,  si  vede  che,  conservandone  il  tipo,  si  può  scendere 
fino  al  determinante  di  2^  ordine 


a-k 


n-k 


Se  ne  conclude  che 


(11) 


X    («l «)  («2 «)  ...  («k ^) 

(a,—  aj      ...  (a„—  a,) 


(«k—  «k-i)- 
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Biassumendo  abbiamo 
(12)  A^U—  »*(«  —  1)''"'(«  —  2)''"'- . .  (n  —  A  +  1)  Bt»; 
=  (—  ly^^*'^  X  n\n  —  If-K  ..{n  —  k  +  1) 


X  (a  +  k)'-\a,+  ky-K  . .  (0,4-  *)-"  X  V.+. 

é.  CfOnsiderando  ancora  il  determinante  A^'^-i  >  possiamo  racco- 
gliere ftiori  di  esso  i  fattori  (a-t-A;)""*  anche  in  altro  modo.  Si  os- 
servino le  seguenti  identità: 


<=  af  (a,+_fc)■'-^       _ 
(0,-1-  !)•_=  (0.-1-  l);^(o,-H  kr-yi,+  n),_ 
(o,-!-  2)»  =  (0.+  2)'-»(o,+  A;)-*(o,-}-  «)« , 

(o,-|-  kY=  (o,-h  A;)~^(o.-f-  «)"■" 

Ne  vien  di  conseguenza  che 

(13)  Ait  =  (a  +  *)"'^ .  •  •  (Ok  +  A:)^X 

o^  (o  -l-l)^'(o  -hn)    (o  +2)1^(0  +ny...   (a  +m)'^ 
«r  (ai  +  l)^ai+n)    (Oi-l-2)^o, +«)■*"...  (a,+n)^ 


X 


oj    (akfl)'--'(o,+n)    (o, + 2)'' -'(o, +«)'...   (0,4»)* 
Possiamo  quindi  affermare  che  è 


(14)  at  = 


a^    (o  + 1)"  -  '(o  -f  n) ...  (o  -j-n)" 
of  (o.-f-l)^(o.4-n)...  (o,+n)^ 


■^k»+') 


ai    (o,Xl)-'(ak+«)-  («.+«)" 

=  (- 1) * n*  («  -  1)"-' . . .  (n  —  A;  -^- 1)  X  V.„ 

5.  n  determinante  del  tipo  Hankel  (*) 


H« 


m-l-1' 


( 


( 


m  + 


1  ( 

m     )  \         m 

m  +  w  +  l\  /w  +  w  +  2 

m        ì  \         m 


m  +  w  +  1  \ 


/  2m  -f-  »  ^ 
/2m  -I-  M  -H  1\ 


( 


2m  +  n\      (2m  +  w  +  1 


m 


)  ( 


m 


)•■•  r+") 


si  collega  coi  determinanti  Bk+i .  Ed  invero  si  può  scrivere 


(*)  Veggftsi  Pascal,  I  i9Ur minanti,  Manaale  Hoepli. 
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è  caso  particolare  del  determinante  A,  a  meno  del  fettore  tt — r^^r^. 

Infetti,  se  nel  determinante  H^J^i  si  raccoglie  il  fettore  j — comune 

a  tutti  gli  elementi,  si  trova 

{n  -^  if  (n  +  2)»  ...{n  +  m  +  1)~ 

(n  +  2)^  (w  +  3)»  ...(m  +  m  +  2f 

•     •     •     7 J     • 

(w  +  w  4-  1)"  (n  +  m  +  2)" . . .  («  -ì-  2m  +  1)" 
epperò  il  determinante  A^i ,  nel  quale   si  feccia  n  =  m,  k  =  m] 

Segue  da  ciò  che 


H(b)     


^m-l-1 


(K) 


n-t-1 


i(m+l) 


(15)  HL'U=S  Jì!^^      !'•  2'. . .  ./»"X  I  1 


(_m)- 


6  . . .  m  =( — 1)' 


6.  Anche  il  determinante  di  Stern  scaturisce  immediatamente 
da  Bf^i.  Infetti  tale  determinante  è  del  tipo 


(16)  S.^,= 


1 
1 


("')  (2)  -  (*■) 


'  ("1)  (2)  -  (% 

quindi,  a  meno  del  &ttore 


(_1)T''^+" 


1     2...  k 


{a—k+iy    {a—k+2y-\..  1 
(a^—k—lf  (a,—*; 4-2)'^...  1 

{a^—k+lf  {a,—k+2)^..  1 


(- 

j.T"**» 

1 

2... 

k 

il  determinante  Sk+i  coincide  col  determinante  Bi^\ ,  nel  quale  siano 
posti  a — k-\-l ,  a^ — i-f-1  ?  •  •  •  ?  ^k — k-\-l  in  luogo  di  a,  a^, . .  . ,  a^. 
Ne  consegue  naturalmente  che 

(17)  Sm..=        ^' 


k+i 


X         ^   •••      K 


7.  n  determinante  di  Zeipel 


(18)         Zft."= 


( 


\p)      li>  H-  ij  •  •  •   U  -»•  fcj 

/m+l\ 


7»  -+-  IWm  +  1\ 

P    ì\p-\-v  '" 


Ini  +  A;\  Im  +  k\  /w  +  fc\ 

l   p   j  U  +  ij  •  •  •  li>  +  fcj 


> 
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za,"'  = 


'k+l 


(:)  C) 


m—p 


m\  {m—p)  (w— p— 1) 


(:) 


m\  (m — p){m — p — l)...{m^p — fc+l) 


(p+l)(p+2) 


C) 


/w+l\  /m4-l\m— p  +  l  /m+ 1\  {ni—p 4- 1  )  jm—p) 
\   P    )\   P    1     i>  +  l      l    P    )     (i)-Hl)(p  +  2)     • 


!>/  (p  +  l)(p-h2)...(p-|-A;) 

m-l-l\  (m — /)-»-l)(m— /})... (m—p — i4-2) 


rr) 


(p  +  l)(p+2)...(p+fc) 


/m+Ar\  /m+k\m—p-^k  /m-f fe\  (m-j?-f fe)(m— p+Ar-1)     /m-f A;\  (m— p-i-A:)(m—p+ib— !)...( w—p-f-1) 
\   P    )\    P    )     P+1      l   1>    j         (p  +  l)(p+2)         "'l    p    j 


(i>^-l)(p+2)...(p+Jb) 


ossia,  raccogliendo  i  fettori  binomiali  di  ciascuna  orizzontale,  e  quindi 
invertendo  Fordine  delle  verticali,  raccogliendone  pure  fuori  deter- 
minante i  denominatori  comuni, 


ZLV^=(-1)* 


t(k+l) 


(m\    /m+l\        (m-^k\ 


X 


(m—p—k+^lf    {m—p—k+2f-'...     {m—p)  1 


(m-^4-1)^  (^-^+2)»^-*  ...(m—p+k)    1 


H  determinante  qui  ultimo  scritto  è  manifestamente  un  Bil^i , 
dove  sono  m  — p  —  fe  +  1 ,  m  — p  —  fc  -f-  2, .  . . ,  m  — p  +  1  ordi- 
natamente in  luogo  di  a,  ^1,  a, . . . ,  a,,. 

Per  tal  modo  si  trova 

r20ì    g«n.p)-H'     P    ì\    P    '"\    P     I 


{'t')( 


.  )-m 


Nel  Manuale  del  prof.  Pascal,  già  menzionato,  si  trova 


(20-) 


Z(m.  p) 
k+l    


(m  +  k\(m  +  k  —  l\  (m  +  k  —p  4-  1\ 

[k  +  l)[     k  +  l     }•••   [         k  +  l         j 


(p  +  k\(p  +  k  —  l\  /fe  -h  1\ 

[k  +  l)[     k+l     )'•'   [k  +  lì 


Io  propongo  ai  lettori  del  Periodico  la  diretta  dimostrazione  dal- 
l' identità 


(m+l\  (m-'r2\     (m+k\ 


(m+k\  (m+k — 1\     (m+k—p+l\ 
\k+lj\    k+l    )"•[      k+l       ) 


cru'n-m 


(p+k\  (p+k—l\    (k+l\ 
\k+l)[    k+l   j-[k+l) 
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8.  Appartengono  al  tipo  A  certi  determinanti  che  presentano 
uno  smussamento  ricolmo  di  zeri.  Per  es.,  se  a  è  un  intero  positivo 
minore  di  A,  e  si  considera  il  determinante  di  Hankbl  del  tipo  Ai^i , 

che  incomincia  con  ( — a)"  ,  per  n  >  fc, 

(— aj»  (— a+1)"        ...  (— a+a)^         (_a+a-fl)»         (_a-|-a+2J»"       ...(— a+Ar)»" 

(—a  4-1)»"       (— a+2)^      ...  (—a+a-f  1)»"  (— a-a+2)»'       (— a+a  +  3)»"     ...(— a+A;  +  l)"" 

(— a+aj^       (— a+al-l)^..  (— a  +  2a)^      (_a+2a4.1)«""    (— a4.2a+2)^    ...(— a-|-a+A:)»" 
(_a4.a4.1)^(— a4-a+2)"'...  (— »+2a-f  1)°7— «-f2a  +  2)»~    (—a  +  2a  +  3)»~  ...(— a+a-fA:-|-l]° 

(— a+Arj^        (—a-l-Ar  f  1)^...  (— a-f  a+A;)^  (>_a4  a-f  Jb4-1)M— a^a  +  Aj+S)»"...!— a+2A;)«" 

esso  è  appunto  il  determinante 


0 

0 

•     •     • 

0                  1" 

...  (fc  —  a)" 

0 

0 

•    •    • 

1"                  2» 

...  (Jfc  _  a  +  1)- 

0 

l-~ 

•    •     « 

a"                   (a  +  1)» 

•  •  •    fC 

!=■ 

2=^ 

■      •     • 

(a  +  1)~      (a  4-  2)=^ 

...  (ft  +  1)^ 

2^ 

3^ 

•     ■     • 

(a  +  2)"        (a  +  3)- 

...  {k  +  2f 

ik- 

-  a)»~  {k  ■ 

—  a 

i  +  i)" 

•     •     • 

ft^                 {k  +  If 

...  (2fc  — a)« 

-(- 

ir 

X«' 
X    1 

-a)"  \k      a  +  l)-^. . 
2  . . .   w  —  1    n 

.(2jfc       a)— ^ 
.{n  —  k+  1) 

Per  conservare  questo  smussamento  è  ben  chiaro  che  basterà 
conservare  la  legge  indicata  per  la  successione  degli  elementi  fino 
alla  (a  -|-  2)-esima  orizzontale  ritornando  alla  arbitrarietà  per  gli 
elementi  iniziali  delle  rimanenti.  Si  potrà  allora  disporre  di  questi 
primi  elementi  in  maniera  che  il  determinante  di  tipo  A  presenti 
uno  smussamento  simile  anche  nel  vertice  opposto  a  quello  con- 
siderato. 

Così  pure  sono  facili  a  studiarsi  certi  altri  determinanti  consimili, 
nei  quali  si  trovi  una  distribuzione  di  elementi  nulli  in  striscie 
oblique  e  parallele  fi-a  loro. 


Napoli,  Giugno  1898. 


SUPPLEMENTO  ALL'aRTICOLO 

SULL.\  TEORIA  DELLA  DIVISIONE  E  DELL'ESTRAZIONE  DI  RADICE 

DI 

OTTO  STOLZ 

dell'università  di  innsbruck 


(•) 


Mi  sembra  opportuno  aggiungere  al  §  I  '^  Divisione  dei  numeri 
interi  „  anche  la  dimostrazione  del  seguente  teorema,  il  quale  tratta 
della  determinazione  delle  successive  cifre  del  quoziente  completo  o 
incompleto. 

A)  Essendo  a  un  numero  di  m  cifre,  b  un  numero  di  n  cifre,  e  a' 
il  numero  formato  dalle  prime  n  cifre  di  a,  se  si  ha  a'  ^  b,  il  quoziente 
di  a'  per  b,  sarà 

q  =  Co  10"-°  +  Ci  IO-"-—*  -f 

ove  Co  è  quella  cifra  per  cui  si  ha: 

Cob  <  a'  <  (Co  +  1)  b.  (a) 

B)  Se  si  ha  invece  a'  <  b,  il  quoziente  di  a  per  b,  sarà 

q  =  Co  10™-°-*  +  Ci  10"-"-'  4-  . . . . 

ove  Co  è  quella  cifra  che  si  determina  come  segue. 
Si  ponga: 

a  =  (  lOa'  +  a„  )  IO"-»-'  +  a'"  (0  <  a'"  <  10"— ^  (ji) 

ove  a„  indica  la  (n  -^  l)c8ima  cifra  di  a,  contando  da  sinistra  a  destra; 
dovrà  allora  Co  soddisfare  alla  condizione 

Cob  <  lOa  +  a„  <  (co  +  1)  b.  (y) 

Dimostrazione. 

A)  Dalle  (3)  e  (4)  (nel  luogo  citato)  e  dalla  precedente  relazione  (a) 

resulta  subito 

a  >  a' 10"-°  >  Co  10'"-"  6. 

Ma  dalla  relazione  (a)  abbiamo  pure 

(co-f  l)*-l>a', 
dunque 

(co  f  1)  10"-°  b  -  10"-°  >  a  10"-°, 

e  poiché  per  la  (3) 

10"-"  >  a\ 


(*)  Confronta  a  pag   89  di  questo  periodico.  Si  prega  di  eseguire  nell'articolo  citato  la  seguente 
correzione  pag.  94,  linea  H  invece  di  (12)  porre  (10). 
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avremo  infine 

(co  +  1)  10»-»  b>a'  10"-"  +  a"  =  «. 

B)  Dalle  relazioni  (^)  e  (y)  risulta  subito 

a>(10a  4  a„)10«— ^>ColO™-»-»6. 

Ma  dalla  relazione  (y)  abbiamo  ancora 

(co  +  1)  *  -  1  >  lOa'  +  a„ , 
da  cui  segue 

(co  -f  1)  10™-°-^  6  -  10—'»-^  >  (  lOa'  +  a„  )  10™-"-^ 

Inoltre  è 

Dall'addizione  delle  2  ultime  relazioni  segue  a  causa  di  (^)  la  di- 
suguaglianza 

(co  4  1)  10*»-°-^  b>a. 


■■♦♦» 


SULLA  RISOLUZIONE  IN  NUMERI  INTERI  DELLA  EQUAZIONE 

ax  +  hy  +  cz  ^  k 


Nella  maggior  parte  dei  trattiiti  di  algebra  le  formolo  risolventi  della 
equazione 

(1)  ax  '\-  by  -\-  cz  =^  k 

contengouo  tre  indeterminate,  e  quindi  danno  infinite  volte  una  mede- 
sima soluzione,  perchè  il  numero  delle  soluzioni  della  (1)  ò  soltanto  dop- 
piamente infinito.  Esse  formolo  perciò  non  son  molto  comode,  specialmente 
quando  si  voglion  dedurre  da  esse  le  soluzioni  intere  e  positive  della 
equazione  stessa.  Stimo  perciò  non  inutile  dar  qui  delle  formolo  che  non 
hanno  questo  inconveniente,  dimostrando  che  in  esse  rientrano  tutte  le 
soluzioni  intere  della  (1).  La  dimostrazione  è  del  tutto  analoga  a  quella 
che  trovasi  nell'algebra  del  Bertrand  per  le  formole  contenenti  tre  in- 
determinate. 

E  evidente  esser  condizione  necessaria  per  l'esistenza  di  soluzioni 
intere  della  equazione  (1)  che,  ammettendo,  come  è  sempre  lecito,  che 
a,  ò,  e,  k  siano  primi  tra  loro,  tali  siano  anche  a,  ò,  c.  Nel  dimostrare 
che  essa  condizione  è  anche  sufficiente  verremo  a  stabilire  le  formole  di 
cui  trattiamo. 

Infatti,  se  5  è  il  m.  e.  d.  ài  a  q  h^  si  può  scrivere 

db 

(2)  g-a?4^2/  =  ^ 
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purché  si  ponga  — ^t— -  =  ^,  cioè 

(3)  It  -\-  cz  -  k. 

Siccome  a,  b^  e  sono  primi  fra  loro,  S  è  primo  con  e,  dunque  la  (3) 
ammette  soluzioni  intere;  se  (/o»  ^o)  ^  ui^&  ^^  esse,  e  (xq,  ^o)  una  qua- 
lunque dell'altra  equazione 

a  b  ^ 

che  ammette  sempre  soluzioni  intere,  è  chiaro  che 

è  una  soluzione  della  (1). 

Osservando  poi  che  tutte  le  soluzioni  della  (2)  soii  date  da 

e  tutte  quelle  della  (3)  da 

^  =  ^0  —  ^9»  ^=3^0 +  89, 

si  vede  che  tutte  le  terne  di  numeri  date  dalle  formolo 

b 


j  a?  =  a 


S 


^^^  I  y  =  P-<^yo9  +  |* 

l  z  =  Y  -f  S9, 

sono  altrettante  soluzioni  della  (1).  Dimostriamo  che  in  queste  formolo 
rientrano  tutte  le  soluzioni  di  essa  equazione. 

Chiamando  x\  y\  z'  una  di  esse,  occorre  provare  l'esistenza  di  valori 
interi  di  '8'  e  ^  capaci  di  soddisfare  le  equazioni 

a?  —  a  =  —  cxq  9  —  -r-  iJ- 

y'  -  p  =  -  cyo  9  +  g-  * 

y  —  Y  =  5  9. 

Di  queste  intanto  l'ultima  è  conseguenza  delle  prime  due  :  infatri  da 

esse  si  ha 

a  (a?'  —  a)  +  è  (//'  —  p)  =•  —  e  9  {axo  -\-  by^)  ; 

e  siccome  per  l'identità 

(5)  a(a,'_a)+  6(y'-p)  +  c(y-Y)  =  0 

il  primo  membro  si  riduce  a  —  c{z' — y)»  ®  ^^  secondo  meuibro  è  eguale 
a  —089,   perchè  è  evidentemente 

(6)  gxq  +  ò^o  =  6, 
si  ricade  nella  terza. 
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Ora  le  prime  due 

—  CXo  ^  —  ^^  =  37    — a 

b         a 
ammettono  ciascuna,  rispetto  a  ^  e  d*»  soluzioni  intere,  perchè  ^  o  -r 

sono,  come  facilmente  si  deduce  dalla  (6),  primi  rispettivamente  con  o^o 
e  yo;  e  un  fattore  comune  di  e  e  r-,  oppure  di  ce  r-,  è  anche  divisore 

di  0?'  —  a,  o  di  y'  —  p,  come  mostra  chiaramente  la  (5)  dopo  averne  di- 
visi i  due  membri  per  §. 

Se  dunque  ^i  è  il  m.  e.  d.  di  ò  e  e,   e  Sa  quello  di  a  e  e  (i  quali 

coincidono  rispettivamente  con  quelli  di  ^  e  e,  e  di  r-  e  e)  potranno  con- 
siderarsi due  coppie  di  soluzioni  intere  (^pi,  ^)  e  (qp^,  ^9)  delle  equa- 
zioni 

;:—  CO  -f-  ^-^  iJ»  =        r , 

O9  0  Os  Og 

e  tutte  le  altre  soluzioni  saranno  date  dalle  formolo 

b  a       CL        ^^0  -i 

Rimane  perciò  da  provare  che  da  queste  formolo  potrauno  ricavarsi 

per  ^  e  d"  due  valori   interi   rispettivamente   eguali,  che,   per  maggiore 

chiarezza,   potremo  chiamare  cp'  e  ^\  Si  avranno  dunque  da  risolvere  le 

equazioni 

h  a 

-  hW^^  ~  IZ,V- -  <ft  -  f* 


le  quali  danno 


(7) 


I 


X  = 


-  (<pi  -  <f»)  -^  +  (»i  -  »»)g7-, 

e 


5iCa 

-  (ci  -  qp.)  ^"  -  (*x - *.)55; 

^ III 

Ci5a 
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Ora  dalle  identità 

h 

—  ca?o  cpi  —  —  '8'i  =  ^  —  a 

0 
n 

—  '^yo  <f 8  —  g-  S-g  =  y'  —  p 

facilmente  si  ha,  ricordando  la  terza  delle  (4)  e  dividendo  per  5i  Ci , 

<*.  oh 

—   ;>   ;>      (^a?o  cpi  -f  hy^  epa  -f  5  cp')  —  g.  >>    ^  (d'i  —  -B-g)  =  0 , 


e  siccome 


-r-t: —  è  primo   con  ^  ^   ^  ,  resulta  che  fl^  —  -S-a  è  divisibile 
^  Ci  Ca  0  ''i  Ca 

per    ^   ^      :  dunque  i  valori  che  si  ricavano  dalle  formole  (7)  sono  na- 
Oi  Oa  ^  ' 

meri  interi.  £  dunque  possibile  che  le  coppie  di  valori  di  ^  e  di  -d-,  di 
cui  è  stato  detto,  siano  eguali,  e  perciò  rimane  dimostrato  che  le  solu- 
zioni della  (1)  sono  tutte  quelle  che  si  hanno  dalle  (4),  quando  a  ^  e  ^ 
si  attribuiscono  tutti  i  valori  interi  possibili  positivi  o  negativi. 

PesAfo,  5  febbraio  del  1898. 

Giuseppe  M.  Testi. 


•»*•• 


8UL,L,A  DIVISIBILITÀ  DEI  l 


§  1.  Noti/Je  storiche.  —  Nei  principali  trattati  di  aritmetica,  per  tacere  dei 
minori,  la  teoria  della  divisibilità  dei  numeri  non  è  trattata  in  un  modo  cosi  com- 
pleto come  sarebbe  desiderabile,  perchè  non  vi  è  contenuto  un  criterio  generale  di 
divisibilità  indipendente  dalla  teoria  dei  numeri  primi,  ma  soltanto  vi  sono  rac- 
colti pochi  caratteri  di  divisibilità  per  alcuni  dei  primi  numeri  naturali,  i  quali  ca- 
ratteri sono  stabiliti  con  dimostrazioni  tra  loro  assai  simili,  ma  non  appariscono 
derivazioni  di  un  carattere  generale  unico,  in  guisa  che  sia  posto  in  evidenza  Tintimo 
legame  esistente  tra  quei  singoli  caratteri  come  pure  tra  le  loro  dimostrazioni. 

E  chiaro  inoltre  che  per  l'applicazione  stessa  del  criterio  generale  di  divisi- 
bilità dei  numeri,  dato  dalla  teoria  dei  numeri  primi,  sarebbe  utile  in  vari  casi  la 
conoscenza  di  un  numero  di  caratteri  particolari  di  divisibililàf  un  po'  maggiore  di 
quello,  assai  limitato,  finora  contenuto  nella  piii  parte  dei  trattati. 

Queste  considerazioni  mi  hanno  spinto  a  scrivere  la  seguente  nota,  nella  quale 
mi  propongo  di  dedurre  dalle  proprietà  più  elementari  della  teoria  delle  congruenze, 
un  criterio  generale  di  divisibilità,  che  io  chiamerò  Criterio  di  Pascal,  perchè  per 
stabilirlo  io  non  ho  fatto  che  dare  una  maggiore  estensione  ai  principi  contenuti 
in  un  trattato  di  quell'illustre  matematico,  che  è  forse  una  delle  sue  opere  meno 
conosciute.  (*) 


(*)  Pascal,  De  Xtoneri»  mnltiplicibus  ex  sola   characlerum  Numtrieoruìn  AdditioH0  agnotcendi». 
Trad.  italiana  dì  M.  R.  luogotenente  nel  R.  Coi-po  di  Staio  Maggiore.  Pisa,  Tip.  Nistrì,  1865. 
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Occapandomi  dì  questo  argomento,  trovai  nella  Zeitschrfft  fùr  Mathematik  und 
Phy9ik  von  D'  0.  SchldmUeh,  Kahl  u.  Cantar  (Berlin,  1891),  alcune  ricerche  par- 
ticolari di  Dietrichkeit,  le  quali,  fatte  nell'anno  1891,  diedero  luogo  ad  altre  ricerche 
e  osservazioni  di  Speckmann,  di  Dorsten  e  di  Haas,  comparse  nella  predetta  rivista 
nell'anno  successivo,  e  particolarmente  dalle  osservazioni  del  D'  Dorsten  mi  re- 
sultò che  le  regole  date  da  Dietrichkeit  nel  quarto  e  nel  quinto  fascicolo  della 
Zeitachrift  del  '91  potevano  considerarsi  tutte  come  casi  particolari  di  un  criterio  piìi 
generale  del  signor  Ferrin,  pubblicato  nei  Comptes  Rendus  de  VAssociation  frati- 
gaise  pour  Vavancemettt  de^  Sciences  (Séance  du  9  aoùt  1889).  Consultai  pure  questo 
criterio  e  non  lo  trovai  abbastanza  generale  né  fondato  su  proprietà  di  teoria  dei 
numeri  così  semplici  come  quelle  mercè  le  quali  io  ho  stabilito  il  criterio  che 
adesso  esporrò,  dopo  le  precedenti  considerazioni  e  notizie  che  mi  è  parso  oppor- 
tuno premettere. 

§  2.  Criterio  generale  di  divisibilità.  —  Sia  n  un  numero  intero  qualunque, 

scritto  in  un  sistema  di  numerazione  qualsivoglia  di  base  6.  Rappresentiamo  con 

ai,  at,  .  .  .  .  a. cip-i,  ap  le  cifre  di  questo  numero  n  respettivamente  degli 

ordini  P,  2^  .  .  .  ,  (p  —  l)«»iai«^  ptumo^  p  essendo  qualunque  e  supponendo  che  sia  in 

generale 

0<a.  <  6 , 

se  indichiamo  con  lo  zero  la  mancanza  di  unità  di  un  ordine  qualsiasi  in  ogni  si- 
stèma di  numerazione,  ed  escludiamo  che  le  o.  possano  esser  tutte  nulle. 

Sia  d  un  altro  numero  intero,  scritto  nello  stesso  sistema  di  numerazione  in 
cui  è  scritto  n,  e  pel  quale  supponiamo  soltanto  che  abbia  almeno  una  cifra  di 
meno  del  numero  n. 

Evidentemente  questo  numero  d  sarà  compreso  fra  due  successive  potenze  intere 
della  base  fr,  onde  potremo  scrivere: 

M-»  <  d  <  bi  , 

ove  g  è  un  numero  intero  qualunque  minore  di  p.  (*) 

Rispetto  a  questo  numero  d  preso  come  modulo,  si  può  stabilire  il  seguente 
gruppo  di  congruenze: 

1  =  1 

b^  =  b* 


(1)  &q-i^6«»-i 

l'I  b  ^  ri 


*    (mod.  d) 


Tp-q— 1 Ip-q 

ove  »'i,  ra,  . .  .  .  rp_q  sono  p  —  q  resti  successivi  della  divisione  di  b^  per  d. 
Dalla  (^  + 1)**^""*  di  queste,  moltiplicandone  ambi  i  membri  per  b,  si  ha: 

Jq+i  ^  n  b    (mod.  d) 

onde,  per  la  (q  -f  2)«**'"'  troviamo  : 

ò<i+^^ra     (mod.  d) 


(*)  Eseladiamo  che  bìr  rj&a&m,  ossia  che  d  sia  una  potenza  intera  della  base  b,  caso  qaesto,  la 
*    cui  trattatione  particolare  è  ovvia  a  farsi. 
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Questa  congruenza  può  essere  sostituita  nel  gruppo  (1)  alla  (g  4-  2)**'*"*  con- 
gruenza del  gruppo  stesso,  e,  operando  adesso  analogamente  con  la  (g  +  2)**'"^  e 
la  {q  +  S)'****"  congruenza  di  questo  gruppo,  e  così  continuando,  fino  a  che  si  sia 
operato  in  simil  modo,  tra  le  due  ultime  congruenze  del  {p  —  q  —  1  )*•»«"•  gruppo 
ottenuto,  perverremo  evidentemente  al  seguente  gruppo: 

1  =  1 


(mod.  (/) 


(,q-i 

6<i-i 

h<i 

'1 

ftq+i 

'•« 

Da  questo,  moltiplicando  ordinatamente  per  oi ,  as , . . . .  r7p  ambi  i  membri  delle  p 
congruenze,  deduciamo  pure  il  seguente  gruppo: 

Qi  b^a^  b 

Oz  b*  ^  ff8  '>* 


CTq+i  b^ 
Oq+2  ^*»+* 


flq+i  n 

ffq+2  fi 


flp  ^P-»  =  ap   fp-q 


(mod.  d) 


donde,  sommando  membro  a  membro  tutte  le  p  congruenze,  otteniamo 

(ai  +  Qib  +  Qib*  +  . . .  -h  ap  6p-»)  ^  («i  +  as6  +  , . .  +  a*»  b^-^)  + 

+  a^-^h'i  -f  a'J+^rs  +  . . .  +  «p  ip-q    (mod.  d). 

Ora  è  evidente  che  il  numero  proposto  n  è  il  primo  membro  della  precedente 
congruenza,  dalla  quale  dunque  deriva  la  seguente 

n  ^fli  4-  flsè  -h  . . .  4-  Oq  b^-^)  +  flq+i  n  -f  aq+«fs  +  . . .  «p  rp_q  (mod.  d); 

e  da  questa  resulta  il  seguente 

Tbobeha.  —  Il  resto  della  divisione  d*un  numero  intero  n  di  ^  cifre  per  un 
altro  numero  d  di  q  cifre  (q^p  —  1),  è  eguale  al  resto  della  divisione  per  d  della 
somma  del  numero  dedotto  da  n,  prendendone  le  prime  q  cifre  (degli  ordini  1®, 
2®, . . .  q««»"><»)  più  la  somma  dei  prodotti  delle  rimanenti  cifre  di  n,  moltiplicate  or- 
dinatamente (cioè  la  (q  +  1)~»"»  pel  V  resto,  la  q  +  2)"'"'»  pel  2°  resto  e  così  via) 
pei  primi  p  —  q  resti  successivi  della  divisione  per  d  della  prima  potenza  della 
base  b  che  supera  d  stesso. 

Esempio:  Supponiamo  dato  nel  sistema  di  numerazione  decimale  il  numero 
n  =  4618  e  il  numero  (i  =  61. 

Poiché  i  numeri  n,  r«,  corrispondenti  a  61  sono  39  e  24,  avremo 

4618  =  18  +  6  .  39  +  4  .  24     (mod.  61) 


ossia 


Cloe 


4618 
4618 


348  =  48  -f  3  .  39 
104  =    4  +  1  .  30 


165 


65  +  1  .  39  =  104  (mod.  61) 


43     (mod.  61) 


Dunque  4618  diviso  per  61  dà  43  di  resto  come  può  verificarsi  facilmente. 
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I  resti  successivi  della  divisione  per  d  della  prima  potenza  della  base  b  che 
supera  d  stesso»  cioè  i  numeri  ri,  rs, . . .  rp-q,  che  possono  essere  anche  nulli /i/^/t 
o  da  un  dato  momento  in  poi^  corrispondono  in  modo  determinato  a  ogni  divisore  d, 
e  sono  con  esso  invariabili,  rispetto  a  qualunque  dividendo  n  ;  li  chiameremo  perciò 
moltiplicatori  fissi. 

Ciò  premesso,  pel  teorema  precedentemente  dimostrato,  enunciamo  senz'altro 
esplicitamente  il  Criterio  generale  di  divisibilità  che  volevamo  stabilire,  e  cui  diamo 
il  nome  di 

Criterio  di  Pascal.  —  Dato  un  numero  quaUinque  intero  n  di  p  cifre  e  un 
altro  numero  intero  qualunque  d  di  q  cifre  (q  ^  p  —  1)}  per  sapere  il  resto  della 
divisione  di  n  per  d,  si  calcolino  i  primi  p  —  q  moltiplicatogli  fissai  corrispondenti 
a  d;  si  stacchi  da  n  il  numero  formato  dalle  sue  prime  q  cifre  a  destra,  e  si  ag- 
giunga ad  esso  la  somma  dei  prodotti  delle  rimanenti  cifre  di  n  moltiplicate  ordi- 
natamente (cioè  /rt  (q  -f-  !)••*"■  da  destra  pel  pi'tmo,  la  (q  +  2)«»''"»  pel  secondo  e 
così  via)  pei  moltiplicatori  fissi  calcolati.  Il  numero  n'  così  ottenuto  è  congnio  ad  n 
rispetto  a  d;  e  operando  con  n'  come  si  è  operato  con  n,  e  così  proseguendo,  per- 
verremo infinn  a  un  numero  congruo  a  tutti  i  precedenti  n,  n',  .  .  ,  e  così  piccolo 
che  si  possa  calcolare  a  memoria  il  resto  della  sua  divisione  per  d.  Questo  sarà  il 
resto  domandato,  onde  se  questo  resto  sia  zero,  n  sarà  divisibile  per  d. 

Esempio:  Sia  n»  264329  e  (2  «=  13  nel  sistema  di  numerazione  decimale. 

U  numero  n  avendo  6  cifre,  e  d  avendone  2,  occorrono  4  moltiplicatori  fissi 
corrispondenti  al  13,  i  quali,  come  si  trova  assai  speditamente,  sono  9,  12,  3,  4; 
onde  il  numero  dato 

w  =  29  4-  3.9  -h  12.4  +  6.3  4-  2.4  =  130  =  30  +  1.9  =  39  =  0  (mod.  13). 

Ne  concludiamo  che  il  264329  è  divisibile  per  13,  come  può  verificarsi  diret- 
tamente colla  divisione. 

Sia  ancora  n  -=■  68903254  e  d  =  1  pure  nel  sistema  di  numerazione  decimale. 
Occorrono  adesso  7  moltiplicatori  fissi  corrispondenti  al  divisore  7,  i  quali  sono 
3,  2,  6,  4,  5,  1,  3;  onde  il  numero  dato 

fi=4  +  ò.3-t-2.2  +  3.6-f  .4-9.5+8.1  +  6.3=112=2  +  1.34. 1.2=0  (mod.  7) 

onde  concludiamo  che  il  68903254  è  divisibile  per  7. 

Osservazioni.  —  1*.  All'obiezione  che  può  esserci  fatta  relativamente  alla  uti- 
lità pratica  del  criterio  testé  stabilito,  rispondiamo  col  fare  osservare  che  in  gene- 
rale, appunto  nella  pratica,  un  divisore  d  non  ha  più  di  tre  0  quattro  cifre  ed  n 
non  ne  ha  più  di  cinque  o  sei.  Onde  per  un  divisore  di  tre  o  quattro  cifre  si 
hanno  da  calcolare  soltanto  due  o  tre  moltiplicatori  fissi,  e  per  un  divisore  di  una 
o  due  cifre,  i  moltiplicatori  fissi  si  possono  calcolare  con  tutta  facilità  e  a  me- 
moria, quando  non  si  disponga  addirittura  d'una  tavola,  come  quella  che  diamo  in 
fine  di  questo  lavoro,  nella  quale  sono  calcolati  quelli  d'uso  più  frequente,  corri- 
spondenti ai  numeri  primi  da  1  a  101  incluso,  nel  sistema  di  numerazione  decimale. 

2*.  L'algoritmo  mediante  il  quale  possono  essere  calcolati  i  moltiplicatori  fissi 
corrispondenti  ad  un  qualunque  divisore  d,  è  assai  semplice;  e  se  vogliamo,  può 
considerarsi  ridotto  a  un  numero  finito  di  moltiplicazioni  e  sottrazioni.  Ora,  dal- 
l'algoritmo medesimo  col  quale  si  calcolano  questi  moltiplicatori  fissi  apparisce 
che  essi,  da  un  dato  momento  in  poi  devono  ripetersi  tutti  0  in  parte. 

Tre  casi  possono  darsi: 

1^  (f  è  primo  colla  base  b  (e  quindi  anche  con  &'i,  prima  potenza  di  b,  che 
supera  d). 
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2^  d  non  è  primo  con  d,  ma  —  è  primo  con  d,  essendo  d  il  massimo  comun  divi- 

o 

sore  di  (2  e  &i. 

S^  d  non  è  primo  con  b  e  neppure  —  è  primo  con  b. 

Per  esempio,  nel  sistema  di  numerazione  decimale,  i  numeri  23,  28,  24,  sono 
respettivamente  nel  primo,  secondo  e  terzo  caso. 

Nel  terzo  dei  casi  di  sopra  distinti  è  contenuto  anche  ogni  numero  d  tale 

che  T-  non  abbia  fattori  primi  diversi  da  quelli  della  base  6,  come  per  esempio  i  nu- 

mari  32,  80,  etc.  nel  sistema  di  numerazione  decimale. 

Allora,  dalle  note  condizioni  necessarie  e  sufficienti  affinchè  una  frazione  irri- 
ducibile sia  trasformabile  in  un  numero  decimale  finito  o  in  un  numero  decimale 
infinito,  periodico  semplice  o  misto,  resulta  immediatamente  che  nel  primo  e  nel 
secondo  caso  i  moltiplicatori  fissi  corrispondenti  &  d  sì  ripeteranno  tutti  quanti  da 
un  dato  momento  in  poi,  mentre  nel  terzo  caso  vi  sarà  un  gruppo  di  moltiplicatori 
fissij  che  non  si  ripeterà,  seguito  da  un  altro  gruppo  di  essi,  rìproducentesi  indefi- 
nitamente; non  escluso  beninteso  in  tutti  i  casi  che  il  gruppo  rìproducentesi  inde- 
finitamente sia  costituito  pure  unicamente  dallo  zero. 

Chiameremo  periodo  il  gruppo  dei  moltiplicatori  fissi,  che  si  riproduce  indefi- 
nitamente, ed  antiperiodo  il  gruppo  di  essi,  che  non  si  riproduce.  Nel  caso  in  cui 
si  abbia  antiperiodo  e  periodo,  adopreremo,  per  distinguere  queste  due  parti,  una 
piccola  linea  orizzontale  che  porremo  al  disopra  dell'insieme  delle  cifre,  di  cui  è 
costituito  il  periodo. 

I  moltiplicatori  finsi  corrispondenti  a  un  divisore  qualunque  d  formano  dunque 
sempre  un  gruppo  periodico,  a  cui  aggiungeremo  il  nome  di  semplice  o  misto,  se- 
condochè  non  esisterà  oppure  esisterà  Tantiperìodo. 

Per  esempio,  i  moltiplicatori  fissi  corrispondenti  al  7  formano  il  gruppo  perio- 
dico semplice  (3,  2,  6,  5,  4,  1),  e  così  quelli  corrìspondenti  al  37  formano  il  gruppo 
periodico  semplice  (26,  1,  10);  mentre  quelli  corrispondenti  al  24  formano  il  gruppo 
periodico  misto  (4,  16)  è  così  al  48  corrisponde  il  gruppo  periodico  misto  (4,  40,  16). 

§  3.  Criteri  particolari  di  di  risibilità.  —  È  adesso  interessante  mostrare 
come  dal  Criterio  generale  di  Pascal  derivano  tutti  i  caratteri  particolari,  già  noti, 
nel  sistema  di  numerazione  decimale. 

Ad  =^2  corrisponde  il  gruppo  periodico  semplice  (0) ;  onde  secondo  il  criterio  di 
Pascal,  un  numero  qualunque  n,  diviso  per  2,  dà  lo  stesso  resto  della  sua 
cifra  delle  unità  semplici. 

A  d  =sp  3  corrisponde  il  gruppo  periodico  semplice  1  ;  onde,  un  numero  qualunque 
n,  diviso  per  3,  dà  lo  stesso  resto  della  somma  di  tutte  le  sue  cifre  con- 
siderate nel  loro  valore  assoluto. 

,  (;ss4  corrisponde  il  gruppo  periodico  misto  (2,  0);  onde,  un  numero  qualunque 
n  diviso  per  4  dà  lo  stesso  resto  della  somma  della  cifra  delle  sue  unità 
semplici,  più  il  doppio  della  cifra  delle  diecine.  (*) 

^  d  =  Ò  come  sl  d=^2  corrisponde  il  gruppo  (0),  onde  il  carattere  di  divisibilità 
del  5  è  lo  stesso  di  quello  del  2. 


(*)  Cfr.  Abzklà  e  Ihobaxi,  ^rf7in«/tra  rasionaU,  pag.  58.  Bologna,  Zanichelli. 
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A  (i  =  8  corrisponde  il  gruppo  (2,  4,  0),  onde  un  numero  qualunque  n  diviso  per  8  dà 
lo  stesso  resto  della  somma  della  cifra  delle  sue  unità  semplici,  più  il  dop- 
pio della  cifra  delle  diecine,  più  il  quadruplo  di  quella  dello  centinaia.  (*) 

„  (Z  =  9  come  a  d  =  3  corrisponde  il  gruppo  (1),  onde  il  carattere  di  divisibilità 
del  9  è  lo  stesso  di  quello  del  3. 

E  qui  torna  opportuno  osservare  che  in  generale  un  numero  n,  scrìtto  in 
un  sistema  di  numerazione  qualsivoglia  di  base  h^  da,  diviso  per  h  —  1,  lo 
stesso  resto  della  somma  delle  sue  cifre  considerate  nel  loro  valore  assoluto. 


,  d  =  11  corrisponde  il  gruppo  (1,  10)  onde  un  numero  qualunque  w,  diviso  per  11 
dà  lo  stesso  resto  della  somma  delle  sue  cifre  di  posto  dispari,  da  destra 
più  il  decuplo  della  somma  delle  sue  cifre  di  posto  pari.  (**) 

Cosi,  in  generale,  in  un  sistema  di  numerazione  qualunque,  di  base  ^, 
un  numero  »,  diviso  per  6  -|-  1  dà  lo  stesso  resto  della  somma  delle  sue 
cifre  di  posto  dispari  da  destra,  più  tante  volte  la  somma  delle  sue  cifre 
di  posto  pari  quante  sono  le  unità  della  base  h. 

y,  rf^25e  a  d«=125  corrisponde  lo  stesso  gruppo  (0),  onde  un  numero  qualun- 
que fi,  diviso  per  25  o  per  125,  dà  lo  stesso  resto  del   numero  formato 
dalle  due  cifre  dell'unità  semplici  e  delle  diecine,  o  di  quello  formato 
dalle  tre  cifre  dell'unità  semplici,  delle  diecine  e  delle  centinaia. 
Abbiamo  così  ritrovati  i  caratteri  particolari  già  noti  (e  osserviamo  che  i  ca- 
ratteri del  4  dell' 8,  e  dell' 11  non  sono  presentati  nella  maggior  parte  dei  trattati 
di  aritmetica  sotto  una  forma  così  semplice  come  quella  da  noi  riportata)  e  li  ab- 
biamo derivati  tutti  dal  carattere  generale  di  divisibilità,  da  noi  stabilito. 

§  4.  Tabella  dei  moltiplicatori  fissi  corrispondenti  ai  no  meri  primi  da  1 
a  101.  —  Per  accrescere  il  numero  dei  caratteri  particolari  di  divisibilità,  e  facilitare 
l'applicazione  del  Criterio  generale  di  Pascal,  uniamo  alle  precedenti  considerazioni 
la  seguente  tabella,  la  quale  contiene  i  gruppi  di  moltiplicatori  fissi  corrispondenti 
a  tutti  i  numeri  primi,  da  1  a  101  incluso,  nel  sistema  di  numerazione  decimale. 


OiTisore  primo 
d 

GRUPPO   CORRISPONDENTE 

Diiisore  frino 
(l 

GRUPPO   CORRISPONDENTE 

2 

(0) 

47 

(6,13,36,31,28 ) 

3 

(1) 

53 

(47,46,36,42, ) 

5 

(0) 

59 

(41,56,29,54,9, ) 

7 

(3,  2,  6,  4,  6,  1) 

61 

(39,24,57,21,  27, ) 

11 

(1,  10) 

67 

(33,62,  17,36,25, ) 

13 

(9.  12,  3,  4,  1,  10) 

71 

(29,  6,60,32,36, ) 

17 

(15,14,4,6,9, ) 

73 

(27,51,72,63,46,22,1,10) 

19 

(5,12,6,3,11 ) 

79 

(21,52,46,65,  18, ) 

23 

(8,11,18,19,6 ) 

83 

(17,4,40,  68,  16, ) 

29 

(13,  14,  24,  8,  2, ) 

89 

(11,21,32,53, ) 

31 

(7,  8,  18,  25,  2 ) 

97 

(3,30,9,90, ) 

37 

(26,  1,  10) 

101 

(91,  1,  10,  100, ) 

41 

(18, 16,  37,  1,  10) 

43 

(14,11,24,25,35 ) 

(*)  Cfr.  Arzbla  e  Ingraui,  Aritmttica  razionaU,  pag.  258  esercizio  161.  Bologna,  ZAnichelli. 

(")  a  i>  1)  ■  B       61' 
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Il  gruppo  corrispondente  ad  ogni  numero  primo  è  necessariamente  periodico 
semplice;  perciò  nella  precedente  tabella  abbiamo  tralasciato,  per  semplicità,  la 
linea  al  disopra  del  periodo,  racchiudendolo  semplicemente  entro  parentesi. 

OssBBv AZIONE.  —  Si  può  aucho  determinare  a  priori  il  numero  dei  numeri  del 
gruppo  corrispondente  a  ogni  divisore  d;  questa  ricerca  coincide  coU'altra  della  de- 
terminazione del  numero  delle  cifre  del  periodo  delle  frazioni  periodiche,  ricerca 
recentemente  fatta  con  chiarezza  ed  eleganza  dal  prof.  Bottini.  (*)  In  base  ai  risul- 
tati cui  l'egregio  prof.  Bottini  è  pervenuto,  si  può  aifermare  che:  ♦/  numero  dei 
numeri  del  gruppo  corrispondente  a  un  divisore  primo  d  d  eguale  al  quoziente  della 
divisione  d  —  1  per  il  massimo  comun  divisore  di  d  —  le  deilV  indice  della  base  b 
del  sistema  di  numerazione  rispetto  al  modulo  d.  Così  il  gruppo  corrispondente  al  37 
nel  sistema  di  numerazione  decimale,  si  compone  di  3  numeri;  quello  corrispon- 
dente al  73  si  compone  di  8  numeri,  etc.«  mentre  quello  corrispondente  al  23  si 
compone  di  22  numeri  etc,  come  è  confeimato  dalla  precedente  tabella. 

Alla  ricerca  precedente  è  poi  facilmente  riducibile  quella  piìi  generale  della 
determinazione  del  numero  dei  numeri  del  gruppo  corrispondente  a  un  numero  qua- 
lunque composto  di  più  fattori  primi. 

In  un  successivo  articolo  dedurrò  dal  criterio  generale  di  Pascal  altri  criteri 
particolari  di  divisibilità. 

Belluno,  Marzo  1898. 

Pbof.  Alberto  Conti. 


»  ♦■♦•♦  ■ 


QEMERALIZZAZIONE  DEI  SISTEMI  DI  NUMERAZIONE 


1.  Il  sistema  di  numerazione  decimale  è  sufficiente  a  rappresentare 
qualunque  numero  reale  e  positivo,  sia  intero  che  frazionario  od  irrazio- 
nale, usando  (s'intende)  della  virgola  e,  se  ocoorre,  di  un  numero  infi- 
nito di  cifre:  e  raggiunge  questo  scopo  esprimendo  i  numeri  con  un 
seguito  di  cifre  scelte  fra  quelle  0,  1,  2,  8,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  ciascuna 
delle  quali,  a  seconda  del  posto  che  occupa,  acquista  un  valore  speciale, 

appartenente  alle  categorie  dei  10»,  o  dei  y^.  Ogni  numero  si  esprime 

dunque  colla  somma  di  convenienti  numeri  (costituenti  un  gruppo  finito 
od  infinito)  scelti  fra  quelli  del  gruppo 

...lo^  io«,...io^....ioo,  100,... 100.  io,  io,. ..io,  i,  i,...i, 

(1)     .    f2)  (9)  (1)         (2)  (9)         (1)      (2)  (9)     (l)    (2)        (S; 

e  dell'altro 

11111  1  111 


10'  IO'*"'  10'  100  '  100  '•••  100  '■•"'  10»^'  IO»'"'  IO"'""' 

(0        (21  (9)        (1)  (2)  ^«n  ;l)  (2)  1.9Ì 


(*)  Cfr.  Periodico  di  Matatnaiica  diretto  dal  Prof.  Lazzeri,  anno  XII,  fascicolo  II. 
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i  quali  possono  complessivamente  ordinarsi  in  un'unica  serie,  per  es. 

(1)        (•)    (1)  (9)        (1)  (9)        (l)  (9)  (1)  (9)  (1)  (9)  (t)  (9) 

In  tale  sistema  di  numerazione  ogni  numero  ha  un  solo  modo  di  scrit- 
tura, eccezione  fatta  per  i  numeri  che  si  esprimono  con  un  numero  finito 
di  cifre,  nei  quali  una  delle  unità  dell'infima  specie  può  esser  soppressa, 
mettendo  in  sua  vece  le  cifre  9  di  tutte  le  specie  di  unità  seguenti.  Tali 
numeri  con  doppio  modo  di  scrittura  costituiscono  per  altro  un  gruppo 
di  1*  potenza,  come  risulta  per  corollario  da  un  noto  teorema  del  Cantor,  (*) 
poiché  le  combinazioni  di  gruppi  finiti  di  segni  scelti  in  un  sistema 
numerabile,  costituiscono  un  gruppo  di  prima  potenza;  il  continuo  di 
tutti  i  numeri  positivi  è  invece  di  potenza  superiore  alla  prima. 

Lo  stesso  può  dirsi,  per  es.,  del  sistema  binario,  il  quale  si  serve 
delle  sole  cifre  0  ed  1,  applicate  ai  numeri  dei  gruppi 

On     On— i  4.    5     1       a      

.    .  .  ^   ,    6         ,...,■£,   6,    X        o       o  ^   A    1  '  '  '    ou.^  '  '  '   ^ 

ì  cui  termini  possono  pure  disporsi  in  serie,  per  es., 

12—4—8—  2n  — 

^^248'*'        »  2*^  '  '  '  '  * 

e  cosi  può  ripetersi  anche  dei  sistemi  di  numerazione  con  altre  basi. 

In  sostanza,  in  uno  di  tali  sistemi  di  numerazione  a  base  unica  ogni 
numero  positivo  può  ottenersi  come  somma  di  un  gruppo  finito  od  infi- 
nito di  termini  scelti  in  una  conveniente  serie. 

2.  Viene  spontanea  la  domanda  se  la  questione  è  suscettibile  di  es- 
pere generalizzata,  cioè  se  possono  darsi  altre  serie,  e  quali  siano,  tali 
che  prendendo  tutte  le  somme  e  tutte  le  serie  dei  loro  termini,  con 
esse  si  rappresentino  tutti  i  numeri  reali  positivi. 

E  stato  dimostrato  {**)  che  sono  in  queste  condizioni  tutte  e  sole  le 
serie  divergenti,  che  godono  le  seguenti  proprietà:  1^  il  limite  inferiore 
dei  loro  termini  è  lo  zero;  2^  per  ogni  numero  positivo  a  si  ha  che  la 
somma  dei  termini  minori  di  oc  è  non  minore  di  a. 

Da  questa  ultima  condizione  discende  l'altra  che  la  somma  dei  ter- 
mini della  serie  minori  di  uno  di  essi  u^  ,  deve  essere  ^  u^  ;  ma  questa 
condizione  non  è  sufficiente,  e  perciò  non  può  sostituirsi  all'altra,  se  non 
per  le  serie  i  cui  termini  si  possono  disporre  anche  sotto  forma  di  una 
serie  illimitata  in  uno  o  in  due  sensi,  tale  che  ciascun  termine  sia,  in 
questa  disposizione,  maggiore  od  uguale  al  seguente.  (***)  Peraltro,  se  per 
ogni  termine  t«p  la  somma  dei  termini  minori  di  esso  è  uguale  ad  Up  , 
questa  condizione  (non  più  necessaria)  diviene  sufficiente,  cioè: 


(*)  Cfr.  anche  Bbttazzi,  Sui  ttitUnii  di  numerazione  pei  numeri  reali,  Feriodieo,  voi.  V. 
(**)  Bbttazzi,  Sulle  serie  a  termini  poeitivi  le  cui  parti  rappreaentano  un  continuo,  §  6.  Beadieonti 
della  B.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino.  Anno  1897-98. 
C")  Bettazzi,  l.  «?.  §  8. 
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Una  serie  divergente  di  cai  i  termini  (tutti  positivi)  abbiano  per  li- 
mite lo  zero,  e  tale  che  per  ogni  suo  termine  Uf^  la  somma  dei  termini 
della  serie  minori  di  u^  sia  uguale  ad  u^  ,  gode  la  proprietà  che  ogni 
numero  reale  positivo  può  rappresentarsi  con  una  somma  di  un  numero 
finito  0  di  un  numero  infinito  dei  suoi  termini.  (*) 

Queste  ultime  serie  si  dicono  sei'ie  minime, 

3.  Se  una  serie  è  tale  che  le  somme  deDe  parti  finite  od  infinite  di 
essa  rappresentano  tutti  i  numeri  reali  positivi,  si  vede  facilmente  che 
i  numeri  uguali  alla  somma  di  un  numero  finito  di  termini  sono  uguali 
anche  alla  somma  di  un  numero  infinito  di  termini  convenientemente 
scelti.  (**) 

Ma  le  serie  minime  sono  inoltre  tali  che  tutti  i  numeri  non  possono 
esprimersi  che  in  un  modo  solo  sotto  forma  di  somme  di  numero  infinito 
di  termini  :  ed  alcuni,  costituenti  un  gruppo  che  è  soltanto  dalla  prima 
potenza,  anche  come  somme  di  un  numero  finito  di  termini,  e  ciò  pure 
in  un  modo  solo,  ed  inoltre  sopprimendo  allora  in  questa  somma  finita 
uno  dei  termini  minimi  (o  il  termine  minimo)  e  sostituendo  ad  esso  tutti 
i  termini  delle  serie  minori  di  esso,  si  ha  quella  somma  di  infiniti  ter- 
mini che  rappresenta  lo  stesso  numero.  (*•♦) 

E  le  serie  minime  sono  le  sole  che  godono  di  tale  proprietà,  perchè 
nelle  serie  rappresentative  e  che  non  sono  minime  vi  sono  infiniti  numeri, 
costituenti  un  continuo,  che  hanno  più  modi  di  rappresentazione. 

Le  serie  citate  al  §  1  e  ohe  servono  di  base  ai  sistemi  di  numera- 
zione binaria,  decimale  ecc.,  sono  appunto,  com'  è  facile  vedere,  serie 
minime:  ed  infatti  sappiamo  che  con  esse  un  numero  può  esprimersi 
sempre,  e  in  un  modo  solo,  sotto  forma  di  decimale  illimitato,  e  che 
ogni  numero  intero  o  decimale  finito  si  può  trasformare  (in  un  modo 
solo)  in  decimale  illimitato  diminuendo  di  un'unità  la  cifra  ultima,  e 
sostituendo  ad  essa  tutte  le  seguenti  cifre  1  o  9  risp. 

Le  serie  ohe  saranno  adatte  ad  una  utile  generalizzazione  dei  sistemi 
di  numerazione  saranno  quindi  soltanto  le  serie  minime,  delle  quali  perciò 
sarà  conveniente  accennare  la  costituzione. 

4.  In  una  serie  divergente  minima  si  vede  facilmente  (****)  che  devono 
essere  in  numero  finito  i  termini  uguali  ad  un  medesimo,  eccezione 
fatta  per  quelli  uguali  al  termine  massimo,  se  o'è^  i  quali  dovranno 
essere  infiniti.  La  serie  quindi  consterà  o  di  un  numero  infinito  di  ter- 
mini maggiori,  e  di  una  serie  ordinabile  in  modo  non  crescente,  o  di 
termini  ohe  si  potranno  disporre  in  una  serie  illimitata  nei  due  sensi 

ordinata  in  modo  non  crescente.  Inoltre  si  riconosce  che  ciascun  termine 
sarà  sottomultiplo  del  più  prossimo  precedente  diverso  da  esso,  con  una 


(')  Bkttazzi,  {.  e.  §  9. 
('•)  Bkttazzi,  l,  e.  §  12. 
(•••)  Bettazzi,  l.  u.  §  13. 
(••••)  Bettazzi,  l.  e.  §  10. 
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sottomultiplicità  data   dal  successivo  del   numero  dei  termini  uguali  ad 
esso.  La  serie  si  potrà  dunque  ridurre  o  alla  forma: 

«1—1  *<-;;-  1  gg~  1 

r-jv  a         a        a  a         a  a 


Si  .*i         ^1^2  ^1^9       SiS2S^  5|^$2^8 


*n  —  1 


a  a 

•  •  •  •  ^^— ^— ^-^-^— ^^—  j .  • .        '  '  '  ■ 


di  CTq  «...  Od  ^1^8  ■  *  *  *  ^Q 

0  all'altra 


rg  —  1  rj  —  1  »*l  —  1  *1  —  1  'l  —  1  «n  —  1 

^^^'*  rt  a 

dove  gli  r  e  gli  s  sono  interi  >>1,  ed  a  è  un  numero  positivo  qualunque. 
Ed  una  serie  delle  forme  precedenti,  qualunque  sia  a,  rappresenterà 
sempre  tutti  i  numeri  reali. 

Se  nelle  serie  minime  si  vuole  ohe  tutti  i  termini  uguali  debbano 
essere  in  ugual  numero,  per  es.  p  —  1  (p  >■  1),  la  serie  dovrà  potersi  di- 
sporre cosi: 

jp  — i  p  — 1         p— 1       j»  —  1  p  "- 1  p— 1 

.^^^^^^^^^^n^^^^^k.  .^■■^^^^'^^^^^^k  .^a^^^v^^  .^■■■^^^^^^■^  .^■■■^^^^^^■^  .^^^^^^^H^^ 

ìQ\  nn  a        a      a        a        a        a 

^ój  ....  p°^fi ^...p'^dj  .,,jpciy„,pcLy  CI ,..,fl^,  — I"»  —  7  — Q»**'  — 9 '•••  —  '"•  —  »*••' 

/)        p     p        p        />"      p"^ 

e  se  in  particolare  non  deve  contenere  termini  uguali  (p  =  2)  dovrà 
potersi  ordinare  cosi: 

(4)  ....  2^a^  2°-  ^a, ....  4fl,  2rt,  a,  —,  -;rj— ^v 

Sono  di  queste  ultime  due  specie  le  serie  che  stanno  a  base  dei  sistemi 
di  numerazione  risp.  decimale  e  binario,  nelle  quali  a  =  1,  p  ^  10. 

5.  Colle  serie  minime  si  possono  costruire  sistemi  di  numerazione  che 
generalizzino  quelli  in  uso,  sistemi  nei  quali  l'unità  di  un  certo  ordine 
ne  valga  s  di  quelle  dell'ordine  seguente,  dove  s  può  esser  variabile; 
e  ciò  sommando  termini  di  serie  della  forma  (1)  o  (2). 

Se  si  prende  una  serie  divergente,  la  quale  si  possa  ordinare  in  serie 
illimitata  in  un  sol  senso  che  sia  non  crescente,  e  in  cui  i  termini 
abbiano  per  limite  lo  zero,  con  essa  si  potrà  rappresentare  qualunque 
numero  positivo,  essendo  soddisfatta  la  condizione  richiesta  nel  §  3, 
giacché  la  somma  *dei  termini  minori  di  un  numero  dato  consta  di  tutto 
un  pezzo  di  serie  da  un  certo  termine  in  poi,  ed  è  perciò  infinita.  Ma, 
appunto  per  tale  ultima  ragione,  la  serie  non  sarà  minima,  e  quindi 
non  vi  sarà  l'unicità  del  modo  di  rajjpresentazione  di  ogni  numero:  che 
anzi,  ogni  numero  si  potrà  rappresentare  in  infiniti  modi.  Ed  invero  se 
un  numero  è  la  somma  di  termini,  dei  quali  quello  coli' indice  minimo 
sia  u^  ,  sopprimendo  nella  serie  i  primi  termini,  fino  a  tutti  quelli  che 
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sono  «=  f/p  ,  dalla  serie  restante  potremo  ottenere  un'altra  rappresenta- 
zione del  numero  diversa  dalla  prima  e  da  quella;  operando  analogamente 
una  terza,  e  cosi  via. 

Per  68.  la  serie  armonica 

11     1 

rappresenta  qualunque  numero  positivo,  ma  ciascun  numero  in  infiniti 
modi. 

6.  Possiamo  esaminare  la  questione  se  per  istituire  un  sistema  di 
numerazione  per  tutti  i  numeri  reali  si  possa  ricorrere  a  un  gruppo 
qualunque  di  segni  arbitrari  ma  distinti  variamente  combinati  o  per  l'or- 
dine (cioè  per  il  posto  che  occupano),  o  per  la  loro  qualità,  o  per  il  loro 
numero. 

Osserviamo  intanto  che,  siccome  un  medesimo  segno  scritto  in  diversi 
posti  acquista  diversi  significati,  e  quindi  corrisponde  ad  altrettanti  segni 
distinti,  possiamo,  senza  ledere  la  generalità,  chiederci  se  possiamo  servirci 
di  un  gruppo  qualunque  di  segni  distinti,  variamente  combinati  e  per 
la  qualità  e  per  la  quantità. 

Se  si  tratta  di  un  gruppo  finito  di  segni,  chiaramente  con  esso  non 
può  (comunque  i  segni  si  combinino)  rappresentarsi  che  un  gruppo  finito 
di  numeri.  Occorre  dunque  che  il  gruppo  dei  segni  sia  infinito. 

Vediamo  se  ò  sufficiente  un  gruppo  infinito  della  minima  potenza 
possibile,  cioè  un  gruppo  numerabile  di  segni. 

Prendendo  da  esso  gruppi  finiti  di  segni,  e  combinandoli  comunque, 
sia  per  il  vario  numero  di  termini,  sia  per  le  varie  qualità  di  essi,  si 
ottengono  infiniti  gruppi  distinti,  ma  insufficienti  a  rappresentare  tutti 
i  numeri  reali,  come  discende  da  teoremi  di  Gantor,  e  come  esplicita- 
mente ■  dimostrai  in  questo  Periodico  ;  [*)  tali  gruppi,  presi  come  enti, 
costituiscono  un  gruppo  di  prima  potenza,  mentre  il  gruppo  di  tutti  i 
numeri  reali  è  di  potenza  superiore  alla  prima. 

Se  si  accetta  di  prendere  anche,  oppure  soltanto,  gruppi  di  infiniti 
segni,  allora  là  cosa  ò  possibile,  qualunque  sia  il  gruppo  numerabile  di 
segni  proposti.  Infatti  premettiamo  il 

Teorema.  —  Dato  un  gruppo  numerabile  di  enti  distinti  fra  loro,  se 
si  considerano  come  enti  tutti  i  gruppi  infiniti,  parti  di  esso,  il  gruppo 
di  questi  enti  è  della  potenza  del  continuo. 

Basta  provare  il  teorema  per  uno  speciale  gruppo  numerabile  G, 
giacché  preso  qualunque  altro  gruppo  numerabile  Oi  si  vede  che  si  può 
stabilire  una  corrispondenza  univoca  fra  le  parti  di  G  e  quelle  composte 
di  enti  che  occupano  un  analogo  posto  in  Gì,  e  che  quindi  i  gruppi  ot- 
tenuti da  G  e  da  Gì  hanno  uguale  potenza.  Ma  se  per  gruppo  G  si 
prende  una  serie  minima,  poiché   le   somme   delle   sue   parti   infinite  ci 


(*)  Bbttazzi,  D«f  sistemi  di  numerazione  per  i  numeri  reali,  §  3  {Periodico,  T.  V).  —  Id.  Fondamenti 
per  una  teoria  generale  dei  gruppi,  §  95  (ivi,  T.  XI). 
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danno  tutti  i  numeri  reali  positivi  e  ciascuno  una  volta  sola  (§  3),  si 
conclude  che  il  gruppo  di  queste  sue  parti  infinite  è  della  potenza  del 
continuo;  dunque  il  teorema  è  provato  per  un  gruppo  numerabile  qua- 
lunque. 

Corollario.  —  //  gruppo  avente  per  enti  tutti  i  gruppi  o  finiti  od 
infiniti,  parti  di  un  gruppo  numerabile  di  enti  distinti  fra  loro,  è  della 
potenza  del  continuo:  giacchò  un  gruppo  composto  di  due,  uno  nume- 
rabile ed  uno  avente  la  potenza  del  continuo,  è  esso  pure  della  potenza 
del  con  tinche. 

Possiamo  concludere  da  questo  teorema  che  con  un  gruppo  numera- 
bile qualsivoglia  di  segni  si  può  stabilire  un  sistema  di  numerazione 
tale  che  ciascun  numero  venga  rappresentato  una  volta  ed  una  sola, 
mediante  un  gruppo  di  infiniti  segni  tolti  da  quelli  della  serie  data,  e 
in  modo  che  ogni  possibile  gruppo  di  infiniti  fra  quei  segni  rappresenti 
un  numero.  Inoltre  si  potranno  anche  rappresentare  altri  numeri  (ripe- 
tendo, per  es.,  alcuni  di  quelli  già  rappresentati)  adoprando  gruppi  finiti 
di  segni,  scelti  fra  quelli  proposti  ;  ma  i  numeri  cosi  rappresentati  co- 
stituiranno un  gruppo  numerabile.  Per  es.  si  potrebbero  rappresentare 
tutti  i  numeri  positivi  reali  coi  gruppi  di  infiniti  segni,  e  coi  gruppi 
finiti  i  numeri  razionali,  i  quali  costituiscono  appunto  un  gruppo  nu- 
merabile. 

Torino,  Febbraio  1898. 

Rodolfo  Bettazzi. 


-«♦»- 


Caratteri  di  dlTÌsibilità.  —  Nell'ultimo  fascicolo  di  questo  Periodico  il  si- 
gnor Mariantoni  pubblicò  un  articolo  sui  "^  Caratteri  di  divisibilità  „  di  un  numero 
per  un  numero  primo  p  di  almeno  due  cifre.  Il  metodo  del  sig.  Mariantoni  si  fonda 
sopra  una  elegante  osservazione  relativa  alle  soluzioni  intere  del  sistema  inde- 
terminato 

\Ax+Btj^pz.{*) 

Si  ricorre  però  in  tal  modo  a  cognizioni  superiori  al  necessario,  ottenendo  in- 
tanto meno  di  quanto  sia  possibile. 

A  trovare  i  caratteri  del  sig.  Mariantoni  (**)  ed  altri  simili  ed  assai  più  sem- 
plici, (***)  e  valevoli  per  qualunque  numero  p  terminato  in  1,  3,  7,  9,  basta  invero 


(*)  La  quale  osservazione  però,  per  l'esattezza,  richiede  che  si  guppongnno  a  e  fi  tali  che  aa  e 
b  fi  aiano  entrambi  positivi,  o,  più  generalmente,  a  b  fi  primi  con  p:  così  è  effettivamente  neil'ap- 
{ilicazione  che  se  ne  fa. 

(**)  Non  si  ottiene  il  carattere  dato  dal  sig.  Mariantoni  pei  numeri  terminati  in  7  ;  ma  se  ne  so- 
stituisce un  altro  più  semplice. 

(***)  Si  ottengono  per  es.  caratteri  pratici  pei  numeri  terminati  in  1. 
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la  seguente  semplicissima  osservazione  di  aritmetica  elementare:  Di  ogni  numero 
della  forma  indicata  esistono  multipli  terminati  con  k  cifre  9  e  multipli  terminati 
con  k —  1  cifre  0  e  una  cifra  1,  dove  k  è  un  numero  arbitrario.  Detto  P  un  tal 
multiplo,  sarà  cioè 

p  =  10^  [1  4  (101^  —  1)  ovvero  P  =-  10^  v  j-  1. 

Sia  ora  N  un  numero:  N=^  10*^  A  +  B  dove  B  è  il  gruppo  delle  k  ultime  cifre 

di  N.  Sarà 

N  =  N  ±  PB  (mod  p). 

V.  Ma  per  P  =  10^  [i  -f  (10^  —  1) 

N.^PB  =  W[A-f  (|i+l)B]; 
2\  Ma  per  P  =  10^  v  +  1. 

N  —  PB  =  10^  [A  —  V  B]. 

Quindi,  poiché  p  è  primo  con  10,  N  sarà  divisibile  per  p,  se  tale  è  A  -f  (|ji  -+-  1) 
B  0  A  —  V  B. 

In  generale:  Se  un  numero  è  scritto  in  un  sistema  di  numerazione  di  base  a, 
la  sua  divisibilità  pei  divisori  di  a  si  riconosce  sulVultima  cifra.  Dei  numeri  primi 
con  a  esistono  sempre  multipli  terminati  in  un  gruppo  di  cifre  dato  ad  arbitrio:  in 
particolare  con  k  cifre  a  —  1  «  con  k —  1  cifre  0  e  una  1.  Per  tutti  i  numeri  primi 
con  a  si  hanno  quindi  caratteri  analoghi  ai  suesposti. 

Ho  esposta  la  precedente  semplicissima  osservazione  perchè,  per  quanto  io  so, 
non  si  usa  fare  nei  libri  di  aritmetica  un  ragionamento  di  questo  genere,  e  l'artì- 
colo del  sig.  Mariantoni  viene  a  confermarmi  in  questo  pensiero.  Ora  mi  pare  che 
il  precedente  ragionamento,  esposto  naturalmente  colla  necessaria  facilità,  possa 
ben  stare,  in  un  insegnamento  di  aritmetica  elementare,  al  confronto  di  quelli  che 
si  usano  per  la  dimostrazione  dei  caratteri  di  divisibilità  per  3,  9,  11  (che  com- 
prende d'altronde  come  casi  particolari);  e  sia,  per  la  sua  generalità,  didatticamente 
non  inutile. 

Il  carattere  trovato  può  poi   subire  trasformazioni  talvolta  convenienti.  Se  si 

decompone  N  in  gruppi  di  K  cifre,  a  partire  da  destra,  e  quindi,  incominciando  da 

sinistra,  si  moltiplicano  i  gruppi  successivi  rispettivamente  per  1,  [i  -f  1,  (ii  -f  1)*»— 

ovvero:  per  1,  —  v,  v*,  —  v*....  e  si  sommano  algebricamente  i  prodotti,  il  risultato 

differisce  per  un  multiplo  di  P  da  quello  ottenuto  coli*  applicazione  ripetuta  della 

regola  suesposta.  E  i  moltiplicatori  |Ji  -f  1,  (fi  -f  1)*> —  ^i  ^*»— ■  si  potranno  ancora 

alterare  per  multipli  di  p  :  in  tal  modo  si  vede  che  più  o  meno  presto  si  ritornerà 

al  moltiplicatore  ±  1:  è  quindi  finito  il  numero  dei  moltiplicatori  differenti  (per 

7  saranno  3;  per  37  pure  3,  per  ^•=l,  uno  solo  —  precisamente  1 — ,  per  À'=3;  ecc.). 

Il  lettore  potrà  formarsi  esempi  da  se  stesso. 

B.  Levi. 

Sulla  Quistione  278.  —  Ristabilendo  i  coefficienti  del  termine  in  xg  e  di  quello 
in  X,  che  devono  essere  rispettivamente  2  («'^  cosato  -|-è'*cosa))  e  ( — 2o"cos'a)) 
la  equazione  trovata  dal  sig.  Gallucci  per  il  luogo,  si  spezza  nelle  due 

(1)  x(n'^  ^  b'-)  COSO)  -f  2/(2 «'2  cos-o)  —  a'«  +  b'')  —  a'{a''^b'^)  coso  =  0 

(2)  a^cosco-f-y  —  rt' cos  (i)     -0, 

la  prima  sola  delle  quali  rappresenta  il  luogo  cercato,  la  (2)  è  la  normale  alla  conica 
data  nel  vertice  fisdo,  retta  estranea  alla  quistione.  Se  la  conica  data  è  parabola 
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la  equazione  trovata  dal  aig.  Galluccl,  che  deve  seriverBÌ 

x^  008*  (0  -|-  2xy  eoa'  o>  +  y*  eoa  2  a»  —  px  eoa*  co  — pi/  cos  o)  ««  0, 

ai  apezza  nelle  due 

(1)'  a?coa  »  +  !/■■  0 

(2)'  a?co8  (0  +  y  eoa  2 o»  =  ;>  eoa  o) 

la  prima  delle  quali  rappreaenta  al  aolito  la  normale  nel  vertice  fiaso;  il  luogo 
cercato  non  è  dunque  una  iperbole  ma  ai  riduce  alla  retta  (2)'. 

In  una  lettera  del  27  maggio,  il  eìg.  Prof.  Dror-Farny,  di  Porretruy,  espri- 
mendomi il  dubbio  che  la  soluzione  della  quìatione  278  fosae  errata  mi  comunicava 
la  seguente  elegante  soluzione  sintetica,  che  dk  la  interpretazione  delle  equazioni 
(l)f  (^Y'  *  Poiché  la  direzione  MM'  rimane  fiaaa  il  cerchio  AMM'  aega  la  conica 
io  un  quarto  punto  D  tale  ohe  la  direzione  AD  ò  antiparallela  a  quella  della  tan- 
gente in  A,  rispetto  agli  assi  della  conica;  AD  è  dunque  fissa  e  il  luogo  del  cerchio 

circoscrìtto  ad  MMM'D  è  la  mediatrice  del  segmento  AD  ,. 

V.  Rktali. 

Sulla  Qnistioiie  856*  —  Le  due  parabole  osculano  il  cerchio  nei  punti  Hi ,  Ha 

di  coordinate  x*^-^,  y  ■>»  ±  V^r*  —  4a':  8,  come  trova  il  Prof.  Barozzini,  ma  i 

punti  KiyKt,  de' quali  dà  le  coordinate  più  sotto  sono,  è  vero,  i  punti  diametral- 
mente opposti  ad  Hi,  Hs  ma  non  già  le  ulteriori  intersezioni  delle  parabole  col  cer- 
chio: ciò  ai  vede  subito  ricordando  cbe,  detto  Pi,  Ps  queste  intersezioni,  la  corda  Hi  Pi 
e  la  tangente  in  Hi  sono  egualmente  inclinate  sulla  ordinata  Hi  Hs.  La  costruzione, 
semplicissima,  delle  parabole  osculatrici  al  cerchio  e  aventi  ecc.  ecc.  è  la  seguente: 

Preso 00 ^^--O A,,  la  parallela  |  HiHs  |  condotta  da  0  alla  direttrice  data  sega  il 

cerchio  dato  nei  punti  di  osculazione,  se  Ai,  Ai  sono  le  projezioni  ortogonali  di  Hi ,  H» 
sulla  direttrice  i  fuochi  delle  parabole  sono  i  simmetrici  di  Ai ,  A%  rispetto  alle  tan- 
genti in  Hi ,  Ha.  Si  può  Aggiungere,  ma  non  è  neceasario  per  la  costruzione,  che  le 
rette  simmetriche  rispetto  ad  |  HiHs  j  delle  tangenti  in  Hi, Ha,  aegano  il  cerchio 
in  punti  delle  parabole  cercate.  I  fuochi  di  queste  due  parabole  sono  le  cuspidi  al 
finito  della  curva  del  aest'ordine  corrispondente  al  cerchio  dato,  nelle  trasforma- 
zioni indicate  nelle  quistioni  401  e  406  {Periodico,  T.  XIII,  pp.  85  e  125). 

V.  Retali. 

Sulla  Qalstlone  408.  —  La  seconda  parte  della  quistione  408  è  ancora  vera  in 
un  caso  più  generale,  e  cioò  allorché  gli  n  raggi  condotti  per  0  formano  fra  di  loro 
angoli  disuguali.  Dò  una  dimostrazione  geometrica.  Siano  OAi ,  0A8,....0An  gli  n 
raggi  uscenti  da  0  e  PHi ,  PH^ PHn  le  perpendicolari  condotte  da  0  rispettiva- 
mente su  OAi,  OAa, OAn.  Allora  è  chiaro  anzitutto  che  i  punti  Hi,  Ha,  —  Hn  giac- 
ciono tutti  sulla  circonferenza  che  ha  per  diametro  OP.  Essendo  poi  i  lati  dell'an- 
golo HiPHi  rispettivamente  perpendicolari  ai  lati  dell'angolo  AiOAs,  questi  angoli 
saranno  uguali  o  aupplementari,  e  quindi  in  ogni  caso  la  corda  HiHs,  che  sottende 
l'angolo  HiPHa  rimane  costante  al  variare  di  P  sulla  circonferenza  di  centro  0. 
Analogamente  si  dimostra  che  rimangono  costanti  le  lunghezze  dei  lati  HsHs,  HgH^.... 
HbHi.  Adunque  il  poligono  HiHs  .  .  .  H»,  avendo  sempre  i  suoi  lati  costanti  e  rima- 
nendo sempre  iscritto  nella  stessa  circonferenza,  rimarrà  costante  in  forma  e  gran- 
dezza al  variare  di  P  su  una  circonferenza  di  centro  0. 


194  PERIODICO    DI   MATEMATICA. 

Nel  caso  poi  che  le  rette  PHi ,  PHt ....  PHo  invece  di  essere  condotte  per- 
peiidicoì ai  mente  sui  raggi  OAi,  OAs,  .  .  . ,  OÀo  fossero  condotte  oblique  tutte  nello 
stesso  senso  e  inclinate  di  uno  stesso  angolo  a,  allora  si  vede  chiaramente  che  i 

vertici  Hi,  Hs Hn  del  poligono  giacciono  tutti  sa  una  stessa  circonferenza 

passante  per  0  e  P  e  in  modo  che  uno  degli  archi  OP  sia  capace  delTangolo  a. 
e  quindi  si  dimostra  con  un  procedimento  del  tutto  analogo  al  precedente  che  anche 
in  questo  caso  il  poligono  HiHi  .  . .  Hn  rimane  costante  in  forma  e  grandezza  al 
variare  di  P  su  una  circonferenza  di  centro  0.  Sicché  potremo  dire  in  generale: 
Se  da  un  punto  0  di  un  piano  sono  condotti  nel  piano  n  raggi,  al  variare  di  tm 
punto  P  in  una  circonferenza  di  centro  0.  rimane  costante  in  forma  e  grandezza 
il  poligono  che  ha  per  veì-tici  i  piedi  delle  perpendicolari  (o  delle  oblique  condotte 
tutte  nello  stesno  sen^o  e  inclinate  di  uno  stesso  angolo)  da  P  sugli  n  raggi. 

Notiamo  ancora,  come  è  facile  vedere,  che  ogni  qualvolta  due  raggi  del  piano 
coincidono  in  direzione  il  poligono  viene  ad  avere  due  lati  coincidenti.  Nel  caso 
poi  in  cui  tutti  gli  angoli  in  cui  si  divide  il  piano  sono  uguali  fra  di  loro,  se  il 
loro  numero  è  dispari,  si  ha  un  poligono  stellato  di  n  lati,  se  invece  è  pari,  allora 
i  raggi  coincidono  a  due  a  due  in  direzione,  e  quindi  si  ha  un  poligono  di  numero 
metà  di  lati  contato  due  volte. 

Nel  caso  che  gli  n  raggi  dividono  il  piano  in  n  angoli  uguali  si  può  trovare 
facilmente  una  semplice  formula  che  esprime  Parea  de)  poligono.  Scegliendo  uno 
dei  raggi,  per  es.  OA,  per  asse  delle  a;  e  la  perpendicolare  ad  esso  in  0  per  asse 
delle  y,  si  possono  esprimere  facilmente  le  equazioni  dei  raggi  e  quelle  delle  per- 
pendicolari condotte  ad  essi  da  0,  e  quindi  accoppiando  l'equazione  di  ciascun 
raggio  con  quella  della  perpendicolare  rispettiva  e  risolvendo  i  sistemi  d'equazioni 
così  ottenuti  si  trovano  le  coordinate  dei  piedi  delle  perpendicolari,  dopo  di  che 
applicando  la  nota  formola,  che  esprime  Tarea  di  un  poligono  in  funzione  delle 
coordinate  dei  suoi  vertici,  si  perviene  con  facili  riduzioni  alla  formola 

rip«        4n 

S  = sen  — , 

«  n 

essendo  p  il  raggio  delta  circonferenza  su  cui  può  muoversi  il  punto  P.  Notiamo 
però,  come  risulta  da  quello  detto  precedentemente,  che  nel  caso  di  ft  pari  questa 
formola  esprime  il  doppio  dell'area  del  poligono.  Sicché  in  generale  avremo,  qua- 
lunque sia  n, 

2  ftp»         4n 

sen 


3  +  (— ir    »  n  ' 

e  nel  caso  che  le  rette  OHi ,  OH», . .  . ,  OHo  venissero  condotte  oblique  tutte  nello 
stesso  senso  e  di  uno  stesso  angolo  a  nei  raggi,  si  ha  evidentemente 


cs»  2  fip2        4it 

3  _^  (^—1)»    «  n 


F.  Celbstri. 


-♦♦♦- 
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DELLE  PSTIONI 273* ,  m,  411, 413, 414, 415 


27»J*.   Un  cerchio  di  centro  0  è  segato  da  un  altro  cerchio  M  in  due  punti  op- 
jpoati  À  «  B:  dimostrare  che  ogni  cerchio  avente  per  diametro  una  corda  di  M 
passante  per  0,  sega  il  primo  cerchio  nei  due  estremi  di  un  diametro  perpendlco' 
lare  alla  corda.  Rbtali. 

Risoluzione  del  SIg.  Francesco  Celestri  studente  della  R.  Università  di  Pisa. 

Sia  CD  una  corda  del  cerchio  M  passante  per  0,  e  supponiamo  descritto  il 
cerchio  di  diametro  CD  il  cui  eentro  indicheremo  con  0'.  Conduciamo  nel  oerchio 
O'  la  corda  HE  che  passi  per  0  e  che  sia  perpendicolare  al  diametro  CD. 

Essendo  COD,  AOB  corde  dello  stesso  cerchio  M,  si  ha  per  un  noto  teorema 

(1)  OCXOD  — OAXOB==:ÓA*«ÒB*. 

Essendo  ancora  nel  cerchio  0'  la  corda  HK  perpendicolare  al  diametro  CD 
nel  punto  0,  si  ha 

(2)  ocxod  =  oh'-=(5k*. 

Deriva  dalle  eguaglianze  (1)  e  (2) 

OA«OH  — OK  =  OB, 

«  quindi  i  punti  H,K  appartengono  pure  al  cerchio  0,  e  sono  perciò  i  punti  d'in- 
tersezione dei  cerchi  0,0'  e  inoltre  la  HK  è  un  diametro  del  cerchio  0.  Adunque 
i  cerchi  0,0'  si  segano  nei  due  termini  di  un  diametro  di  0  perpendicolare  alla 
•corda  CD. 

409.  Determinare  la  forma  generale  di  una  funzione  di  quattro  lettere  x,y,z,u, 

z" 
tale  che  sostituendo  x  ad  y,  essa  si  riduca  identicamente  a  — ,  e  sostituendo  z  ad  u, 

/x\P  "° 

8Ì  riduca  identicamente  a  \—]t  essendo  m,  n,  p,  costanti  note. 

Aussakt-Carà. 
Risoluzione  dei  dott.  ing.  Claudio  Merizzi  di  Udine. 
Se  consideriamo  la  funzione 


(f)'(5) 


z^  .    .  /ir\  P 

è  facile  vedere  che  per  z  =  //  si  riduce  a  —,  e  per  ar  ==  m  si  riduce  a  I— I   .Se 

la  si  moltiplica  per  una  funzione  che  per  x  =  y,  e  per  z  «^  u  diventa  «»  1,  ed 
al  prodotto  ottenuto  si  aggiunge  un*altra  funzione,  che  per  x  ^»  y  e  per  2r  ■«  u  si 
•annulla,  si  ottiene  la  forma  generale  di  una  funzione  che  soddisfa  alle  condizioni 
del  problema.  Essa  è  dunque 

(x  -y){z-u)f{x,y,z,u)  [.v\  P  /^"\  X'^  -  "^  / 

«  ^  '      ^         (-1     (—1  -^(x-y){z''U)^'x,y,z,u\ 
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essendo  a  una  costante  arbitraria  finita,  ed  f{x,  y,  «,  u),  9  {x^  y,  *,  u)  due  funzioni* 
delle  X,  y,  m,  u,  soggette  alla  sola  condizione  di  non  diventare  infinite,  quando  si 
faccia  X  =^  f/j  oppure  «  -•  a. 

411.  ABC  è  un  triangolo  sferico  trirtttangolo  appartenente  ad  una  sfera  o  di 
centro  0  e  raggio  R.  Si  consideri  una  superficie  cilindrica  9'  avente  la  generatrice 
perpendicolare  al  piano  AOB  e  per  direttrice  Varco  AB  di  una  parabola,  situata 
in  questo  piano,  col  vertice  in  A  ed  avente  per  asse  la  retta  AO.  Dimostrare  che 
la  porzione  del  triangolo  sferico  limitata  dai  lati  AC,  BG  di  questo  e  dalla  inter- 
sezione di  o  con  a'  è  equivalente  al  quadrato  del  raggio  della  sfera. 

P.  Aussakt-Carà. 

Risolazione  del  prof.  V.  Retali  e  del  tlg.  E.  Stretti. 

L'equazione    del    cilindro    parabolico    «/'-«RCR  +  a?)    e   quella   della   sfera. 

a?*  -h  y"  +  «•—  R*,  danno 

V*  -  R» 
•^  =  — R- 
e 


i^-m' 


+ (-^1  ■-    " 


\dyj        Vr*  — y«^u?* 
l'area  cercata  è  dunque 

S=-R 


J/»R  />«— R»  /»R  

0  •/O  */0 


e,  integrando'  per  parti. 


R 


S  «  R  [e/arc  sen  |/l  -  ("5-)  *-  V^'  -  !/*]   ="^'- 

41A.  Sia  P  f'Z  punto  d'incontro  delle  tangenti  in  k  e  in  B  ad  una  conica,  AA'  ÌT 
diametro  che  passa  per  A,  C  il  punto  d'incontro  di  questo  diametro  colla  retta  con- 
dotta per  B  parallela  al  diametro  coniugato  ad  esso,  M  il  punto  d'incontro  della  BC 
con  VA'. 

1^.  Si  dimostri  che  ìi  è  il  punto  medio  di  BC. 

2^.  Si  trovi  il  luogo  di  M  allorché  A  rimane  fisso  e  B  si  muove  sulla  conica. 

Celkstbi. 

Rieeluzione  del  sig.  Pietro  Pioppa,  studente  della  R.  Università  di  Pisa. 

V.  Detto  H  il  punto  di  incontro  di  A  A'  con  PB,  è  H  polo  della  BC;  d'onde 
segue  che  i  quattro  punti  HCA'A  formano  un  gruppo  armonico;  proiettando  da  P 
sulla  retta  BC  sarà  armonico  pure  il  gruppo  dei  punti  BCM  «».  È  dunque  M  il 
punto  medio  di  BC. 

2^  Se  8Ì  indica  con  P'  il  punto  di  intersezione  della  tangente  in  A'  con  la  PB, 
la  AP'  passerà  manifestamente  per  M:  dunque  il  punto  M  è  dato  dalia  interse- 
zione dei  due  raggi  AP'  ed  AT.  Ed  ogni  altro  punto  della  specie  di  M,  ottenuto 
facendo  muovere  il  punto  B  sulla  conica,  mentre  A  ed  A'  rimangono  fissi,  è  in 
modo  analogo  dato  dalla  intersezione  di  due  raggi  dei  fasci  (A)  ed  (A'). 

Ma  questi  fasci  sono  proiettivi,  perchò  rispettivamente  prospettivi  alle  due  pun- 
teggiate proiettive,  che  la  tangente  nel  punto  mobile  B  segna  sulle  tangenti  fisse- 
in  A  ed  A';  quindi  essi  generano  una  conica. 


PERIODICO   DI   MATEMATICA.  197 

Si  può  osservare  che  la  conica  è  della  specie  della  data.  Ed  invero  se  questa 
è  una  ellisse  i  punti  M  per  le  costruzioni  con  cui  si  ottengono,  sono  tutti  a  di- 
stanza finita;  se  è  una  parabola,  è  a  distanza  infinita  il  punto  dato  dai  due  raggi 
paralleli  proiettanti  da  À  ed  À'  i  punti  corrispondenti  Pq^  e  P'^^  segnati  dalla 
tangente  alTinfinito.  Se  è  una  iperbola  sono  all'infinito  i  due  punti  dati  dalle 
coppie  di  raggi  paralleli  cbe  proiettano  la  intersezione  delle  due  tangenti  fisse  con 
i  due  assintoti. 

Altre  risoluzioni  analitica  e  geometrica  del  dott.  C.  Merizzi,  del  prof.  V.  Retali  e  del 
prof.  Radolfe. 

414.  Se  la  grandezza  A«  sia  minore  della  Bo,  e  siatw  ordinatamente  Ar  e  Bi 
le  medie  armonica  ed  aritmetica  di  Ao,  ^  B»;  As  e  Bs  le  medie  armonica  ed  arit- 
metica di  Al  a  Bi;  «^  così  i  nd  efinita  mente ,  le  riassi  (Ap)  e  (Bn)  sono  contigue  e  defi- 
niecoiio  la  media  geometrica  delle  grandezze  Ao,  Bo.  De  Zolt. 

Risoluzione  del  dott.  Ing.  Claudio  Merizzi  e  del  sig.  Aldo  Pinzi  studente  della  R.  Uni- 
versità di  Padova. 

Dalla  nota  disuguaglianza  2  AoBo  <  Ao'+  Bo^  aggiungendo  ad  ambo  i  mem- 
bri 2  AoBo  ed  estraendo  la  radice  quadratica,  si  ricava 

Bo 


IVAoBol  <-^ 


Da  quest'ultima  poi,  cbe  si  può  scrivere  sotto  4a  forma  ,      °   '^  .  < — ^— - — ^,  si 

IVAoBoI  ^ 

ricava  subito 

2  AoBo 


VAoHj  > 


Ao-f-Bc 


rne 


cioè  la  media  geometrica  di  due  grandezze  date  è  maggiore  della  loro  media  armo- 
nica, e  minore  della  loro  media  aritmetica. 

Segue  da  ciò,  ponendo  mente  alla  legge  di  generazione,  delle  due  classi,  che 
è  (Bn)  ^  (An).  La  differenza  tra  i  primi  termini  delle  due  classi  è  Bo  —  Ao:  la 
differenza  tra  i  secondi  termini  è 

rj  »  Ao    -^   Bo  ^  AoDo  _^  r>o   ~*~  Ao 

B.  -  A,  -= ^-__  =  (B.  -  Ao)^^^^-^-j^- 

Essendo  — — J ^   una  frazione  propria    {(certamente  <  —  |  si  può  dedu 

*J  (Ao  4"  B^;  \  1:  / 

in  generale  che  la  differenza  tra  due  termini  corrispondenti,  essendo  una  frazione 
della  precedente,  va  indefinitamente  decrescendo  Dunque  le  due  classi  sono  con- 
tigue. Osserviamo  finalmente  che  AiBi  = ^—^  .  ^ =  AoBo,  e  quindi  è 

Ao  -r  Bo  2 

in  generale  AoBo  =  AiBi  =  .  .  .  =  AnBo. 

Ma  la  media  geometrica  delle  grandezze  An,  Bn  (che  è  uguale  alla  media  geo- 
metrici di  Ao,Bo)  e  compresa  tra  Bq  ed  An:  e  poiché  crescendo  n  indefinitamente, 
la  differenza  Bn  —  An  ha  per  limite  zero,  si  deduce  che  la  media  geometrica  di 
Ao,  Bo  è  il  limite  comune  delle  due  classi  (An),  (BnJ,  e  può  così  essere  da  loro 
'definita. 
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415«  Propare  che  la  soluzione  generale  dell'equazione  differenziale 

d"qp 


r=0^  '    Ujdz' 


a 


dz"  ' 
dove  a  è  diverso  da  1,  è  data  da 


cpe»S  e.  e  ^~ 


At  f 


dove  ai  aa  . . .  a« . . .  aa  sono  le  n  radici  n^^  di  a,  e  Ci  ot ...  Cn  sono  n  costanti 
arbitrarie.  Vitali. 

Risoluzione  del  prof.  Radolfe  di  Lecce. 

L^ equazione  differenziale  data  è  lineare,  di  ordine  »,  incompleta  ed  a  coeffi- 
cienti costanti;  per  trovare  quindi  l'integrale  generale,  basterà  risei  vere  V  equa- 
zione caratteristica  ^  { — 1  )' (    1  ifc' ««  aik" ,  che  può  anche  scriversi  (l  —  Ap)"  =  aA:"  , 

cioè  1  — A;=»a,  &,  a,  essendo  una  delle  n  radici  n"*  di  a.  Si  ha  così  Àr= , 

1  -t-  a, 

e  però  l'integrale  generale  dell'equazione  differenziale  proposta  è 


e 


9  =  S  C,  g  !  +  «•*, 
•=1 

dove  Ci,  Ci,  cz . . .  Cn  sono  n  costanti  arbitrarie. 

Se  n  è  pari  ed  a.  è  radice  n"**  di  a,  ò  anche  — a^  radice  n^\  e  quindi  può 

scriversi  indifferentemente  k  =* o  k= ,  e  però,  per  n  pari,  può  dirsi 

1  -h  a,  1  —  a» 

anche  che 


_1 


y,  /..*!-«. 


è  integrale  generale  dell'equazione  differenziale  data.  Per  n  dispari  a  dev'essere 
diverso  da  — 1,  per  n  pari,  a  dev'essere  diverso  da  1. 


■«  •  » 


QUISTIONI  PROPOSTE 


419.  1^  Una  medesima  ioerbole  equilatera  passa  pei  vertici  d'un 
triangolo  e  pei  punti  H,  K,  0  del  medesimo. 

2®.  Tale  iperbole  equilatera  è  il  luogo  dei  punti  tali  che  le  anti- 
parallele ai  lati  d*un  triangolo  rispetto  agli  angoli  rispettivamente 
opposti,  condotte  da  essi,  tagliano  i  lati  del  triangolo  in  6  punti 
posti  sopra  una  conica.  Barozzini. 

420.  Se  si  considera  il  sistema  delle  formole 
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ove  f  è  la  fotma  quadratica  (nelle  uì) 

ed  è  ti<  =  M,a?,  +  u^x^  -f  tigic,  +  u^x^  (a:  =  §,7],^),  la  equazione 


199 


i\  r»  r.  i\ 

fìl     ^)    ^'l    Tl'4 

^  l     S«    ^  S     S  4 


=  0 


si  confonde,  a  meno  del  fattore  9*,  con  l'altra 

ove,  per  es.,  è  [x^iC  ^)  ciò  che  diventa  il  determinante  precedente, 
quando  al  posto  degli  elementi  della  2*,  3%4'^  orizzontale  si  pongono 
rispettivamente  le  y)i,  le  t^i,  le  '^;  e  dove  Xx  »  ^  invece,  ciò  che  di- 
venta lo  stesso  determinante,  quando  al  posto  degli  elementi  delle  me- 
desime orizzontali  si  pongono  ordinatamente  le  ^i  ,  y]ì  ,  ^1 . 

Del  Re. 

421.  Chiamando  Vi,  ra,  ra .  .  .  .  r» .  . .  i  valori  dei  resti  successivi, 
che  si  ottengono  nella  ricerca  d'una  comune  misura  tra  la  diagonale 
d  e  il  lato  l  d'un  quadrato,  e  ponendo  per  simmetria  l  ==  ro,  dimo- 
strare che  si  ha: 


l^ 


y-limS(-l)nr„ 
lim  2(r2n  —  firn)  =  0 


2^  Per  tutti  i  valori  dell'indice  p  da  1  a  00 


rp-i  =  2rp  +  f 


p+i  » 


r  p-i 


6r 


a 


^  p+i 


e  in  generale 


dove  le  an  sono  legate  dalla  relazione 

ffn4i  ~  2an  4-  a„_i. 
3^  a„  =  2  {  1  -f  2C*-^  -\-  2^  C*n  4-  2«  C^  +  . .  .  }, 

indicando  con  C»   le  combinazioni  di  n  elementi  m  ad  m. 

N.  B.  Relazioni  analoghe  alle  precedenti  si  potrebbero  ricercare  tra  i  valori 
dei  resti  che  si  ottengono  da  un  segmento  e  la  sna  sezione  aurea,  e  in  generale 
tra  i  termini  di  qualunque  progressione  geometrica  decrescente. 

B.  Bbttini. 

422.  Un  cerchio  col  centro  in  un  punto  variabile  P  di  un'ellisse 
passa  per  uno  dei  fuochi  0'  e  sega  il  raggio  vettore  che  unisce  P 
all'altro  fuoco  0  nei  punti  Pi,  P2.  Dimostrare  che  il  luogo  dei  punti 
Pi,  P2  è  una  curva  del  sesto  ordine  che  si  spezza  in  un  cerchio  di 
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centro  0  e  in  una  quartica  razionale  (curva  di  Jerabék)  avente  in  0 
un  nodo  e  in  0'  un  punto  tacnodale. 

423.  Un  triangolo  OVP  ha  due  vertici  fissi  mentre  il  terzo  P  per- 
corre un  cerchio  C*  passante  per  V:  dimostrare  che  il  luogo  del 
punto  P'  separato  armonicamente  da  P  mediante  il  punto-circolo  V, 
e  allineato  con  0,  è  una  cubica  razionale  circolare;  inversa  di  ellisse, 
parabola  o  iperbole  rispetto  a  un  suo  punto,  secondochè  il  centro  di 
C*  è  interno,  sopra  o  fuori  della  parabola  avente  0  per  fuoco,  e  per 
direttrice  la  perpendicolare  a  |0V|  in  V. 

424.  Du0  cerchi  tangenti  nel  punto  Y,  si  corrispondono  nella  in- 
versione di  Hirst  avente  per  conica  dei  punti  uniti  il  punto-circolo  V, 
e  per  polo  l'altro  centro  di  similitudine  dei  cerchi  dati:  si  desidera 
una  dimostrazione  analitica. 

425.  Trovare  lo  inviluppo  delle  iperboli  passanti  per  un  punto  0, 
avente  un  assintoto  dato  a,  e  per  secondo  assintoto  una  tangente  va- 
riabile di  un  cerchio  passante  per  0. 

426.  Da  un  punto  fisso  0  nel  piano  di  una  iperbole  si  conduce  a 
un  punto  variabile  P  della  curva  un  raggio  g  segante  un  assintoto  a 
nel  punto  Aj^  poi,  a  partire  da  À  e  in  senso  opposto  a  quello  del 

segmento  OP,  si  stacca  su  g  il  segmento  AP'  =  — OP:  trovare  il 
luogo  del  punto  P'. 

427.  Una  retta  h  è  simmetrica  di  un  assintoto  di  una  iperbole  W 
rispetto  a  un  punto  0  della  curva,  e  una  trasversale  arbitraria^,  con- 
dotta per  0,  sega  A  in  P  e,  di  nuovo,  la  curva  in  P':  dimostrare  che 
il  luogo  del  centro  del  segmento  PP'  è  una  retta  equidistante  da  0 
e  dall'altro  assintoto:  concluderne  la  soluzione  dei  due  problemi  se- 
guenti: costruire  la  iperbole: 

aj  dati  un  assintoto  a  e  tre  punti  0,  P'  Q'; 
b)  dati-  un  assintoto  a,  due  punti  0,  P'  e  la  direzione  dell'altro 
assintoto. 

428.  0  è  un  punto  di  un  cerchio  di  centro  C  e  raggio  R,  e  la 

R 
retta  m,  perpendicolare  ad  |0C|,  dista  da  0  di  -j-:  se  prendiamo,  so- 
pra un  raggio  variabile  g  del  fascio  0,  il  simmetrico  P'  rispetto  a  (mp) 
della  ulteriore  intersezione  P  di  ^  col  cerchio. 

1^  Dimostrare  che  il  luogo  di  P'  è  una  trisettrice  di  Mac-Laurin 
avente  0  per  punto  doppio,  e  |0C|  per  asse. 

2^  Costruire  Tassintoto,  la  tangente  in  P'ele  intersezioni  della 
curva  con  una  retta. 

V.  Retali. 

429.  La  sola  superfìcie  di  rotazione  le  cui  linee  di  curvatura  sono 
geodetiche  è  il  cilindro  circolare  retto. 

430.  Sia  P  un  punto  mobile  di  una  retta  r  e  PP^ ,  PP,  le  per- 
pendicolari condotte  da  P  a  due  rette  r» ,  r.^  complanari  di  r:  l'in- 
viluppo della  retta  Pj  P,  è  una  [)arabola. 

Cardoso-Laynes. 
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I.  Tonta.  —  Raggi  di  Rontgen  e  loro  piratiche  applicazioni,  —  Hoepli, 
Milano,  1898. 

Quest'opera  va  giudicata  soltanto  in  quella  parte  che  riguarda  le  applicazioni 
dei  raggi  X  alla  medicina  ed  alla  chirurgia;  tutto  ciò  che  l'autore  ha  scritto  in- 
torno agli  studi  teorici  su  queste  radiazioni,  al  loro  comportamento  ed  alle  loro 
proprietà  fìsiche,  è  un  po'  troppo  superficiale,  né  sempre  trattato  con  esattezza  scien- 
tifica o  sufficiente  cognizione  delTargomento.  Non  è  qui  il  caso  di  farne  un  esame 
particolareggiato;  né  d'altra  parte  si  poteva  chieder  molto  all'Autore,  medico  di 
professione.  Ci  limitiamo  soltanto  ad  accennare  che  egli  avrebbe  dovuto  almeno 
dire  qualcosa  di  più,  della  contribuzione  italiana,  che  in  questo  genere  di  studii 
non  fu  poca,  né  di  poca  importanza;  (*)  che  forse  nessun  fisico  si  troverà  disposto 
a  seguir  l'autore  in  certe  sue  considerazioni  di  forze  elettro-chimiche  e  di  analogie 
fulgurali,  per  assegnare  una  non  definita  genesi  ai  raggi  di  Rontgen;  che  la  stessa 
parte  relativa  alla  produzione  di  questi  raggi  ed  al  modo  migliore  di  ottenere  le 
radiografie,  dovrebbe  essere  molto  più  sviluppata  e  completata  da  avvertenze  pra- 
tiche. (**) 

Per  ciò  che  si  riferisce  alle  applicazioni,  in  specie  a  quelle  medico-chirurgiche, 
il  quadro  è  abbastanza  completo,  e  lo  svolgimento  non  lascia,  forse,  a  desiderare 
in  confronto  a  ciò  che  già  si  trova  in  altre  opere. 

L'opera  va  colla  solita  linda  e  accurata  veste  tipografica  che  il  benemerito 
editore  Hoepli  dà  ai  suoi  manuali;  é  ricca  di  figure  e  di  tavole,  alcune  delle  quali, 
se  non  nuove,  sempre  notevoli. 

Meritano  attenzione  i  casi  personalmente  studiati  dall'autore  nelle  cliniche 
tedesche.  E. 

C.  BuRALi-FoRTi  e  A.  Ramorino.  —  Aritmetica  e  norme  per  V insegna- 
mento nelle  scuole  elementari  ad  uso  della  2*  e  3*  delle  scuole 
normali.  —  Elementi  di  algebra  ad  uso  della  3*^  classe  tecnica. 

Da  una  nota  alla  prefazione  al  P  di  questi  volumi  risulta  che  il  Prof.  A.  Ra- 
morino ha  compilati  gli  Elementi  di  algebra,  e  corredato  i  due  libri  di  una  nume- 
rosa raccolta  di  esercizi.  Resta  così  assodato  che  autore  della  prima  operetta  ò 
il  Prof.  C.  Burali- Forti,  cosa  del  resto  evidente  per  chi  aveva  lette  le  Lezioni 
di  aritmetica  pratica  e  le  Note  scientifiche  e  critiche  alle  lezioni  di  aritmetica 
pratica  del  medesimo  autore.  Che  anzi  si  può  dire  che  il  nuovo  libro  di  aritmetica 
è  nel  suo  ordito  una  emulsione  delle  lezioni  di  aritmetica  pratica  e  delle  note 
scientifiche  e  critiche.  Questo  mescolare  discussioni  e  elementi  della  scienza  ha, 
specie  nelle  prime  pagine,  reso  il  libro  oscuro  e  alquanto  pesante.  È  certo  ohe  se 
l'a.  in  una  nuova  edizione  vorrà  migliorare  il  suo  libro,  dovrà  sfrondarlo  da  tutto 
ciò  che  é  discussione  e  critica. 


(*)  Cfr.  la  monografia,  completa  per  ciò  che  riguarda  la  letteratura  italiana,  di  B.  Pitohi,  Saggi 
di  BSntgen,  Torino,  Unione  Tipogr.  Editrice,  e  la  nota  opera  del  Murani. 

(**)  Vedi  le  monografie  sui  raggi  di  Rontgen,  di  Guillaume,  Majorana,  Murani,  Pitoni,  Thompson 
e  l'opera  di  A.  ed  F.  Battelli,  Trattato  pratico  per  le  rieercMe  di  tl€ttricità. 
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I/operetta  è  divisa  in  cinque  capitoli:  I  numeri  interi.  -  Grandezze.  -  Numeri 
razionali.  Numeri  reali.  -  Froporz  tonai  Uà.  Nel  primo  capitolo  dimostra  cbe  tutti 
i  termini  che  compariscono  nell'aritmetica,  si  pessono  definire,  quando  si  e  pre- 
cisato il  significato  dei  termini. 

Numero  intero.  Uno  (unità),  Successivo  di  un  numero. 

Su  questa  analisi  del  concetto  di  numero  l'a.  ha  basato  la  parte  teorica  e  le  norme 
per  r insegnamento  dei  primi  elementi  della  numerazione  e  delle  operazioni  fon- 
damentali. 

E  bene  notare  subito  che  fin  qui,  nella  parte  teorica,  si  parla  di  numeri  astratti 
(l'a.  mi  perdoni  se  per  comodità  uso  ancora  una  vieta  distinzione),  quindi  pare  che 
fin  dai  primi  giorni  si  debba  abituare  i  bimbi  a  considerare  i  numeri  interi  in  se 
soli,  cioè  indipendentemente  dalle  grandezze  che  possono  rappresentare.  Non  nego 
che  questo  metodo  possa  avere  l'approvazione  di  qualche  sindaco,  in  vista  della 
economia  che  si  raggiungerà  colia  soppressione  dei  pallottolieri,  dei  dischetti,  delle 
scatoline  e  di  tanti  eleganti  ninnoli  immaginati  per  invitare  i  bimbi  a  contare,  ma 
sono  certo  che  sarà  respinto  dai  maestri,  a  ragione  seguaci  del  princìpio  pedagogico 

procedere  dal  concreto  all'astratto. 

L'a.  stesso  nota  nel  cap.  8^  che  in  principio  si   debbono  adoperare  numeri  con- 
creti e  stampa  in  carattere  maiuscoletto: 

*  non  si  devono,  di  regola,  adoperare  i  segni  —  isolati,  ma  bensì  tenerli  sem- 

/i 

*  pre  uniti  ad  una  grandezza,  ossia  considerare  sempre  gli  enti  —  A  , . 

n 

L*a.  afferma  che  tenne  questo  ordine  *  perchè  non  si  conosce  un  metodo  ra- 
zionale e  scientificamente  rigoroso  per  dedurre  il  concetto  di  numero  da  quello  di 
grandezza;  e  perchè  d'altra  parte,  senza  il  concetto  di  numero  intero  non  si  pos- 
sono considerare  che  poche  proprietà  della  somma  e  della  differenza  delle  gran- 
dezze.... ,.  Ora  tutto  ciò  è  vero  ed  ha  gran  valore  scientificamente  parlando,  ma 
costa  nulla  per  insegnare  a  contare  a  dei  binibetti,  per  i  quali  i  numeri  stanno 
sempre  a  rappresentare  delle  grandezze  discrete.  Si  ha  quindi  una  contradizione 
fra  le  note  del  P  cap.  e  quelle  del  3^,  contradizione  che  si  può  facilmente  to- 
gliere, rimandando  tutte  le  norme  didattiche  alla  fine  del  cap.  8^ 

Ciò  che  è  staio  detto  di  questo  primo  capitolo  si  può  su  per  giù  ripetere  per 
tutti  gli  altri,  in  modo  da  poter  concludere  che  il  libro  è  buono  nella  parte  scien- 
tifica (vedi  ad  es.  la  teoria  degli  irrazionali),  ma  poco  ordinato  in  quella  didattica. 

Gli  elementi  di  algebra  sono  scritti  con  forma  piana  ed  elegante  e  contengono 
svolto  ampiamente  il  programma  assegnato  alla  8*  classe  tecnica. 

Gli  esercizi  che  accompagnano  i  due  volumi  sono  ben  scelti  e  graduati. 

C.  Pacchiani. 

Capelli.  —  Lezioni  di  algebra  complementare,  2*  edizione  con  aggiunte. 
Napoli,  Pellerano,  1898. 

Quest'ottimo  libro  è  già  così  favorevolmente  noto  a  tutti  i  cultori  delle  ma- 
tematiche (come  si  vede  anche  dal  rapido  esaurimento  della  prima  edizione)  che 
è  superfluo  presentarlo  e  raccomandarlo  ai  nostri  lettori. 

Diremo  soltanto  che  questa  nuova  edizione  contiene  notevoli  miglioramenti, 
rimaneggiamenti  ed  aggiunte,  fra  le  quali  sono  notevolissime  l'esposizione  dei  prin- 
cipi generali  della  teoria  degli  invarianti  e  convarianti  ed  i  primi  elementi  delle 
funzioni  ellittiche.  Queste  teorie  e  quelle  degl'  irrazionali  algebrici,  colla  conse- 
guente dimostrazione  dell'impossibilità  di  risolvere  le  equazioni  di  grado  superiore 
al  4°,  si  trovano  difficilmente  negli  ordinari  trattati. 

In  conclusione  crediamo  che  l'opera  del  Prof.  Capelli  sia  una  delle  più  com- 
lete  e  perfette  del  genere  per  la  chiarezza  ed  il  rigore  scientifico. 
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C.  Z.  Reggio.  —  Elementi  di  Geometria  e  Trigonometria  ad  uso  degli 
Istituti  Tecnici.  —  Torino,  Paravia. 

Obi  legge  la  prefazione  crede  di  avere  in  n^atiu  mi  libro  nuovo  ed  importante. 
In  essa  l'autore  fa  un  grande  sfoggio  di  erudizione,  cita  Poncelet,  Ohasles,  MSbius, 
Cremona,  Gauss,  Rieiuann,  Cayley,  Poinsot,  Zeuthen,  ecc.;  parla  di  Nullsystem, 
di  cnbicbe  gobbe,  di  complesso  plUckeriano  lineare  di  rette,  discute  sulla  natura 
dei  postillati,  sulla  fusione  della  Geometria  piana  con  la  solida  e  di  tante  altre  cose, 
e  infine  afferma  cbe  il  sito  libro  differisce  e  nelle  basì  e  nello  sviluppo  dai  testi  con» 
generi  che  lo  hanno  preceduto. 

lo  dovrei  far  conoscere  ai  lettori  del  Periodico  come  è  fatto  questo  libro,  quali 
metodi  segue  l'autore,  come  è  divisa  la  materia;  dovrei  discutere  le  innovazioni 
che  Ta.  ha  creduto  introdurre  riguardo  al  postulato  delie  parallele,  all'equivalenza, 
ecc.  ecc.;  ma  credo  inutile  fare  tutto  ciò,  perchè  questo  libro,  che  è  destinato  alle 
scuole  secondarie,  ha  tali  difetti  che  lo  rendono  nocivo  all'insegnamento. 

In  esso  il  lettore  trova  concetti  oscuri,  definizioni  che  non  definiscono  nulla, 
dimostrazioni  sbagliate  o  incomplete,  poco  rigore  nel  linguaggio,  mancanza  di  cri- 
terio nella  disposizione  dei  teoremi. 

Per  provare  quanto  asserisco  citerò  e  inviterò  il  lettore  a  leggere  alcuni  brani 
del  libro. 

Alla  geometria  intuitiva,  della  quale  dice  male,  l'a.  sostituisce  alcune  premesse 
ove,  dice,  ho  esposto  quanto  mi  è  parso  necessario  per  stabilire  i-  miei  postulati.  In 
queste  premesse  l'a.  presenta  al  lettore  un  foglio  di  carta  sul  quale  costruisce 
poligoni,  angoli,  circoli,  e  dimostra  diversi  teoremi;  e  poi  avverte:  badate  questo 
foglio  di  carta,  quando  sia  ben  disteso,  è  imagine  di  quella  superficie  ideale  che  si 
chUtma  piano. 

Questa  è  la  novità:  il  foglio  di  carta  sostituito  al  piano. 

Ecco  alcune  definizioni  : 

*  Perimetro  è  la  successione  dei  lati.  Strato  è  la  figura  data  da  due  piani  pa- 

*  ralleli  ,. 

*  Quando  due  raggi  di  retta  partono  da  uno  stesso  punto  0  e  non  coincidono  creano 

*  una  figura  che  si  chiama  angolo  ^. 

Ma  non  concento  (ed  a  ragione)  di  questa  definizione  l'a.  a  pag.  20  ne  dà 
un'altra: 

*  Un  raggio  che  descrive  un  angolo  descrive  tutta  la  porzione  di  piano  limitata 

*  dai  suoi  lati,  per  questo  dicesi  angolo  anche  questa  porzione  di  piano  ,. 

Però  siccome  a  pag.  33  la',  dice  che  con  le  linee  non  si  creano  le  superficie, 
come  potrà  il  lettore  spiegare  il  fatto  che  due  rette  hanno  creato  un  angolo? 

A  pag.  77,  ove  c'è  una  dimostrazione  incompleta  riguardo  ai  triedri  supple- 
mentari, l'a.  dice  le  facce  sono  i  supplementi  dei  diedri  del  triedro,  ed  a  pag.  119, 
ove  dà  una  curiosa  definizione  del  triangolo  sferico,  dice  che  i  lati  e  gli  angoli  del 
triangolo  sferico  sono  uguali  rispettivamente  agli  angoli  piani  e  ai  diedri  del  triedro. 

A  pag.  99  è  scritto:  ....  tutti  gli  angoli  alla  periferia  che  insistono  sullo  stesso 
arco  hanno  egual  valore,  cioè  la  metà  del  valore  che  ha  l'angolo  corrispondente  al 
centro. 

Ed  a  pag.  129:  Una  superficie  (finita)  ha  una  figura,  e  la  sua  capacità  (area  o 
volume)  un  valore.  L'equivalenza  si  riferisce  al  valore. 

A  pag.  128  si  definisce  l'equivalenza  così: 

*  Consideriamo  due  poligoni  F,  F'  eguali,  e  se  pensiamo  di  sovrapporre  ad  uno 
"  di  essi  F  un  finissimo  reticolo,  potremo  intendere  la  parte  di  piano  chiusa  dal 
'^  contorno  scomposta  in  aree  piccolissime  rappresentate  dalle  maglie  del  reticolo, 

*  descritte  queste  aree,  attorno  altrettanti  punti  dell'area  F,  come  centri  delle  stesse. 

*  Se  diciamo  y  i  punti  e  s  le  piccole  aree,  e  poniamo  il  reticolo  allo  stesso  modo 
"  sulla  seconda  figura  F^  avremo  determinati  per   questa  altrettanti   punti   allo 
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"  stesso  modo  distribuiti  e  attorno  ad  essi  le  stesse  aree;  sicché  ad  ogni  area  s 

*  della  figura  F  ne  corrisponderà  una  eguale  sulla  F^ 

"  Se  pensiamo  ora  che  la  figura  F  resti  inalterata  e  che  nella  F'  le  aree   e 
cambino  di  posto,  esse  costituiranno  una  nuova  figura  F^'  non  più  eguale  alla  F' 

*  0  alia  F,  ma  che  come  queste  conterrà  le  stesse  aree  e. 

*  Le  aree  s  vanno  intese  tali  che  moltiplicandone  il  numero  esse  diventino 

*  piccole  tanto  piccole  da  poter  essere  ritenute  comprese  e  rappresentate  dagli 

*  stessi  punti  y  (l!l).  Le  aree  8  così  concepite  le  diremo  elementari  e  le  figure  F  e  F'^ 
'  che  le  contengono  in  egual  numero  sebbene  con  diversa  disposizione,  ma  che  sono 
"  da  esse  e  soltanto  da  esse  costituite,  le  diremo  equivalenti  ,. 

Ogni  commento  guasterebbe!  Tutto  ciò  poi  è  così  chiaro  che  Ta.  non  crede 
necessario  di  definire  l'equivalenza  delle  figure  solide.  Dopo  gli  atomi  superficiali 
sarebbe  stato  bello  mettere  le  molecole  solide! 

E  potrei  continuare  a  citare  tanti  e  tanti  di  questi  esempi  che  provano  im- 
proprietà di  linguaggio,  e  non  lucidità  di  idee. 

Le  dimostrazioni  di  alcuni  teoremi  sono  sbagliate,  il  lettore  può  leggere  fra  le 
altre  quelle  a  pagg.  8,  144  e  149. 

A  pag.  63,  V  a.  dimostra  alcuni  teoremi,  nei  quali  parla  di  piani  normali  ad  un 
terzo  e  dà  solo  h  pag.  71  la  definizione  di  piani  normali. 

A  pag.  146  dimostra  che  un  prisma  triangolare  è  somma  di  tre  tetraedri  equi- 
lenti  ecc.  ecc.  Per  dimostrare  questo  teorema  si  serve  naturalmente  dell'altro  *  Due 
piramidi  di  ugual  base  e  uguale  altezza  sono  equivalenti  ,  ,  la  cui  dimostrazione  si 
trova  a  pag.  223. 

A  pag.  224  dimostra  nuovamente,  sotto  altro  enunciato,  la  proposizione  dimo- 
strata alla  pag.  146. 

Io  potrei  continuare  a  scrivere  diverse  pagine  sullo  stesso  tenore;  ma  credo 
che  quanto  ho  scritto  sia  sufficiente. 

P.   VlSALLI. 


Elein.  —  Confèrences  sur  les  Matematiques  faites  au  Congrès  de  Mathé- 
matiques  tenu  à  Toccasion  de  l'exposition  de  Chicago,  recueillies 
par  le  Prof.  A.  Zuwet,  traduites  par  M.  L.  Laugel.  Paris,  Her- 
mann, 1898  (127  p.  gr.  in-8). 

Questo  libro  ha  qualche  analogia  con  l'altro  notissimo  dello  stesso  illustre 
autore  Conferenze  sopra  alcune  qnisiioni  di  Geometria  elementare,  tradotto  in  italiano 
dal  Giudice.  In  esso  è  tracciata  una  rapida  e  concettosa  sintesi  della  storia  dei 
progressi  recenti  delle  alte  matematiche,  come  si  vede  dal  sommario  che  qui  ri- 
produciamo. 

1.  Clebsch.  —  2.-3.  Lie.  —  4.  Sulla  vera  forma  delle  curve  e  superficie  alge- 
briche. —  5.  La  teoria  delle  funzioni  e  la  geometria.  —  6.  Sul  carattere  matema- 
tico della  intuizione  dello  spazio  e  sulle  relazioni  delle  matematiche  pure  colle 
scienze  d'applicazione.  —  7.  Della  trascendenza  dei  numeri  «  e  n.  — '  8.  Dei  nu- 
meri ideali.  —  9.  Della  risoluzione  algebrica  delle  equazioni  di  grado  superiore.  — 
10.  Sopra  alcuni  progressi  recenti  nella  teoria  delle  funzioni  iperellitticbe  e  ahe- 
liane.  —  11.  Le  piìi  recenti  rieercke  sulla  geometria  non-euclidea.  —  12.  Lo  studio 
delle  matematiche  a  Gottinga.  —  Supplemento.  —  Lo  sviluppo  delle  matematiche 
nelle  Università  tedesche.  Note  bibliografiche. 

Il  libro  è  del  più  alto  interesse,  e  la  libreria  Hermann  ha  fatto  opera  utile 
procurandone  là  diffusione  per  mezzo  di  una  traduzione  francese. 

Giulio  L azzeri  —  Direttore-responsabile 
Finito  di  nUmpare  il  25  Àfovto  I89S. 
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IL  PRIi  COMESSO  imi«(l  BEI  PROFESSil  01  m\ì\ 

promosso  dall'associazione  ^Mathesis^ 


Nella  prima  quindicina  di  decembre  uscirà  un  numero  del  Periodico, 
che  avrà  a  un  dipresso  il  volume  che  ha  avuto  per  il  passato  un'in- 
tera annata.  Esso  conterrà  per  esteso  gli  Atti  del  congresso  di  Torino, 
e  renderà  esatto  conto  ai  nostri  abbonati  di  quanto  è  stato  fatto  in 
esso  ;  credo  perciò  inutile  darne  oggi  un  rapido  cenno,  ma  molto  op- 
portuno di  esporre  alcune  osservazioni  d'indole  generale,  che  questo 
importante  avvenimento  mi  suggerisce. 

Nell'Italia,  da  quasi  otto  lustri  risorta  a  dignità  di  nazione  e  libe- 
rata da  tutti  i  piccoli  e  nefasti  tirannelli  che  la  infestavano  prima, 
ogni  ordine  di  cittadini  ha  da  lungo  tempo  capito  quanta  forza  ed  au- 
torità possa  dare  il  diritto  di  associazione,  e  da  ogni  parte  sono  sorte 
ed  hanno  prosperato  associazioni  e  federazioni  scientifiche,  operaie, 
industriali,  ferroviarie,  ecc.  che  hanno  avuto  il  merito  di  affermare 
e  far  valere  i  diritti,  di  tutelare  gl'interessi  delle  singole  classi  dei 
cittadini. 

Soltanto  gì'  insegnanti  delle  scuole  secondarie,  dimentichi  del  vec- 
chio principio  che  l'unione  fa  la  forza,  sono  stati  finora  al  di  fuori  di 
tale  movimento,  e  ciascuno  è  vissuto  nel  suo  guscio,  poco  curandosi 
di  quel  che  facevano  i  colleghi.  —  Così  una  delle  classi  più  beneme- 
rite di  cittadini,  alla  quale  è  afi&dato  il  delicatissimo  e  importantissimo 
ufficio  di  educare  ed  istruire  i  giovani,  vale  a  dire  di  formare  la  cul- 
tura e  il  carattere  delle  future  classi  dirigenti,  è  rimasta,  quasi  in- 
conscia della  propria  importanza,  alla  balìa  dei  ministri  che  con 
vertiginosa  rapidità  si  succedono  al  potere,  costretta  a  chiedere  per 
carità  la  tutela  dei  propri  diritti. 

Riconosciamo  che  un  gravo  ostacolo  all'unione  delle  forze  è  il  fatto 
che  gì'  insegnanti  delle  scuole  secondarie  son  dispersi  in  ogni  angolo 
del  nostro  paese,  e  solo  nelle  grandi  città  se  ne  trova  riunito  un  nucleo 
di  qualche  importanza. 

Comunque  sia,  la  nascita  dell'associazione  Mathesis,  che  ha  saputo 
riunire  il  fiore  degli  insegnanti  di  matematica  delle  scuole  secondarie, 
e  dopo  circa  due  anni  di  vita  è  riuscita  a  promuovere  una  prima 
riunione  di  professori  (importante  per  il  numero  e  la  qualità  degli 
intervenuti)  nella  capitale  del  vecchio  Piemonte,  mentre  questa  ce- 
lebrava con  una  solenne  festa  del  lavoro  il  primo  giubileo  dello  Sta- 
tuto, è  assai  consolante  e  da  fare  bene  augurare  per  l'avvenire. 
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È  da  sperare  che  tutti  gì'  insegnanti  di  matematica,  scosso  ormai 
Tantico  torpore,  facciano  prosperare  la  società,  e,  lavorando  viribus 
unltisy  riescano  a  migliorare  la  scuola  e  con  essa  la  loro  posizione  mo- 
rale e  materiale. 

Qualche  giornale,  come  l'autorevole  Scuola  Hecomìaria,  nel  rendere 
conto  dell'operato  del  congresso  ha  fatto  delle  critiche  suirandamento 
e  sulle  condizioni  di  esso.  Non  è  il  caso  di  entrare  qui  nel  merito  di 
queste  critiche  (alcune  delle  quali  potrei  io  stesso  sottoscrivere),  e  che 
sono  utili,  poiché  dalla  discussione,  dall'attrito  delle  idee  sorge  il  vero, 
poiché  serviranno  a  far  meglio  un'altra  volta;  ma  ci  sembra  che  in- 
sieme alle  critiche  sarebbe  stata  utile  la  constatazione  dell'  importanza 
di  questo  primo  passo. 

Soltanto  nelle  favole  della  mitologia  si  legge  che  Minerva  uscì 
armata  e  perfetta  dalla  testa  di  Giove  ;  ma  i  mortali  non  sono  Giove, 
ed  è  ben  raro  che  le  loro  opere  riescano  alla  prima  perfette.  Se  dunque 
il  comitato  ordinatore  del  congresso  ha  errato  in  qualche  dettaglio, 
ciò  non  diminuisce  il  merito  di  aver  provocato,  senza  chiasso,  senza 
volgari  colpi  di  gran  cassa,  la  prima  riunione  di  una  serie  che  spero 
lunghissima.  Queste  riunioni,  affratellando  fra  loro  i  professori  di  tutte 
le  parti  d' Italia,  mettendoli  in  condizione  di  comunicarsi  e  scambiarsi 
le  loro  idee,  saranno  di  gran  giovamento  alla  scuola. 

Ed  intanto  a  proposito  di  questa  prima  riunione  mi  piace  ricor- 
dare le  parole,  che  alla  fine  del  banchetto  di  addio  disse  l'illustre 
decano  della  facoltà  di  matematica  dell'Università  di  Torino  Prof.  En- 
rico D'Ovidio,  che  accettò  di  presiedere  il  congresso  medesimo,  e  che 
insieme  ai  suoi  colleghi  della  facoltà  prese  attiva  parte  ai  lavori  dei 
congressisti  e  fece  squisitamente  gli  onori  di  casa. 

"  Mirabile  congresso  (disse  ad  un  dipresso  il  Prof.  D'Ovidio)  questo, 
**  di  cui  non  si  trova  cenno  sui  giornali  politici,  che  fa  così  poco 
"  parlare  di  se,  ed  in  cui  si  tratta  serenamente  e  senza  preoccupa- 
"  zioni  personali  il  modo  di  migliorare  la  scuola,  in  cui  invece  di 
"  favori  si  chiede  al  Ministro  un  aumento  di  orario,  e  di  lavoro!  „ 

Non  so  se  l'aver  fatto  parlare  di  noi,  tanto  poco  che  le  autorità 
cittadine,  le  quali  fecero  tante  festose  accoglienze  non  solo  ai  medici, 
agi*  ingegneri,  ai  letterati,  ma  anche  ai  ginnasti  e  ai  tiratori,  ecc.,  non 
si  accorsero  affatto  della  nostra  presenza,  sia  stato  un  bene  o  un 
male. 

In  ogni  modo  però  queste  parole  caratterizzano  la  serietà  di  pro- 
positi e  il  disinteresse  con  cui  tutti  i  convenuti,  ciascuno  dal  proprio 
punto  di  vista,  presero  parte  alle  discussioni.  —  Di  queste  parole,  del 
Prof.  D'Ovidio  tutti  abbiamo  diritto  di  esser  superbi  e  lieti,  e  credo 
farmi  interprete  dei  miei  colleghi  inviando  ad  esso  un  ringrazia- 
mento ed  un  saluto. 

Se  andrà  crescendo  il  numero  di  coloro  che  con  la  stessa  serietà 
di  propositi  vorranno  prender  parte  ai  lavori  futuri  dell'associazione, 
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è  certo  che  questa  diverrà  un  organismo  importante,  e  che  per  mezzo 
di  essa  si  potrà  far  giungere  sin  là  dove  si  puote  ciò  che  si  vuole,  l'espres- 
sione dei  voti,  dei  desideri  della  maggioranza  degli  insegnanti,  i 
quali  fino  ad  ora  non  avevano  alcun  modo  per  far  conoscere  la  loro 
opinione  sui  programmi  che  dovevano  svolgere  e  che  nessuno  di  loro 
aveva  mai  compilato. 

Sono  lieto  intanto  che  il  Periodico  sia  diventato  Tergano  dell'as- 
sociazione, e  che  l'autorità  che  può  aver  acquistato  in  14  anni  di  vita 
non  inonorata,  sia  messa  a  servigio  di  essa  e  cooperi  a  farla  rapida- 
mente stabilire  su  solide  basi. 

G.  Lazzeri. 


DI  ÀLCDNE  CONDENSAZIONI  DELLO  SPAZIO 

entro  una  sfera  infinitesima  in  relazione  col  gruppo  delle  sostituzioni  lineari 


I.  Una  trasformazione  dello  spazio  può  esser  tale  che,  ripetuta 
più  volte,  tenda  ad  avvicinare  tutti  i  punti  dello  spazio  medesimo  a 
un  punto  fisso,  come  a  loro  limite  comune.  In  tal  caso,  fissato  un 
punto  dello  spazio,  potremo,  applicando  ad  esso  la  trasformazione  un 
conveniente  numero  di  volte,  portarlo  entro  una  sfera  di  raggio  o, 
arbitrariamente  piccolo,  col  centro  nel  punto  limite  della  trasforma- 
zione. Ma  il  numero  delle  volte  che  la  trasformazione  dovrà  essere 
ripetuta  per  ottener  questo  effetto,  dipenderà  generalmente  dalla 
scelta  del  punto  :  cosicché  non  sarà  possibile,  generalmente  parlando, 
portare  ogni  punto  dello  spazio  entro  la  sfera  di  raggio  o  con  un 
numero  di  trasformazioni  finito  ed  unico  per  tutti.  Se  l'operazione  di 
trasformazione  consistesse  per  esempio  in  una  compressione  ordinaria, 
vale  a  dire  nella  riduzione  del  raggio  vettore  di  un  punto  secondo 

un  certo  rapporto  -r  minore  dell'unità,  è  certo  che,  dopo  un  conve- 
niente numero  n  di  riduzioni  consecutive,  un  determinato  punto  dello 
spazio  sarebbe  portato  entro  la  sfera  di  raggio  o  o  alla  sua  superficie  : 
ma  quel  numero  n  di  riduzioni,  per  quanto  grande,  non  sarà  suflS- 
ciente  a  portare  entro  la  detta  sfera  quei  punti  la  cui  distanza  dal 
centro  è  maggiore  di  k^  .a. 

Ora  si  domanda:  Esistono  trasformazioìii  atte  a  condensare  tutto  lo 
spazio  entro  una  sfera  di  raggio  o  arbitrariamente  piccolo,  qualora  siano 
applicate  un  numero  di  volte  finito  ed  unico  a  tutti  i  punti  dello  spazio 
medesimo  ?  —  La  risposta  è  affermativa  :  anzi  si  può  aggiungere  che 
siffatte  trasformazioni  possono  avere  comuni  con  l'ordinaria  compres- 
sione i  seguenti  caratteri  :  1^.  Di  essere  univoche  ;  2*.  Di  portare  con 
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moto  centrale  tutti  i  punti  dello  spazio  entro  la  sfera  di  raggio  o  ; 
3®.  Di  trasformare  le  sfere  concentriche  a  quest'ultima  in  altre  sfere. 
A  prova  di  ciò  basta  il  fatto  che,  se  si  pone 

oz 

z   = 


intendendo  con  z  il  raggio  vettore  di  un  punto  dello  spazio,  che  con 
moto  diretto  e  centrale  viene  portato  nel  punto  il  cui  raggio  vettore 
è  z\  le  tre  precedenti  condizioni  sono  soddisfatte,  e  di  piìi  si  ha,  per 
ogni  valore  finito  o  infinito  di  <^, 

0' <.o. 

Chiamerò  siffatte  trasformazioni  dello  spazio  compressioni  perfette^ 
e  dimostrerò  il  seguente  teorema  notabile:  Esistono  gruppi  di  compres- 
sioni peìfette  dello  spazio,  in  isomorfismo  col  gruppo  delle  compressioni 
ordinarie, 

2-  Fatto  centro  un  punto  C,  si  descriva  una  sfera  di  raggio  r. 
Preso  poi  un  qualsivoglia  punto  M  dello  spazio,  e  detto  P  quel  punto 


della  superficie  sferica  che  è  alla  massima  distanza  da  M,  e  k  un 

numero  positivo  maggiore  dell'unità,  si  faccia  corrispondere  al  punto  M 

il  punto  Mi  allineato  con  esso  e  col  centro  C,  e  definito  inoltre  dalla 

relazione 

(1)  My^^._MP 


MiC  MC 

Questa  trasformazione,  applicata  a  tutti  i  punti  dello  spazio,  è  una 
compressione  perfetta.  Infatti,  dopo  n  operazioni  consecutive,  il 
punto  M  verrà  portato  nel  punto  M»  allineato  con  esso  rispetto  al 
centro,  e  determinato  dalla  relazione 


M„P        ,     MP 

(2)  —  =  k^  -^r:r--' 

M„C  MC 

Dalla  quale  è  evidente,  perchè  k  è  maggior  dell'unità,  che  il  rapporto 

M„P    ^^  ^      r 


M„G  M„C 


cresce  indefinitamente  con  n,  e  che  perciò,  MnC,  distanza  del  punto 
trasformato  dal  centro,  tende  a  zero  col  crescere  di  n. 
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Rimane  a  dimostriafere  che  si  può  assegnare  per  n  un  limite  supe- 
riore, tale  che  dopo  n  operazioni  consecutive  la  distanza  M„C  diventi 
minore  di  un  segmento  o  arbitrariamente  piccolo,  indipendentenìente 
dalla  scelta  del  punto  M  A  tal  fine  si  chiamino  z  e  Zn  ì  raggi  vettori 
di  un  punto  M  e  del  suo  trasformato  Mn ,  pongasi  cioè 


E  la  (2)  diverrà 


d'onde 


MC  ==  z,     M„C  =  Zn, 

Zn  +  r       ,      2?  4  r 

—Z 1.11       . 

A»      ,  , 

Zn  Z 

rz 


^"        z  {k''  -  1)  -f  rA:°  * 
Si  risolva  ora  la  diseguaglianza  Zn^o  rispetto  a  k^  e  si  avrà 


k^> 


7'  +  Z 


('-9- 


2; 

Essendo  il  rapporto  minor  dellunità,  ed  eguale  all'unità  per 

r      'j~    Z 

z  =  oo,  si  vede  che,  soddisfatta  l' ultima  diseguaglianza  per  z  =  oo, 
essa  sarà  soddisfatta,  a  più  forte  ragione,  per  qualsiasi  altro  valore 
di  z.  Poniamo  dunque 

(3)  A'"  >  1  -h  -  , 

—         o 

condizione  necessaria  afiBnchè  i  punti  all'infinito  dello  spazio  si  tro- 
vino a  distanza  non  maggior  di  o  dal  punto  C. 

Dopo  il  minimo  numero  n  di  operazioni  determinato  dalla  (3),  tutti 
i  punti  dello  spazio  disteranno  da  C  meno  di  a.  Il  numero  di  trasfor- 
mazioni necessario  e  sufficiente  per  condensare  tutto  lo  spazio  entro 
la  sfera  di  raggio  o  col  centro  in  C  è  dunque  dato  dal  quoziente 


log  (l  +  ^) 


logk 

se  questo  è  un  numero  intero,  o  dall'unità  accresciuta  della  parte 
intera  del  quoziente  medesimo,  se  esso  non  è  intero. 

3,  Fissato  il  raggio  r,  le  compressioni  perfette  dianzi  studiate  sono 
infinite,  corrispondenti  agl'infiniti  valori  del  parametro  k.  Dalla  (1) 
apparisce  poi  che  esse  formanq  un  gruppo  6r.  Applicando  difatti  con- 
secutivamente ad  un  punto  M  le  due  compressioni  (k)  e  (A-')  e  di- 
cendo Mi  il  trasformato  di  M  mediante  (A*)  ed  M'i  il  trasformato  di  Mi 
mediante  (A-'),  si  avrà  consecutivamente 


M.P 

,      MP 

—  k  . 

MC 

M'iP 

-A'.^^P; 

M'iC  M,  C 
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d'onde 


M'xP   _^^,     MP 


M'iC  MC 

Il  prodotto  delle  due  compressioni  (k)  e  {k)  equivale  dunque  alla 
compressione  (kk').  Se  poi  alla  compressione  perfetta  (k)  si  fa  corri- 
spondere la  compressione  ordinaria  nella  quale  il  coeflSciente  di  ri- 
duzione del  raggio  vettore  di  un  punto  è-r,  si  scorge  altresì  che  il 

gruppo  Gr  è  isomorfo  al  gruppo  delle  compressioni  ordinarie. 

Dalla  (1)  si  vede  che  il  gruppo  6,  coincide  col  gruppo  delle  so- 
stituzioni lineari 


r'    zik-l)  ^  rkì 


qualora  s'intenda  che  un  punto  a  distanza  z  dal  centro  della  sfera 
di  raggio  r,  passi,  con  moto  diretto  verso  il  centro  medesimo,  alla 
distanza  da  esso  data  dalla  formola 


rz 


z{k-'l)-¥  rk 
L'isomorfismo  di  6,  col  gruppo 


delle  compressioni  ordinarie  risulta  così  anche  dalle  formolo  facil- 
mente verificabili 

r»  j(F=iymj  •  n  z(k'-i)-h  rk'ì  ^  r»  z  (kk-  - 1)  ^-  rkk'\  • 

4.  Generalizzando  la  (2)  e  con  essa  il  concetto  di  potenza  n°»* 
della  sostituzione 


h    ^(^-1)  +  rk\ 


con  l'estendere  l'una  e  l'altro  al  caso  di  n  positivo  qualunque,  il  nu- 
mero delle  operazioni  necessarie  e  sufficienti  per  condensare  lo  spazio 
entro  la  sfera  di  raggio  a  mediante  la  compressione  {k)  sarà  dato 
dall'equazione 


^'^  =  1  -F  - . 

O 


Si  dirà  che  la  compressione  (k)  appartiene  all'esponente  n  rispetto 
alla  sfera  di  raggio  r  e  alU  infinitesimo  a. 

Siano  n  ed  ni  gli  esponenti  ai  quali  appartengono  le  due  compres- 
sioni {k)  e  (A*i)  rispetto  a  una  stessa  sfera  e  ad  uno  stesso  infinite- 
simo; e  sia  N  l'esponente  al  quale  appartiene  il  loro  prodotto.  Si 
avrà 
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D'onde  : 


(-r- 
('-r-. 


(i-*5-)'-*-('  +  j)" 


■!-♦-!- 

"1 


i.        _        1        ^        j_ 

N   "*  n    '    Hi  ' 

ossia:  V inversa  delV esponente  ed  quale  appartiene  il  prodotto  eguaglia  la 
Honuna  delle  inverse  degli  esponenti  ai  quali  appartengono  i  fattori, 

G.  Frattini. 


«  <   m   »  ■ 


SULLA  DIVISIBILITÀ  DEI  i^'UMERI 


(Continuazione  v.  p.  180). 

Abbiamo  veduto  come  dal  Criterio  generale  di  Pascal  derivino  tutti  i  noti  ca- 
ratteri di  divisibilità  per  2  e  per  5,  per  4  e  per  25,  per  8  e  per  125,  per  3  e 
per  9  e  per  11;  adesso  deduciamone  altri  caratteri  paHicolari,  di  pratica  utilità. 

Sia  n  un  numero  qualunque  di  p  cifre,  scritto  nel  sistema  di  numerazione  de- 
cimale, e  ancora  ai ,  da  , <ip-i ,  (fp  rappresentino  le  sue  cifre,  degli  ordini  ri- 
spettivi  P  ,  2^  , {p  —  l)w«'»o  ^,e.ioio. 

Sia  7  il  numero  che  prendiam  come  divisore,  e  supponiamo  che  il  numero  p 
delle  cifre  di  «,  sia  maggiore  di  7. 
Pel  Criterio  di  Pascal  è 

(1)         n  =  ai   j-  (12  3  -r  fla  2  -I-  «4  6  4-  ^5  4  -f  «6  5  H-  ^i7  1  +  «8  3  -1-  . . .  (mod.  7) 


in  quanto  al  7  corrisponde  il  gruppo  (3,2,6,4,5,  1). 

Supponiamo  adesso  di  dividere  il  numero  n  in  gruppi  di  6  cifre,  da  destra 
verso  sinistra,  e  indichiamo  questi  gruppi  con  ^1,^/2,...  (jit  (non  escludendo,  per 
r  ipotesi  generale  fatta  per  p,  che  l'ultimo  gruppo  gu  così  ottenuto  possa  contenere 
anche  meno  di  6  cifre,  ma  avendo  l'avvertenza  in  tal  caso  di  immaginare  che  le 
cifre  mancanti  siano  sostituite  da  altrettanti  zeri).  Avremo  ancora,  pel  Criterio  di 
Pascal. 

gi=ai  -f  rt2.3-|-«8.2-|-ff4.6-f  rt5.4  4-«tì.5 

g2=ai  -f  «8 . 3  -|-  rt9 . 2  -f  ai  0 . 6  -r  rti  1 . 4  -t-  rt  1 2 . 5 

(mod.  7) 


m 


9u=%{fi-l)^l  +  %u-ì)H^  '■^6C«-l)-^3-2  +  ^'6(/i-l)|4^+ V"-l)^5-^'^%'^ 


ove  6{\i  —  1)  -f  1  ~~/)  ~  6n  ed  a,  =  0,  per  tutti  i  valori  dell'indice  r  maggiori  àip. 
Deriva  allora  immediatamente  dalla  (1)  e  dal   gruppo   (2)   la  seguente    con- 
gruenza. 

ti  ^_-  (yi  4-  f/i  T  . . .   ^  i/n)  (mod.  7) 
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E  facile  vedere,  seguendo  lo  stesso  procedimento,  che  si  può  stabilire  questa  me- 
desima congruenza  rispetto  al  divisore  13  a  cui  corrisponde  il  gruppo  (9,12,3,4,1,10) 
onde  possiamo  enunciare  il  seguente  carattere  particolare  di  divisibilità  per  7  e 
pel  13. 

a.  Diviso  un  numero  in  gruppi  di  sei  cifre,  da  destra  verso  sinistra^  esso  è 
congruo  con  la  somma  di  questi  gruppi  (mod,  7  e  13). 

Esempì:  1«.  Sia  «  =  125046842346 

Avremo  n  — (842346  r  125046)  (mod.  7  e  13) 

ossia  n  UE  967392  (mod.  7  e  13). 

E  adesso  adoperando  i  moltiplicntori  fissi,  corrispondenti  al  7  e  al  13,  si  tro- 
vano facilmente  i  resti  delle  divisioni  del  numero  dato  per  7  e  per  13. 

2°.  Sia  «  =  62345238 

Avremo  n  —  345238  r  62  (mod.  7  e  13) 

cioè  «  =  345300  (mod.  7  e  13). 

Per  7,  per  11  e  per  13  si  può  anche  dedurre  dal  Criterio  di  Pascal,  un  altro 
carattere  di  divisibilità  assai  pratico,  che  adesso  esponiamo. 

Consideriamo  un  numero  qualunque,  per  esempio  142319458,  e  sia  11  il  divi- 
sore cui  ci  riferiamo.  Si  è  visto  che  all' 11  corrisponde  il  gruppo  (1,10),  dunque: 

142319458  :^  58  +  4 .  t-  9  .  10  -}-  1 . 1  +  3  .  10  +  2 . 1  +  4 .  10  -f  1 . 1     (mod.  11) 

Supponiamo  adesso  di  dividere  il  numero  in  gruppi  ternari,  da  destra  verso 
sinistra  e  di  applicare  poi  nuovamente  ad  ogimno  di  questi  gruppi  il  Criterio  di 
Pascal.  Avremo  : 

{  458  ^  58  -f  4  . 1 

{  319  ^  9  4-  1 .  10  -f  3  . 1  (mod.  11) 

i  142  ^  2  -4-  4  .  10  ^  1  .  1 
ossia 


{ 


458  ^-^  58  +  4.1 

319^9(11  — 10) -f  1(11-1)  4-3(11  — 10):^  — 9.10-1.1  — 3. 10  (mod.  11) 

142  ^  2  -h  4 .  10 -f  1 . 1 


e  per  conseguenza: 

(458  f  142)— 319  =  584- 4  1 +9  10  T  1.1 -f  3.104-2.1 -^410-h  1.1  =  142319458  (mod.ll) 

Una  medesima  congruenza  si  può  stabilire,  seguendo  lo  stesso  procedimento, 
con  qualunque  numero  come  dividendo  e  con  7  o  13  per  divisore,  onde  possiamo 
enunciare  pure  il  seguente  carattere  particolare  di  divisibilità  per  7,  per  11  e 
per  13. 

b.  Diviso  un  numero  in  gruppi  ternari,  da  destra  verso  sinistra,  esso  è  congruo 
con  la  differenza  fra  la  somma  dei  gruppi  di  posto  dispari  e  quella  dei  gruppi  di 
posto  pari  (mod.  7,  11,  e  13). 

Così,  con  metodi  analoghi  ai  due  testé  adoperati,  si  deducono  facilmente  dal 
Criterio  di  Pascal  i  seguenti  criteri  particolari: 

e.  Diviso  un  numero  in  gruppi  binari,  da  destra  verso  sinistra,  esso  è  congruo 
con  la  somma  di  questi  gruppi  (mod.  11,  e  33  e  99). 

d.  Diviso  un  numero  in  gruppi  ternari  da  destra  verso  sinistra,  esso  è  congruo 
con  la  somma  di  questi  gruppi  (mod.  ^7,  37,  111,  333,  999). 

e.  Diviso  un  numero  in  gruppi  quaternari  da  destra  verso  sinistra,  esso  è 
congruo  con  la  somma  di  questi  gruppi  (mod.  101,  303,  909). 
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f.  Diviso  un  numero  in  gruppi  quaternari  da  destra  verso  sinistra,  esso  è 
congruo  con  la  differenza  fra  la  sownia  dei  gruppi  di  posto  dispari  e  quella  dei 
gruppi  di  posto  pari  (mod.  73  e  137). 

g.  Diviso  un  numero  in  gruppi  di  cinque  cifre  da  destra  verso  sinistra,  esso 
è  congruo  con  la  somma  di  questi  gruppi  (mod.  41,  123,  369). 

h.  Diviso  un  numero  in  gruppi  di  otto  cifre  da  destra  verso  sinistra,  esso  è 
congruo  con  la  somma  di  questi  gruppi  (mod.  73  e  137,  219,  657,  411). 

Ai  quali  criteri  aggiungiamo  pure  i  seguenti,  che  derivano  immediatamente 
dalla  semplice  applicazione  del  Criterio  di  Pascal. 

i.  Un  numero  qualunque  è  congruo  con  la  somma  ottenuta  aggiungendo  alla 
cifra  delle  unità  semplici  il  quadruplo  della  somma  delle  cifre  rimanenti  (mod.  12). 

I.  Un  numero  è  congruo  colla  somma  ottenuta  aggiungendo  al  numero  formato 
dalle  cifre  delVunilà  semplici  e  delle  diecine,  il  quadruplo  della  cifra  delle  centinaia 
e  Vottuplo  della  cifra  delle  migliaia  (mod.  16). 

m.  Un  numero  è  congruo  colla  somma  ottenuta  aggiungendo  al  numero  formato 
dalle  cifre  delVnnità  semplici  e  delle  diecine,  il^quadruplo  della  cifra  delle  centinaia, 
Vottuplo  della  cifra  delle  migliaia  e  sedici  tolte  la  cifra  delle  diecine  di  migliaia 
(mod.  32). 

Tutti  questi  criteri  particolari  ed  altri  ancora,  molto  probabilmente  deducibili 
dal  Criterio  di  Pascal,  associati  al  Criterio  generale  e  fra  loro,  possono  portare 
considerevole  semplificazione  nella  pratica;  al  quale  scopo,  si  avrà  cura  altresì, 
di  lasciare,  via  via  che  si  trovano,  tutti  i  resultati  (prodotti  e  somme)  parziali 
che,  a  memoria,  appariscano  multipli  del  divisore  a  cui  ci  riferiremo;  ed  inoltre, 
ogniqualvolta  nel  numero  dato  o  in  quelli  ad  esso  congi-ui,  via  via  trovati,  esi- 
stano degli  zeri,  salteremo  ogni  zero  incontrato  avvertendo  di  fare  un  corrispon- 
dente salto  nella  serie  dei  moltiplicatori  fissi  che  staremo  adoperando. 

Resulta  cosi  evidente  che  il  Criterio  di  Pascal,  oltreché  un*  importanza  teorica, 
in  quanto  dà  unità  e  generalità  a  una  delle  principali  teorie  delFaritmetica,  ha 
pure  una  notevole  importanza  pratica,  conferitagli  dalla  sua  generalità  stessa,  che 
permette  di  dedurne  moltissimi  criteri  particolari  di  pratica  utilità. 

Belluno,  marzo  '98. 

Alberto  Conti. 

4  •  »  


NOTA  SOPRA  1J\'APPLICAZ10M  DEL  TEOREMA  DI  WILSON 

e  sulla  formula  di  Stlrllng 


1.  Teorema.  —  Se  a  e  p  sono  numeri  interi  2>r/i«/  fra  loro,  ed  r  non  è  zero, 
vi  è  un  intero  ol  tale  che  si  ha 

OL  .a~r         (mod.  p). 
Si  considerino  i  resti  delle  divisioni  per  p  dei  tennini  della  serie: 
(1)  a,  2a,  3rt, (p  —  1)  n. 
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Essendo  per  ipotesi  p  primo  con  a,  nessuno  di  questi  resti  è  nullo;  di  più 
essi  son  tutti  disuguali  fra  loro  ;  poiché  se  fosse  m  .a=n,a  (mod.  p),  ove  m  ed  n 
sono  minori  di  p,  ne  verrebbe  che  m  .a  —  n .  a  =  (w  —  n)  .a  sarebbe  divisibile 
per  p  ;  quindi  lo  dovrebbe  essere  m  —  n,  il  che  è  assurdo,  essendo  m  —  n<C  p. 
Perciò  questi  resti  son  tutti  disuguali  fra  loro,  e  quindi  sono  p  —  1  e  nessun  d'essi 
è  nullo;  perciò  si  avrà  un  termine  aa  della  serie  (1)  che  diviso  per  p  dà  lo  stesso 
resto  di  r. 

2.  Teobeka  (di  Wilson).  —  Se  ^  è  un  numero  primo,  il  prodotto  |p  —  1  diviso 
per  p  dà  per  resto  p  —  1. 

Infatti  si  rappresenti  con  a  uno  dei  fattori 

1,  2,  3....,  (/>~2),  {p-D; 
e  si  consideri  la  serie 

(2)  rt,  2a,  3fi, (/>  —  2)fi,  {p  —  l)a. 

Pel  teor.  1  si  sa  che  un  sol  termine  di  questa  serie,  diviso  per  p,  dà  per  re- 
sto 1  ;  sia  desso  aa  ;  sicché  avremo  ' 

a .  rt  =  1        (mod.  p). 

I  numeri  a  ed  a  son  disuguali,  se  a  é  diverso  da  1  e  da  p  —  1.  Infatti  se 

poniamo  a» ri,  si  ha  «*=  1  (mod.  j?)*;  onde  a*  —  1  =  (a  +  1)  (a  —  1)  =  0  (mod. />)  ; 

qaindi 

ri  +  1  =  0        (mod.  p) , 

rt  —  1  =  0        (mod.  p)  ; 

ma  ciò  non  può  verificarsi  che  nei  casi  rispettivamente  di  a  =  />  —  1,  «=^1.  No 
segue  da  ciò  che  i  numeri,  che  sono  in  numeri  pari:  2,  3,  4, ...  .p  —  2,  possono 
essere  accoppiati  in  modo,  che  il  prodotto  dei  due  associati  diviso  per  p  dia  per 
resto  1,  cioè  sia  congruente  con  1  rispetto  al  modulo  p;  e  quindi,  moltiplicando 
fra  loro  le  congruenze  cosi  ottenute  si  avrà: 

2,  3,  4, ....  (p  —  2)  =  1        (mod.  p)  ; 

da  cui,  moltiplicando  per  ^  — - 1,  si  ha 

\p  —  l=p  —  1         (mod.  p). 

» 

3.  Teorema.  —  Se  |p  —  1  diviso  per  p  dà  per  resto  p  —  1,  U  numero  p  è 
primo. 

Infatti  se  p  non  fosse  primo,  esso  sarebbe  della  fqrma 

in  cui  K,  :,  Y sono  uguali  o  disuguali  fra  loro  e  diversi  da  1,  ciascuno  di  essi 

è  uguale  ad  uno  dei  numeri: 

2,  3,  4 p  —  1. 

Poiché  è 

(3)  >-l=-QiJ-f  (p-1), 
ossia 

|/>  —  I  =  Q  .  a  .  3  .  Y -i-  (jp  —  1) , 

il  numero  a  divide  una  somma  dì  due  parti  e  una  di  queste,  e  perciò  deve  dividere 
anche  l'altra  ]/;  —  !.  Ma  allora  ^;,  ^  —  1  ammettono  lo  stesso  divisore  a,  e  ciò  è 

assurdo.  Dunque  p  è  un  numero  primo. 
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4.  Da  quanto  precede  ne  consegue  che  se  la  divisione 

(4)  \P-1'P 

dà  per  resto  />  —  1,  il  numero  p  è  primo;  perciò  l'algoritmo  (4)  fornisce  il  mezzo 
per  far  riconoscere  se  un  numero  dato  è  o  no  primo  e  dà  pure  il  mezzo  per  poter 
formare  una  tavola  di  numeri  primi. 

Però  questo  metodo  è  puramente  teorico^  poiché  da  quello  che  segue  apparirà 
chiaro  che  desso  non  è  di  alcuna  utilità  pratica. 

5.  Formula  di  Stiri ing. 
Si  sa  che  è 

I      "-  i       oV     l2n  +  l) 

e  perciò 

(5)  iog(„+l)_log„  =  ^[l+j^-^J. 

ove  è  1  >  9  2>  0,  poiché  é 

11  11  le 


2   -f —   Q     •   /O^      .      1  \  /Q«      ,      1  \    + ■"  Q     • 


3  *  (2n  +■  1)*-^  ^  •  •  *  •      3  •  (2n  +  1)  (2n  -i-  1)  3  *  2n  (2n  +  2) 

1  9         _  e 

'^ir"4n(n  -f  1)""  12.1n(n-f)' 

Quindi  dalla  (5)  si  ha 

Ponendovi 

In 
(7)  V(n)  


la  (6)  diviene 

^^^  j2;^^^j-logcp(n)-log;p(»  +  l); 

e  quindi  ne  consegue  che  ò 

log  (p(n)>  log  (f(n  4-  1) 

log  ,P(»  +  1)  -  j^  <  log  T  («  +  1)  -  j2(7Tl)  ' 

1 

cioè  qp  (n),  9  (/i  +  1)  .«"IsiT  sono  la  1*  decrescente  e  la  2*  crescente,  quando  l'in- 
tero n  cresce. 

Designando  con  p  un  numero  intero  qualunque,  si  ha 

1  1 

V(n)>cp(n4-i^),     9  (»).«"  12.1  <  9  («+/>)  .  «"ii(n+p), 

l'ultima  delle  quali  si  può  scrivere  così 

0 

(9)  "^^^^      =3  e**"  ^"+P^ ,  ove  1  >  9  >  0. 

(f(n  \-p) 

Da  questa  si  ricava  facilmente  la  formula  di  Stirling  per  calcolare  approssi- 
mativamente il  prodotto  In  per  n  abbastanza  grande. 

Facendo  nella  (9)  »=«^,  si  ha 

0 

hm^^^ììme^'^ì; 
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e  quindi 

lim9(/^)-lim^'; 
e  per  la  (7)  avremo 


r        r  ^       r     lA    2     2     4     4  2^;  ~  2        2;? 


e  pel  teorema  di  Wallis 

(10)  lim<p(/))  =  V2^. 

Da  qui,  86  nell'eguaglianza  (9)  si  lascia  n  fisso  e  si  fa  crescere  p  indefinita- 
mente, si  ottiene 

(11)  "^^e^; 

\'2n 

e  per  la  (7)  si  ha 

_#_ 

(12)  |n  =  V27in.n»  .  «—  .  e^^«  , 

che  è  la  formula  di  Stirling;  quindi  si  ha  la  limitazione  seguente: 

}'2nn  .  n"  «-»  >  |n_>  \^2nTn  .  n"  e-°  .  -j^  • 

6.  Osservazione.  —  Per  n  -=  5009  il  valore  di  15009  è  un  numero  di  16360 
cifre;  quindi  per  riconoscere  se  il  numero  5009  è  primo  bisognerebbe,  oltre  a  cal- 
colarsi un  prodotto  di  16360  cifre,  dividere  un  numero  di  16360  cifre;  il  che  pra- 
ticamente può  dirsi  impossibile.  Questa  osservazione  appieno  giustifica  quanto  ab- 
biamo asserito  in  fine  del  n.  4. 

Milano,  31  marzo  1898. 

Prof.  Dionisio  Gambioli. 


DNA  SORGENTE  DI  IDENTITÀ  NDMERICHE 

Nota  di  ALBERTO  BRAMBILLA 


La  comoda  notazione  proposta  dal  prof.  A.  Capelli  per  le  potenze  fattoriali  (*) 

(1)  .-f"°"=  X  (e  -f  1)  (x  +  2) . . .  (0?  +  n  ~  1) 

ne  suggerisce  l'uso  per  la  deduzione  di  certe  identità  e  per  Teffettuazione  di  certo 
somme  notevoli,  di  cui  è  bene  conoscere  esempi.  I  calcoli  sono  molto  semplici,  e 
gli  argomenti  sono  di  quelli  che  possono  destare  l'attenzione  degli  alunni  delle 
scuole  secondarie,  cosicché  ai  nostri  colleghi  sarà  utile  averne  un  saggio,  che  io 
offro  in  questo  breve  scritto. 


(*)  Capelli,  L'Analisi  algebrica  é  l'interpretazione  fattori»'*,  delle  potenze,  Q\orn»\b  ùì  Battftglini, 
1894.  —  Oppure  Lezioni  di  Algebra  complementare.  In  cntraiiibe  queste  opere  del  prof.  Capelli  tro- 
vniisi  molte  altre  identità  dimostrate  nel  nostro  ordine  di  idee. 
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1.  —  Un-ma  potenza  ordinaria  (n  intiero)  di  un  qualunque  numero  x  è  espri- 
mibile come  aggregato  (addittivo)  di  potenze  fattoriali  del  medesimo  numero. 
Infatti  si  ha: 

.Ì,«  «ai  r.  ».n— 1 

(2)   «|a?"*  — 6/?"^4-7u?'»"— 4'}r"-* 

E  ciò  dimostra  Tenunciato. 

Per  il  calcolo  effettivo  dei  coefficienti  e^  servono  le  seguenti  relazioni  ricorrenti  : 

^i(k+i)__^j(k)    ^  jt, 

^/k+i) __^,(k)    =(k  —  \)  ei^\ 
e3(k+i)_^,(k)    =^(h-^2)e^^^\ 
(3) 


>      «      •      ■ 

/k-fl) 
^h— 2 

■       ■       ■       • 

p(k) 
^h-2 

•       •       • 

3 

«     •     • 
«^h-8  » 

p(k+l)  , 

_/k) 
Ni-1 

= 

2 

<^h-2  » 

^(k+1) 

>» 

1 

■1, 

da  cui  si  ricavano: 
eiC2)«   1; 

<fiC3)=   3  ,  ^i(8)-=  1  ; 

^i(4)«  6,  ^W=  7,  é?j(*)-=     1; 

^i(««10,  ^/«=i  25,  éfj'«=-  15,  «/«=     1  ; 

eiW«15,  «2^=  65,  ftW—  90,  C4^«)=  31,  éJ5(«=-  1; 
i?i(7)=21;  e2Cr)  =  i40,  cjC7)^350,  ér4^7)«301 ,  gjar^eS,  e/7)  =  l. 

Dando  poi  a  A;  i  successivi  valori  1,  2,  3, . . . ,  n  —  1,  n,  si  trovano  ad  esempio, 

«|(«— ^i(»)«l, 

<,l(3)__g^(2)^  2, 


é'iO'-i)  — éfi  (''-«=  ik  — 2, 
e/k)     >_^j(k-i)«jt— 1, 
eppèrò,  sommando, 

(4)  éfiC««l  +  2+...+(Aj-l)-|-A:(A:-l) 

Similmente,  ^«^'^ —  ^2^'^     =■  1 


^,(k-l)_^j(k-2)«(Jt_3).^/k-2)^ 

e,W     — e2Ck-i)«(A:_2),eiCk-i), 
e,  sommando, 

P2(k)«.i  -f  2^i(»)  4-  3«iC^)-f  . , .  +  (^•— 3)<f,Ck-3)4.  (^_2)  ciCk-») 

1^0^-2.0  4.3^         ...      «,(^--2)Ct-3)^,,          (fc^l)(fc-2) 
«14-2.  — -1-3.  — -f...  i-(Ar  — 3) \-{k  —  2) 

«|-(l«.2  i  213  4-33.4  4- . . .  -h  (k—^?{k—2)  4  (^._2)2(^.— 1)} . 
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Ma  _ 

x\  n  -i-  \)'^x{  tf  4- 1)  (  ^  J-  2  — 2)  =./•*  — 2 /;« , 
e  quindi 

epperò,  in  virtù  dell*  identità 

(5)  l'^-l-2'i^-r  ...-ha"i^^"^\(*) 

ti  f  I 

si  avrà  ancora 


8  3 

=-^^-^(^-2)'^-8(/.— 2)M 

(6)  -=  ^[k-2){k^\)km'-h). 

£  poi  hì  troveranno 

^3(6;       __^,(5)       =3.^,(5) 


epperò,  sommando, 

é-jCk)  -1  4-  2é?a(*)-l-  Sé-jW^. ...  4  (A:_4)p,(k-2)^  (*•— 3)é?iCk-i) 

--I4  ì^X2X2.3.4(3.4-5)-|-4jX3X3.4.5(3.5-5)+  ... 

...  +  -^X(A— 3)X(A— 3)a--2)(A:-l)(3{t-l)-5) 

--  ^  (1  •.2.3(3.3— 5)  +  2«.3.4(3.4— 5)  -1-...4 (jk-3)*(il— 2)(A:— l)(3(i;— 1)— 5)} 

Ora  il  termine  generico  di  questa  somma  tra  {    }  è 

./«(i;  +  l)(./7  4-2)(3(i7  +  2)-5) 

e  la  X  va  da  1  fino  a  A* — 3.  Svolgendo  questo  prodotto  si  trova  che  esso  è  espri- 
mibile nella  forma 

3( /•— 1)"^— S  ( /;  — l)^-f  3 /;"*"— 8 /.'^ 
Quindi  si  otterrà 

é?8('^)-^~{3[l*^4  2"^+  ...  +a--4)'^]-S[l^-f  2^-h  ...  f  (/:-4)M 

-f  3[1^4  2^4-  ...  -t  (A-  -  3)^]-8[l  «"4-  2^4-  ...  4  (A:  — 3)"»]}. 
E  finalmente,  avvalendosi  della  (5),  risulterà 

4o 

E  così  via.  Sarebbe  interessante  che  qualcuno  studiasse  la  determinazione  di  e^^. 

2«  —  L'n-ma  potenza  fattoriale  di  un  tiumero  qualunque  x  può  sempre  espri' 
mersi  rome  aggregato  di  potenze  fattoriali  di  un  altro  numero  qualunque  y. 

Infatti,  se  poniamo 
.t'  =  y4-^, 

(*)  Yeggasi,  per  esempio,  Capilli,  L'analitl  aìgthrica  ecc.  menzioiiatH.  —  Si  trova  pure  la  dimo- 
strazione della  formola  a  pag.  43  del  Pitagora,  Anno  II  (1896)  del  prof.  Fazzari  di  Avellino,  nel  quale 
periodico  sono  altre  esorcitazioni  di  questa  specie. 
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si  sa  (Vandermonde)  che  (*) 

e  ciò  dimostra  l'enunciato. 

Come  corollario  si  può  affermare  che  /'n-»j(i  potenza  ordinaria  di  x  si  può 
esprimere  come  aggregato  di  potenze  fattoriali  di  un  altro  numero  qualunque  y. 

3.  —  //  prodotto  Xi«i  .  xjo*,  dove  sono  Xi  ed  xg  dri  numeri  qualunque  ed  ai ,  aj 
degli  interi  (che  basterà  considerare  poetivi)  è  esprimibile  come  aggregato  di  po- 
tenze fattoriali  di  un  numero  qualsiasi. 

Infatti,  per  il  n.  1,  si  hanno  le  relazioni 


Xi 


«i=:.ri«»-iP, W.ri°»~^  ^  ...  — (— Iprr,, 


e  quindi  il  prodotto  ri"'  .  ./a"*  è  una  somma  di  termini,  de'  quali  il  generico  è 


Ora,    non   occupandoci  del   coefficiente  ( — l)^'^^  ei^i)  ^(«j>^  osserviamo  che  per 

il  n.  2,  la  potenza  v^"^  è  esprimibile  come  aggi'egato   di   potenze  fattoriali  di 
.ri  -|-  «1  —  r,  e  quindi  sarà 


.,«i-»\;.«»-«=,«.-r((,,  +  a,_r)««-»(«7-)(r,-ri-ai  I  r)(  n  f  ai-rr«-»"-^f ... 

In  questo  modo  si  vede  che  ù"'  .  c^  è  esprimibile  come  aggregato  di  potenze 

fattoriali  di  ri  (oppure  di  a'%):  ed  allora  per  il  n.  2,  si  potrà  asserire  che  lo  è 
pure  mediante  potenze  fattoriali  di  un  numero  qualunque,  come  si  è  affermato. 
In  modo  analogo  si  dimostra  che  un  prodotto  della  forma 


Hi  Oa         a.T  fX. 


"      1         ''9      '        '-i*   *   *  '^  ' 


è  esprimibile  come  aggregato  dì  potenze  fattoriali  di  un  numero  qualunque. 

Inoltre,  osserviamo  che  queste  dimostrazioni  si  possono  condurre  anche  in  varie 
altre  maniere. 

4.  —  Debbasi  eseguire  la  somma 

1^2^  . .  h^-\-  2«.  3^  .-.  [h  +  1)*+  . . .  +n>.  -h  1)^  . .  (w  -h  h—ì)\ 

Ossei-viamo  anzitutto  che  il  termine  generale  è 

.v\ju  -f  1)^  . .  (./?  +  ;i— !)*=(  i^)*=  .t^(  ,:Jf.h—h)^ 
ossia, 

^v'^[  (  /; -I-  h)^+  (^)  {~h){a:  +  h)^^+  Q)  {-hy(x  4  h)^^^  f  . . .  -f-  (-/i)^}  , 

vale  a  dire 

...  +  (— !)'■  /*(/i  — 1)...2.1.  r"^. 


(*)  Veggasi  Capelli,  L'analifti  Algehnca  ecc.,  ed  nuche  Pitagora,  Anno  citnto,  pug.  28. 
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In  virtù  della  (5)  se  ne  conclade  che  la  somma  da  calcolare  vale 


2h  i-ì      \±2h'^        \2_        2h—l  |J_  2h—2^"' 


...+(— l)'»/i(/i  —  l).  ..2.1.: 


7»  1 1: 
Se  invece  della  data  somma  si  dovesse  calcolare 

si  osserverebbe  che  il  termine  generale  è  (  i?  *»)'  =s  (/;*')',>{;  •*  e  quindi,  in  forza  del 
precedente  sviluppo  di  (  <;  **  )*,  esso  è 

a-'i^Cr  f2fc--2;i)"^ -^-j^  c2»^  (/;  4- 2^-1-2^4-1)"^+...  +  (—1)^^^ 

e  qaindi  si  applicherebbero  gli  sviluppi  e  le  identità  ricordate. 
5.  —  Proponiamoci  di  calcolare  le  somme  seguenti: 

I)  1.2'4  2.3»+...-f  n(n  +  l)« 

II)  1 .  2*.3«-h 2.3».4»  f ...  +  n(n  -h  1)*(»  4-  2)» 

III)  1.2«.3^4*4  2.3».4».5*-|-...-un(n-hl)«(n  \  2)^n  ^  S)* 

Per  effettuare  il  calcolo  della  I),  si  cominci  ad  osservare  che  il   suo   termine 
generale  è 

.c(<7-f-l)»=.c^— c-"^; 

cosicché  la  medesima  I)  equivale  alla  seguente: 

IT4  2'^4-...  f  n^-(l"«"+2^+...-hn»") 
e  per  la  (5) 

^T~"T  ^  i^'*('»  +  1)('»^2)(3h  +  5). 
Per  calcolare  la  li),  si  noti  che 

x{  >:  -h  1)«(  V  4-  2)^  =  x^—l  ìT*  4-  10  /J^— 2  r;"»", 
opperò  che  la  II)  è  equivalente  all'altra 

l'«"4- . . .  4- n"^—  7{l5"4-...4.n'} 

— 10  {  1^4-...  4- n~}  —  2  (  l"»"4- ...  4-n^} 
ossia,  per  la  (5),  è  eguale  ad 

^-7^-^10-^-2^  «-^{6n» 4-41  n«f67n-185). 

Al  calcolo  della  somma  III  si  perverrà  nel  seguente  modo.  Il  suo  termine  ge- 
nerale è 

.i;Gr4-l)*U4-2)»(r4-3)*, 

il  quale  si  potrà  scrivere  pure 

.J^{  .  +  l)T(c'4-2)M/."4-3); 
sviluppando  il  secondo  fattore  secondo  le  potenze  fattoriali  di  c4-4  (n.  2),  avremo 

.t'M.r  4-  l)Hv  -f-  2)  M  e  f  3)  =  a?M  /.'  4-4— 3)M  ^'  -h2)'^(  c-\-S) 
«a7^{(/;4-4)^— 9U4-4)^4-18)(7  4-4)  — 6}  (  t?  f  2)^(  <:  4- 3) 

=  {  .c~—9v^-^ìSc~—6'j'*'j  (<7^-2)M*''4-3) 
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Questo  prodotto  si  compone  della  somma  di  quattro  prodotti:  ora  in  ciascuno  di 
questi  il  fattore  {./;-f2)*si  potrà  esprimere  per  potenze  fattoriali  di  numeri  scelti 
opportunamente  per  elevare  l'esponente  fattoriale  del  primo  fattore.  E  precisamente, 
nel  primo  termine,  {a: -^2)^  sì  esprimerà  per  potenze  fattoriali  di  {.v-\-l),  nel 
secondo  per  potenze  fattoriali  di  j; -*■  6,  nel  terzo  di  .^'  +  5,  e  nel  quarto  di  /' 4- 4. 
Si  otterrà 

-'r    18/;^— 108/.;^  4-108  ..-J^  _ 

—     6/:«  4-   24'.'S— 12c-*  }  (.^7  4  3) 

=  {  .c'^~19  /,~4- 110  v;~— 222  /.^  4- 132  6^—12  /;^}  (.^4  3). 
E  quindi,  nuovamente,  ponendo  ••  4  8  =  .t'  —  9  —  6^  <•  4-  8 —  5  =  . . .  rispettivamente, 

,r  M  ^  4  ir  (  e  -f  2)"»'^''  -f  3)  _ 

—  19i^4     95  r^  _ 

4.  110,;«— 440/;_^  _ 

—  222  0  '  +  (566  /;^  _ 

'  1-32  r  •■^  — 254  ^_^  _ 

_  _  _  _  _-    12  ^'^4- 12/7^ 

=  ./j*«— 25r"-'  4205(7'*— 662^;'  -^  798 ';«  —  276/;'^  4  12/;*. 
Così,  applicando  la  (5)  troviamo  che  la  somma  Ili)  è  eguale  a 

mTT            ^To               ^T              ^"s"               »,T               «"e"  „'5~ 

'^         25  ^  4-  205  4^^ 662^  -h  798^5 276-^^ 12  "" 


11  10    '  9  8     '  7  6  6 

6.  —  Si  propone  ai  volonterosi  di  cercar  la  legge  dei   coefficienti  nello  svi- 
luppo per  potenze  fattoriali  di  ciascuno  dei  prodotti  : 

.r;((;4-l)«  (07  4-2)3...  {CrOL  —  iy^ 

Xa  (|7  4-1)«  ...(/74-A;— 1)«  , 

x(  /.'  4-  /») (  ^  +  2A) .  . .  (  ^'  -h  [a—  1] h), 

.e  [e  4-  h)''{:v  4-  2/0^  . .  (  <7  4-  [»  —  ^^"  y 

,c»  {c  +  h)<^  (  /;  4-  2h)»  ...{/•  4-  [Jc  —  l]hy^  , 

e  di  altri  consimili,  e  quindi  l'espressione  dello  somme  analoghe  alle  I),  II),  III) 
per  questi  casi  generali.  Non  è  necessario  osservare  che  converrà  cominciar  dai 
casi  particolari  più  semplici:  sarà  già  un  bel  risultato  il  poter  stabilire  delle  re- 
lazioni ricorrenti  fra  i  coefficienti  in  ciascuno  sviluppo,  le  quali  dovranno  poi  ser- 
vire alla  scoperta  della  legge  richiesta. 

Napoli,  luglio  1898. 


-♦-•• 


ANCORA  SUI  CARATTERI  DI  DIVISIBILITÀ 


A  complemento  di  una  mia  nota  precedente  sul  soggetto,  inserita  nel  IV  fase, 
di  questo  Periodico,  ed  in  risposta  alle  considerazioni  che  vi  aggiunse  (V  fase.) 
il  sig.  dr.  Levi,  espongo  quanto  segue,  per  mostrare  come  la  questione  possa  ri- 
dursi ad  una  grande  generalità  e,  nello  stesso  tempo,  ad  una  estrema  semplicità. 
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Sia  ])  un  numero  intero  qualunque,  e  lo  ai  ponga  nella  fonna 

ove  sia  a%  o  h  primo  con  p. 

Sia  inoltre 

N  ==—  Aai  +  B 

un  altro  numero  intero  maggiore  o  uguale  a  p.  Stante  le  ipotesi  fatte,  è  sempli- 
cissimo  il   dimostrare  che  ìa  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  sia  N  un 

multiplo  di  p  ^ 

XboLi  —  Baa  =  0  (mod.  p). 
Infatti  : 

P  se  sono  verificate  le  uguaglianze 

Aai  -h  B  -  N, 

moltiplicandole   rispettivamente  per   B  e  per  h  e  sottraendo  membro   a  membro 

l'una  dall'altra  si  ha 

Aftxi  —  aBa  =  6N  —  Bj; 
cioè, 

A6ai  —  flBx  =  0  (mod.  jf)  ; 

2"  inversamente  se  sono  verificate  le  uguaglianze 

aoi  -\-  h  —  p, 
XboLx  —  aBa  =/>K, 

sommando  la  prima  moltiplicata  per  B  con  la  seconda,  si  ha 

(Aai  +  B)/>=/;Ki, 

che  ci  dà,  pel  caso  di  h  primo  con  p, 

N  =  0(mod.;>); 

sottraendo  invece  la  seconda  dalla  prima  moltiplicata  B,  si  ha 

(Aa,  -f  h)a%—pKt 

donde  pel  caso  di  aoL  (e  non  h)  primo  con  p 

N  =  0  (mod./>). 

Per  non  dover  chiedere  troppo  spazio  al  Periodico,  mi  astengo  da  considera- 
zioni particolari  e  da  deduzioni  di  regole  speciali  che  ognuno  può  fare  da  sé.  Av- 
verto per  altro  che  molte  delle  regole  da  me  precedentemente  stabilite  (divisibilità 
per  11,  17,  81  ecc.)  possono  subire  notevolissime  semplificazioni,  che  del  resto  pote- 
vano ottenersi  anche  indipendentemente  da  quanto  ho  esposto  ora  e  da  quanto 
dice  il  dr.  Levi  nella  sua  nota. 

E  superfluo  aggiungere  che,  applicando  convenientemente  il  criterio  ora  esposto, 
si  può  dedurre  una  regola  di  divisibilità  per  qualesivoglia  modulo,  sia  esso  mag- 
giore o  minore  di  10,  pari  o  dispari.  Così,  diviene  possibile  far  conoscere  parecchi 
caratteri  particolari  di  divisibilità  oltre  a  quelli  finora  contenuti  nei  trattati  il  che, 
d'accordo  col  collega  dr.  Conti,  (*)  ritengo  molto  utile  per  la  scuola. 

Forlì,  ottobre  189H. 

Prof.  Ferruccio  Mariantoni. 


(•)  V.  nel  IV  f.isc.  di  questo  /V»-/orf/ro  l'artic.  nulla  tlìriffihilità  dei  numeri. 


^-^ 
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.UZIONI  DELLE  OOISTIONI 420, 422, 423, 424, 425, 426, 42],  429, 4 


420.  Se  si  considera  il  sistema  delle  formule 

6.=?S.-..,^,    ,,=^,,.-u,^^^.    c.=^c,._„^_,(. 

dove  4»  ^  In  forma  quadratica  (nelle  \i\) 

ed  è  Ux^  uiXi  +  uaX2  +  U3X3  +  U4X4  (x=^,  %  C),  la  equazione 


=  0 


1,2,3,4) 


Xi      Xs      X3      X4 

§'1  S  2  ^'a  S'4 
fì'i  ri'i  r/s  rì\ 
S'i    C'a    *'8    C'4 

si  eonfonde,  a  meno  del  fattore  9^  con  l'altra 


ove 


/         <)cp\ 
,  /;er  es.,  è  ìxYi^-r-\  ciò  che  diventa  il  determinante  precedente,  quando  al  posto 

degli  elementi  della  ;?»,  5%  4',  orizzontale  si  pongono  rispettivamente  le  171,  le  Ci»  l^ 
—  ;  eJ  dove  X,  è  rid  che  diventa  lo  stesso  determinante,  quando  al  posto  degli  ele- 
menti delle  medesime  orizzontali  si  pongono  ordinatamente  le  Sì,>]i,(^ì. 

Del  Re. 

Risoluzione  del  Dott.  Ing.  C.  Merizzi  di  Udine. 

Sostituendo  nel  determinante  dato  alle  d ,  r^'i ,  t^'i  i  loro  valori,  la  2',  3*,  4' 
linea  risultano  formate  di  elementi  binomi;  perciò  il  determinante  si  scompone 
nella  somma  di  otto  determinanti,  di  cui  quattro  soli  non  sono  identicamente  nulli, 
e  si  ha 


./•i  .r« 

rz.Ci 

Xi  .T2 

./'a  .Va 

.ri  Xi  xz  Xa. 

J7i   ra  078  074 

i-nU 

rn^ 

ò? 

Òfp 

?^l 9^4 

<P§1 9^4 

9ti  •  •  • 

■  •  9?4 

—  ">: 

ÒHI 

ÒU4 

-^; 

Ocp               Ò'^ 

"c 

<P>}1  — -.9174 

9>2i  .  •  • 

■  '^•n* 

ÒTJi  .  .  . 

.  .òrìA 

ÒU\ ()W4 

òip            69 

9C1  •  •  . 

"9^i 

Zi  '  '  ' 

..«PC4 

«PCl <?>l^4 

<)//i Òua 

4- 


Se  ora  nel  secondo  determinante  poniamo  la  2*,  3*,  4'  linea  rispettivamente  al 
posto  della  4*,  2*,  3*;  nel  terzo  determinante  poniamo  la  2%  3%  4*  linea  al  postp 
della  3*^,  4^  2"  ed  usiamo  le  espressioni  simboliche,  abbiamo 


'■{'^■-".H5^)--("«'^)-"--(*i}-»- 


e.  d.  d. 
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422,  Un  cerchio  col  centro  in  un  punto  variabile  P  di  un'ellisse  passa  per  uno 
dei  fuochi  0'  e  sega  il  raggio  vettore  che  unisce  P  all'altro  fuoco  0  nei  punti  FiPi. 
Dimostrare  che  il  luogo  dei  punti  PiP»  è  una  curva  del  sesto  ordine  che  si  spezza 
in  un  cerchio  di  centro  0  e  in  una  quartica  razionale  (curva  di  Jerabék)  avente 
in  0  un  nodo  e  in  0'  un  punto  tacnodale.  Retali. 

Risoluzione  del  Dott.  Prof.  G.  Cardoso-Laynes  di  Livorno. 

Considerando,  insieme  all'ellisse  data,  il  circolo  di  centro  0  e  di  raggio  2a 
(essendo  a  il  semi-asse  maggiore  deirellisse),  se  si  congiange  con  0  un  punto  qua- 
lunque Ps  di  questo  circolo  e  dal  punto  P  d'intersezione  di  PsO  con  Teliisse  si 
fa  centro  e  si  descrive  un  circolo  che  passi  per  0'  ;  siccome  PO  -f-  PO'  =  2a,  que- 
sto circolo  taglierà  la  OP  in  due  punti  di  cui  uno  è  P2;  l'altro  si  indichi  con  Pi. 
Segue  da  ciò  che  il  luogo  di  P2  al  moversi  di  P  suirellisse  è  il  circolo  di  centro  0 
e  di  raggio  2a;  in  quanto  a  Pi  può  dirsi  che  genererà  una  cw^va  di  Jerabék  avente 
in  O  il  nodo  e  in  0'  il  tacnodo)  infatti,  siccome  l'angolo  PiO'P«  è  retto  perchè 
iscritto  in  mezzo  circolo,  il  punto  Pi  può  ottenersi  nel  modo  seguente:  Dato  un 
circolo  di  centro  0  ed  un  punto  fisso  0'  del  suo  piano,  sia  OPs  un  raggio  del  fa- 
scio 0,  si  conduca  da  0'  la  perpendicolare  a  OT2,  il  punto  d'incontro  di  questa 
perpendicolare  con  OPa  è  il  punto  Pi  ;  questa  appunto  è  la  generazione  della  curva 
di  Jerabék.  (*) 

Del  resto,  si  perviene  allo  stesso  resultato  anche  riferendoci  ad  altra  genera- 
zione della  curva.  Poiché  OPi  =  p  —  PiP  (essendo  p  il  raggio  vettore  dell'ellisse 
dal  fuoco  0)  ed  evidentemente  PiP  =  PO',  poiché  inoltre  si  ha  P0'  =  2a  —  p,  ne 
segue  OPi  =  2(p  —  a).  Ma  poiché  la  concoide  di  un'ellisse  dal  fuoco,  ottenuta  di- 
minuendo il  raggio  vettore  di  un  segmento  eguale  al  semi-asse  maggiore  è  una 
curva  di  Jerabék^  si  ha  che  il  punto  Pi  descrive  una  tale  curva.  Inoltre  poiché  sì 
ha  OPa  =  p  -f  PPa  =  p  +  PO'  e  PO'  =  2a  —  p,  avremo  0P«  =  2a  ciò  che  dimostra 
che  Pa  genera  un  circolo. 

Osservazione.  —  Se  O  si  allontana  a  distanza  infinita,  cioè  se  l'ellisse  diviene 
una  parabola,  la  questione  422  può  modificarsi  nel  modo  seguente  : 

Un  cerchio  col  centro  in  un  punto  variabile  P  di  una  parabola  passa  per  il 
fuoco  0'  e  sega  la  parallela  condotta  da  P  aitasse  nei  punti  PiPa.  H  luogo  dei 
punti  ViV^  è  una  cubica  che  si  spezza  in  una  retta  (direttrice  della  parabola)  ed 
in  una  parabola. 

Ciò  si  dimostra  direttamente  senza  difficoltà. 

Altra  risoluzione  del  Dott.  Ing.  C.  Me  rizzi  di  Udine. 

423.  Un  triangolo  OVP  ha  due  vertici  fissi  mentre  il  terzo  P  percorre  un  cer- 
chio C*  passante  per  0;  dimostrare  che  il  luogo  del  punto  P',  separato  armonica- 
mente da  P  mediante  il  punto  circolo  V  ed  allineato  con  0,  è  nna  cubica  razionale 
circolare,  inversa  di  ellisse,  parabola  0  iperbole  secondo  che  il  centro  di  C*  è  in- 
terno, sopra  0  fuori  della  parabola  avente  0  per  fuoco  e  per  direttnce  la  perpen- 
dicolare ad  |0V|  in  V.  Retali. 

Risoluzione  del  Dott.  Prof.  G.  Cardoso-Laynes. 

Assumendo  per  asse  x  la  OV  e  per  origine  0,  posto  OV  =^  *;t  e  P  =  (.ri  yi), 
l'equazione  della  retta  OP  è 
(1)  .ryi— 0-1^  =  0 


(*)  Qaesta  ù  la  prima  generaziono  data  della  curvi  di  Jerabék;  come  gentilmente  mi  comunirò 
il  chiar.  Prof.  Retali.  (V.  Mathesis,  t.  V,  1«S5,  pag.  110). 
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e  quella  della  polare  di  P  rispetto  al  punto -circolo  Y  è 

(2)  (x  —  m)  (jci  —  m)  +  yyi  =  0. 

Essendo  T  Z£  {x,  y)  l'intersezione   delle  (1)  (2),  poiché  risolvendo  queste  rispetto 

a  xi  1/1  si  ha 

,,j ,  nix  (x  —  w)  tny  {x  —  m) 


a;2  _^  yi ^j^  i'  ^2  -j-  y2  „,^   ' 

quando  P  si  muove  su  C^  V  equazione  del  luogo  di  P'  sarà  data  sostituendo  con 
le  (8)  in  quella  che  rappresenta  C^  E  poiché  se  con  a,  b  s'indicano  le  coordi- 
nate del  centro  C  del  circolo  C'^  che  passa  per  V,  l'equazione  di  questo  sarà 

ar^-f //*  — 2aar  — 2%«0, 
avremo  per  il  luogo  di  P',  fatte  le  debite  riduzioni: 

(4)  (x^  -f-  y^)  (x [m  —  2a]  —  2bi/)  +  mx^ (2a  —  w)  -  2bm  xy—  m'^y^  «0. 

Questa  cubica  è  evidentemente  razionale  ed  inoltre  passa  per  i  punti  ciclici. 
Ciò  prova  che  la  trasformata  di  un  circolo  C*  nell'  inversione  di  Uirst  che  ha  per 
conica  dei  punti  uniti  un  punto-circolo  V  e  per  polo  un  punto  qualunque  di  C*  è 
una  cubica  razionale  circolare. 

L'equazione  complessiva  delle  tangenti  nel  punto  doppio  essendo 

ar*  (m  —  2a)  -}-  2bxy  -f  my'^  ==  0 , 
la  (4)  avrà  un  nodo,  un  regresso  od  un  punto  isolato  secondo  che 

(5)  m'^  —  2am  —  b^  =  0. 

> 

Osserviamo  che  la  parabola  che  ha  per  fuoco  0  e  per  direttrice  la  a?  —  m  ha 

per  equazione 

x^  -\-  y^  =  (x  —  m)* 
cioè 

(6)  i/'^  -f  2mx  —  m^  =  0 

e  perciò,  siccome  il  discriminante  della  (6)  è  negativo,  secondo  cheC  =  (o,&)  sarà 
esterno  alla  (6),  sulla  (6)  o  interno,  avremo 

(7)  62^2am  — m*  =  0. 

< 

Confrontando  le  (5)  (7)  si  conclude  che  la  cubica  (4)  sarà  nodale,  cuspidale 
o  acnodale,  e  perciò  inversa  di  iperbole,  di  parabola  o  di  ellisse  (preso  per  polo 
un  punto  della  curva)  secondo  che  C  è  estemo  alla  (6)  o  sulla  (6)  o  interno  a 
questa  come  si  voleva  dimostrare. 

Osservazione.  —  Se  il  circolo  C^  anziché  passare  per  0  passasse  per  V  (come  per 
errore  di  stampa  (*)  era  detto  nelV enunciato  della  questione  proposta),  prendendo  V 
per  origine  e  per  asse  x  la  VO,  analogamente  si  trova  per  il  luogo  di  P'  la  cubica 
razionale  circolare 

(7)  (x^  +  y^)  (2bx  +  y  [m  —  2a])  —  2bmx'^  +  2amxy  -=  0 
la  quale  ha  per  tangenti  nel  punto  doppio  le 

(8)  bx  —  ay  ^^0         e         a?  =  0 

cioè  la  ve  e  la  perpendicolare  condotta  da  V  alla  VO.  Perciò  se  a  ^  0,  fe  ^  0, 
essendo  reali  e  distinti  le  (8),  la  (7)  sarà  nodale  e  perciò  inversa  d'iperbole,  se 
rt  a»  0  le  (8)  sono  coincidenti  e  quindi  la  (7)  avrà  un  regresso  (inversa  di  parabola), 
se  poi  è  ò  =  0  la  cubica  evidentemente  si  scinde  in  una  retta  ed  un  circolo. 

Può  notarsi  che  l'assintoto  reale  della  (7)  è  perpendicolare  all'assintoto  reale 
della  (4). 


(*)  Nell'enunciato  delift  Questione  4*28  (png.  200,  linea  4»)  invoco  di  V  deve  leggersi  0. 

(V.  Retali). 
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424.  Due  cerchi  tangenti  nel  punto  V  si  corrispondono  nella  inversione  di  Hirst 
avente  per  conica  dei  punti  uniti  il  punto-circolo  V,  e  per  polo  Valtro  centro  di  si- 
militudine dei  cerchi  dati.  Si  desidera  una  dimostrazione  analitica. 

Retali. 
Risoluzione  del  Dott.  ing.  C.  Merizzi  di  Udine. 

Siano  C,C'  i  due  cerchi,  0,0'  i  loro  centri,  r^r'  i  raggi,  e  sia  P  il  polo  della 
inversione.  Come  assi  cartesiani  prendiamo  la  retta  dei  centri  e  la  tangente  co- 
mune in  V.  Al  punto  mobile  M  =  (.ro,.yo)  del  cerchio  C  corrisponde  nella  inver- 
sione il  punto  della  retta  PM  che  è  coniugato  armonico  di  P  rispetto  al  punto- 
circolo  y,  ossia  il  punto  comune  alla  retta  PM,  ed  alla  polare  di  M  rispetto  a  V.  La 

(2rr*  \  _ 

0, ^ j  ed  M  =  (ro ,  //o)  ha  per  equazione 

IW  'T?  —  .Vi)  •/  —  ^0 

/•  -H  r 
Essendo  .^;*  +  i/*  =  0  l'equazione  di  V,  quella  della  polare  di  M  è 

(2)  xci  e  +  </o.y  =  0. 

Se  tra  la  (1),  la  (2)  e  l'equazione  del  cerchio  C, 

(3)  ./-o*  4-  //o^  =  2r  ro 

eliminiamo  .ro,2^o,  otteniamo  l'equazione  della  curva  corrispondente  a  C,  e  che  si 

trova  difatti  essere 

x^J^.y^=^2rx 
cioè  quella  del  cerchio  C. 

Altra  risoluzione  del  Dott.  Prof.  G.  Cardoso-Laynes. 

425.  Trovare  V  inviluppo  delle  iperboli  passanti  per  un  punto  0,  e  aventi  un 
assintoto  dato  a  e  per  secondo  assintolo  una  tangente  variàbile  di  un  cerchio  pas- 
sante per  0. 

Retali. 
Risoluzione  del  Doti.  Ing.  C.  lierizzi  di  Udine. 

Assumendo  come  assi  cartesiani  il  diametro  e  la  tangente  al  cerchio,  passanti 
per  0,  e  chiamando  r  il  raggio  del  cerchio  stesso,  saranno  rispettivamente 

X  cos  a  -f  //  sen  a  —  p  =  0 
(  e  -4-  r)  cos  (0  -f  //  sen  (o  —  r  =  0 

le  equazioni  dell'assintoto  fisso,  e  di  quello  mobile.  Si  ottiene  l'equazione  della 
iperbole,  scrivendo  che  il  prodotto  delle  distanze  del  suo  punto  corrente  (X,  Y)  dagli 
assintoti  ò  uguale  all'analogo  prodotto  delle  distanze  del  punto  0,  cioè 

■ 

[X  cos  (D  +  Y  sen  co  —  r  -f-  r  cos  co]  [X  cos  a  -f  Y  sen  a  — pl^"  pr  — pr  cos  o>, 
ossia 

(1)  cosu)[X(Xcosa4-Ysena — ^/>)-|-  r(Xcos5t-f  Y8ena)]-}-sena)[Xcosa-f  Ysena-/^JY^ 

=  r  [X  cos  a  4-  Y  sen  a]. 

Derivando  la  (1)  rispetto  ad  co,  abbiamo 

(2)  —  sena)[X(Xcosa4-Ysena— ^)  4->"(Xcosa-f  Ysena)]-f  cos(o[Xcosa-f  Ysena— />]Ys=0. 

Per  avere  l'equazione  dell'inviluppo,  occorre  eliminare  to  tra  la  (1)  e  la  (2): 
a  tal  uopo,  quadrando  e  sommando  si  ha,  dopo  le  debite  riduzioni 

(Xcosa-|-Ysena-/))[X^cosa+Y3sena+X^Ysena-XY^cosa-fX2(2rcos>.-/?)-ijY«4- 

+  2rXYsena]=  0. 
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Cioè  r  inviluppo  è  una  quartica,  che  si  spezza  in  una  retta  (l'assintoto  dato  a) 
ed  in  una  cubica,  la  quale  ha  un  punto  doppio  nell'origine  0,  perchè  la  sua  equa- 
zione manca  dei  termini  di  1^  grado  e  del  tarmine  noto,  e  perciò  è  razionale.  (*) 

426.  Da  un  punto  fisso  0  nel  piano  di  una  iperbole  si  conduce  ad  un  punto 
variabile  P  della  curva  un  raggio  g  segante  un  assintoto  a  nel  2}unto  A:  poi  a  par- 
tire da  A  ed  in  seftso  opposto  a  quello  del  segmento  OP  si  stacca  su  g  il  segmento 

AF  =  -  ÓP. 

Trovare  il  luogo  del  punto  P'. 

Retali. 
Risoluzione  del  Dott.  Ing.  C.  Merizzi  di  Udine. 

Presi   come   assi   cartesiani   gli   assintoti   della   data  iperbole,  sia  0  =  (m,  n) , 

P  =  (.^o,//o),  P' =  (/;,//). 

Poiché  il  raggio  g  intercetta  sull'asse  delle    r  (assintoto  a)  un  segmento   che 

.   .                               ,         wyo  —  nvo      , , . 
si  trova  essere  eguale  a  ,  abbiamo 

//o  —  n 

(1)  x^^^ \- m  —  .f\ 


i/o  —  n 

(2)  //  =  w  —  ;/o 

Se  tra  le  (1),  (2)  e  la  equazione  della  iperbole 

'Co  '/o  =  ^'■* 

eliminiamo  xo ,  //o ,  troviamo 

(v  —  2m)  7  *=>  k'^  —  wm, 

che  è  l'equazione  del  luogo  del  punto  P'.   Questo   luogo   è   dunque  una.  iperbole, 
avente  per  assintoti  a,  ed  una  parallela  all'alti'o  assintoto  della  iperbole  data.  (**) 

4*27.  Una  retta  h  è  simmetrica  di  un  assintoto  di  una  iperbole  H*  rispetto  ad 
un  punto  0  della  curva,  ed  una  trasversale  arbitraria  g  condotta  per  0  sega  h  in  P, 
e  di  nuoto  la  curva  in  P'.  Dimostrare  che  il  luogo  del  centro  del  segmento  PP'  è 
una  retta  equidistante  da  0  e  dall'altro  assintoto. 

Concludere  la  soluzione  dei  due  seguenti  problemi.  Costruire  la  iperbole:  1^  dati 

un  assintoto  a,  e  tre  putUi  0,  P,  Q';   2^  dati  un  assintoto  a.,  la  direzione  dell'altro 

assintoto t  e  due  punti  0,  P'. 

Retali. 
Risoluzione  del  Dott.  Ing.  C.  Merizzi  di  Udine. 

Detto  a  l'un  assintoto,  e  b  l'altro  sia  A~ag,  B  =  bg. 

Per  una  nota  proprietà  della  iperbole  sarà  OA  =«  BP',  ed  essendo  OA  =--■  PO, 
sarà  PO  ==  BP'  ;  ossia  il  centro  M  del  segmento  PP'  è  pure  centro  del  segmento 
OB.  Ne  consegue  che,  rotando  la  g  intorno  ad  0,  il  punto  M  descrive  una  retta 
equidistante  da  0  e  da  b. 

Risolviamo  ora  i  due  problemi  proposti. 

1*^.  Condotta  la  retta  OP',  seghi  a  in  A  :  preso  su  OP'  il  segmento  P'B  uguale 


(*)  Facendo  rotare  gli  assi  coordinati  da  un  angolo  »  attorno  ad  0,  e  denotando  con  m  la  retta 
equidistante  da  0  ed  a,  si  trova  che  lo  inviluppo  cercato  è  la  trasformata  del  cerchio  siiiimetrico 
al  dato  rispetto  ad  0,  nella  inversione  avente  0  per  polo,  o  per  conica  doppia  quella  formata  da  m 
o  dalla  retta  all'infinito.  Cioè  una  inversa  di  conica  rispetto  a  un  suo  punto. 

(Retali). 

(**)  So  m  è  la  retta  equidistante  da  0  ed  a,  il  luogo  corcato  è  la  trasformata  della  iperbole 
data  H^  nella  inversione  avente  0  per  polo  e  per  conica  doppi/i  quella  formata  da  tu  e  della  retta  aU 
l'influito.  —  Cioè  una  iperbole  passante  pel  punto  proprio  ove  H^  è  segata  da  m,  e  avente  per  assin- 
toti a  e  la  retta  simmetrica,  rispetto  ad  0  dell'altro  nss'ntoto  della  iperbole  data. 

•  (Retali). 
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e  di  senso  opposto  ad  OA,  B  è  un  punto  dell'assintoto  b  :  analogamente  condotta 
la  OQ'  a  segare  a  in  A'  e  preso  su  OQ'  il  segmento  Q'B  =  -—  OA',  B'  è  un  se- 
condo punto  dell'assintoto  6,  il  quale  è  cosi  determinato. 

2°.  Come  precedentemente,  trovato  il  punto  B,  e  per  esso  condotta  la  paral- 
lela alla  direzione  data,  quella  ò  il  secondo  assintoto  b. 

Trovati  gli  assintoti,  la  iperbole  è  facilmente  costruibile. 

Altra  risoluzione  del  sig.  A.  Maroni,  studente  nella  R.  Scuola  normale  superiore  di  Pisa. 

429.  La  sola  superficie  di  rotazione,  le  cui  linee  di  curvatura  sono  geodetiche 
è  il  cilindro  circolare. 

C  ABDOSO-L  A  Ylf  ES. 

Risoluzione  del  Prof.  Castellano  di  Torino. 

Della  superficie  di  rotazione  non  sferica  le  sole  linee  di  curvatura  sono  i  me- 
ridiani ed  i  paralleli.  I  meridiani  sono  evidentemente  geodetiche  della  superficie; 
perchè  lo  siano  anche  i  paralleli  è  necessario  che  sia  zero  l'angolo  che  la  nor- 
male al  meridiano  in  un  punto  qualunque  P  fa  col  parallelo  passante  per  P,  an- 
golo uguale  a  quello  che  la  tangente  al  meridiano  fa  coU'asse  di  rotazione.  Se 
assumiamo  questo  asse  come  asse  delle  z,  e  diciamo  r  il  raggio  del  parallelo, 
sarà  : 

quindi 

r  ^r  costante 

equazione  del  cilindro  circolare  retto. 

Altre  risoluzioni  dei  Prof.  Candido  e  Piccioli  e  del  sig.  Pinzi,  studente  nella  R.  Uni- 
versità di  Padova. 

430.  Sia  P  un  punto  mobile  di  una  retta  r  e  PPi,  PPa  l«  perpendicolari  con- 
dotte da  P  a  due  rette  ri ,  r2  complanari  di  r:  V  inviluppo  della  retta  Pi  Pa  è  una 
parabola.  Cabdoso-Laynes. 

Risoluzione  del  Prof.  Castellano,  del  Doti  Ing.  C.  Merizzi  e  del  sig.  Zeno  Giambelli, 
studente  della  R.  Università  di  Torino. 

Le  punteggiate  ri ,  rs ,  simili  alla  r,  sono  simili  tra  loro,  e  quindi  la  retta  Pi  P« 
che  unisce  due  punti  corrispondenti  inviluppa  una  parabola. 

E  fuoco  di  questa  parabola  il  piede  della  perpendicolare  condotta  dal  punto 
d'incontro  delle  n  ,  ra  sulla  ;•:  sono  tangenti  le  rette  stesse  n  ,  rj  e  le  altezze  ad 
esse  corrispondenti  noi  trilatero  r ,  ?'i  ,  ra ,  quindi  si  costruisce  facilmente  vertice, 
podoria,  direttrice,  ecc. 

Il  teorema  sussisto  anche  nel  caso  più  generale  che  le  rette  PPi,Pp2,  anziché 
normali  ad  ri,ra,  siano  rispettivamente  parallele  a  due  direzioni  date. 

Altre  risoluzioni  dei  Prof.  Candido  e  Piccioli  e  del  sig.  A.  Maroni. 

Osservazioni  del  Prof.  Castellano. 

I.  Ne  consegue  il  Teorema  **  In  ogni  triangolo  i  piedi  -delle  perpendicolari  ab- 
bassate dai  piedi  di  una  altezza  sugli  altri  due  lati  e  sulle  altre  due  altezze,  sono 
in  linea  retta  „. 

[Ne  propongo  la  dimostrazione  ai  lettori  del  Supplemento], 

II.  In  un  triangolo  Ai  Ai  A3  due  lati  A1A2,  Ai  A3  colle  altezze  corrispondenti 
Al  Hi ,  A>  Ha  inviluppano  una  parabola  i!i  di  fuoco  Hi.  Siano  Uà  e  IIs  le  altre  due 
parabole  analoghe  aventi  per  fuochi  i  punti  Ha,  H3.  Sono  tangenti  comuni  alle  III 
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e  Ilg  il  lato  Ài  A-i  e  l'altezza  A3  H3.  La  terza  tangente  comune  è  la  retta  che 
unisce  il  punto  medio  Ms  di  Ai  A2  col  punto  medio  N3  di  A3  H,  essendo  H  l'orto- 
centro. Infatti  applicando  il  noto  teorema  che  la  circonferenza  circoscritta  al  trian- 
golo formato  da  tre  tangenti  comuni  a  111  e  ITg,  passa  per  Hi  H2,  e  siccome  passa 
anche  per  H3  ,  punto  d'incontro  delle  due  tangenti  comuni  note,  sarà  la  circonferenza 
dei  nove  punti.  Essa  incontra  le  rette  Ai  Hi ,  A3  H3  precisamente  nei  punti  M3 ,  N3 , 
e  la  retta  M3  N3  sarà  la  terza  tangente  comune  cercata. 

Ne  segue  che  le  tangenti  comuni  alle  II»  e  Ts  sono  le  rette  AsAs,  Ai  Hi, 
Mi  Ni ,  e  le  tangenti  comuni  alle  Ha ,  Hi  sono  le  rette  As  Ai ,  As  H2 ,  Mg  N2 . 

I  punti  di  contatto  di  ciascuna  di  queste  tre  parabole  colle  rispettive  tangenti 
sono  facili  a  determinarsi,  e  mi  pare  non  privo  di  interesse  lo  studio  della  loro 
distribuzione  nel  triangolo. 


QUISTIONI  PROPOSTE 


431.  Sono  dati  in  un  piano  un  punto  0,  una  retta  //?,  la  cui  di- 
stanza da  0  è  A',  e  un  cerchio  C^  eli  raggio  r  passante  per  0,  e  col 
centro  sulla  perpendicolare  condotta  da  0  ad  in  :  se  sopra  un  raggio  g 
variabile  del  fascio  0  segante  di  nuovo  C^  in  P,  prendiamo  il  punto  P' 
simmetrico  di  P  rispetto  a  (gtn),  il  luogo  di  P'  è  una  concoide  Slusiana; 
dimostrare  che  questa  concoide  è  la  inversa,  rispetto  a  un  vertice, 

di  una  conica  centrale  la  cui  eccentricità  è  V  t-.  Per  r  --=  /;  si  ha  la 

cissoide  di  Diocle,  per  r  -  2k  la  strofoide  retta,  per  r  -=  4A'  la  trisettrice 
di  MaC'Laurin. 


432.  Al  grande  asse  OA  di  un'ellisse  E*  il  cui  piccolo  asse  è  OA  :  v3, 


,      .  ,  ;     .X     ;-  doppi( ^ 

e  dimostrare  le  principali   proprietà  note  della  curva,  partendo  dal 
nuovo  modo  di  generazione  indicato. 

433.  Dati  in  un  piano  un  punto  0  e  due  rette  parallele  m,  n  equi- 
distanti da  esso,  sopra  un  raggio  variabile  del  fascio  0,  facciamo  cor- 
rispondere a  un  punto  P,  il  punto  P'  separato  armonicamente  da  P 
mediante  ?//,  n  :  dimostrare  che,  nella  trasformazione  quadratica  invo- 
lutoria  così  definita, 

1®  le  coniche  tangenti  in  0  alla  bisettrice  h  della  striscia  {m,  n)  si 
trasformano  in  cubiclie  razionali  aventi  la  retta  all'infinito  per  tan- 
gente stazionaria; 

2^  i  cerchi  passanti  per  0,  in  cubiche  paraboliche  aventi  per  tan- 
genti nel  punto  doppio  0  le  rette  isotrope: 
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3®  a  cerchi  passanti  per  0  e  coi  centri  su  ft  corrispondono  rròM^//^ 
miste,  e  a  cerchi  passanti  per  0  ortogonali  ai  precedenti  cuhiehe  du- 
plicftfn'rl; 

4^  alle  parabole  col  vertice  in  0  e  tangenti  a  b  corrisponde  un 
fascio  di  parabole  di  Neil;  alle  parabole  {d' Apollmiio)  a.\ enti  per  asse 
la  normale  condotta  da  0  ad  m,  corrispondono  quartiche  razionali 
cuspidate  in  0,  aventi  la  retta  air  infinito  per  tangente  tacnodale 
(quaHirlifi  piriformi,  toupies) 

5^  a  coniche  centrali  con  un  vertice  in  0  e  un'asse  parallelo  a  m, 
corrispondono  ixirabole  nodo  fé  di  Neirfon;  in  particolare,  a  iperboli 
equilatere  folii  parabolici, 

434.  Nella  inversione  considerata  nella  quistione  precedente: 

1^  a  iperboli  equilatere  col  centro  in  0  e  un'asse  parallelo  ad  m 
corrispondono  lemniscate  di  Gerono  (hnits) ;  ad  iperboli  equilatere  di 
centro  0  con  un  assintoto  parallelo  ad  m,  corrispondono  parabole  cu- 
biche; 

2^  a  una  cubica  mirta  col  punto  doppio  in  0  e  l'asse  di  simmetria 
parallelo  ad  m,  corrisponde  una  cissoide  di  Diocle; 

W^  a  una  strofoide  retta  col  nodo  in  0  e  l'assintoto  parallelo  ad  m 
corrisponde  la  inversa  rispetto  ad  0  di  un  trifolium  retto; 

4^  alla  Ireuzcurve  col  centro  in  0  e  un'asse  parallelo  ad  m  corri- 
sponde un  cappa,  diretto  verso  il  punto  (m,  n). 

N.  B.  L'oq.  della  enhica  mista  (•)  è  a-« -f  y» -f  2xy«  =  0. 

,      della  kremntrce  è  ar* -4- y*  =  a'-'x-y*. 

„      Aél  cappa  h  (x*'4-y*)x2=  «iy*. 

Nello  inveisioni  rispetto  ad  0  (trAsf.  per  rHggi  vettori  reciproci)  il  raggio  del  cerchio  doppio  è  1. 

V.  R. 

435.  Sono  dati  in  un  piano,  una  curva  algebrica  C^ ,  di  grado  jp, 
un  punto  0  e  due  rette  parallele  m,n  equidistanti  da  esso;  una  tan- 
gente variabile  t  di  C**  seghi  m  in  M  ed  n  in  N:  determinare  lo  in- 
viluppo delle  parabole  circoscritte  al  triangolo  OMN  e  aventi  gli  assi 
paralleli  ad  m. 

Esaminare  i  casi  particolari  in  cui  C^'  è 

a)  una  conica; 

b)  una  cissoide  di  Diocle  con  la  cuspide  in  0  e  l'assintoto  reale 
perpendicolare  ad  y/?: 

e)  una  parabola  cubica  col  centro  sulla  bisettrice  della  striscia  (m,  n) 
e  la  tangente  stazionaria  perpendicolare  ad  m; 

d)  una  strofoide  retta  col  nodo  in  0  e  l'assintoto  reale  parallelo 
ad  m.  Retali. 

436.  Si  riducano  razionali  le  seguenti  equazioni: 

j_  .       _i_  i_ 

a)  .A=^  +  .r^'  -f-  .rs'»  ■=  0, 

_L  _L  _L 

b)  .ri^   +  ./'a^   +  j's*  -  0, 

i-  -L  J-  J_ 

e)  .ì\  3  4  .rg  3  -F  Xs  '  -f-  ,rj  =  0. 

Lazzeri. 


(*)  Stuiliata  dai   sig^'.  Honkel  (Iiiaug.  Dissert,  Marburg,  18b2)  o  G.  de  Loiigcbamps  (J.  S.  18S6, 
pp.  '245-247):  hi  duiiomin.izione  è  del  secondo. 
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437.  In  un  tetraedro  qualunque  A1A2A3A4  si  indichino  con  0  il 
centro  della  sfera  circoscritta,  con  ai,a2.a8,ai  le  facce  e  con  r^y  la 
retta  condotta  nella  faccia  ai  dal  centro  del  cerchio  circoscritto  per- 
pendicolarmente alla  mediana  partente  da  Aj  . 

Dimostrare  che  le  sei  rette:  (*) 

0(f/ia,  «aO,  0(rtia,  cf^i),  0(^^u,  r^«),  0(^28,  ((92) ,  0{a^,  r^a),  0(^/8*,  M 

sono  gli  spigoli  di  un  angolo  tetraedro  completo,  il  cui  triedo  diago- 
nale è  formato  da  8  piani  perpendicolari  alle  congiungenti  i  punti 
medii  delle  coppie  di  spigoli  opposti.  Gallucci. 

438.  Sono  dati  in  un  piano  due  punti  A,  A',  una  retta  e  un  punto  0 
su  questa.  Preso  un  punto  P  del  piano,  si  conducono  le  rette  AP,  AT 
che  incontrino  la  retta  passante  per  0  rispettivamente  nei  punti  H,  K. 
Dimostrare  che  il  luogo  del  punto  P  tale  che  il  prodotto  OH  X  OK 
sia  costante  è  una  conica  passante  per  A  e  A'.  Celestrt. 

439.  Se  Tj^ — ^ — •  =  S  Cn  z"-^  con  k  numero  intero  è  positivo, 

(1   —  Z)      —    (l         n  =  i 


00       gt 


ed  a  è  numero  qualunque  diverso  da  1,  si  ha:  k  e  "'""  =  K  4  S  TT^"* 
dove  <i\,  (li,  . , .  ,(iv.  sono  le  k  radici  /^e^^n^e  (jj  ^^ 

440.  Se  Pi,  2?3, }h sono  tutti  i  numeri  primi,  Tuno  escluso, 

-^    1 

ordinati  in  modo  qualunque  ed  ò  /•  >  1  e  Sr  =  2  —7.  si  ha: 

11-1  '^ 


^  ~  ri  1  -  -!-  - 1  -  ^ . 


Vitali. 
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Nou  è  il  caso  di  spendere  molte  parole  por  annunziare  la  recente  ristampa  di 
questo  Trattato  Elementare  d'Aritmetica  Teorica  favorevolmente  noto  ai  colleghi 
delle  nostre  scuole  secondarie  classiclie  e  tecniche:  il  suo  migliore  elogio  sta  nel 
fatto,  che  in  pochi  anni  ha  già  vista  la  quinta  edizione,  perchè  un  successo  cosi 
rilevante  di  stima  non  può  disgiungerai  da  meriti  intrinseci. 


(*)  Con  0{ftfh)  sì  indica  la  retta  ohe  pas'-rt  per  0  e  si  appoggia  alle  «ine  rette  <(,  h 
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Ba8ta  leggere  poche  pagine  di  questa  Aritmetica  per  convincersi  che  è  stata 
pensata  con  serietà  di  intenti  e  curata  con  amore  nella  distribuzione  della  materia, 
nel  coordinamento  delle  teorie,  nella  forma  dell'esposizione,  in  tutti  i  particolari. 
Evidentemente  il  Ch.  Autore  ha  lunga  pratica  delle  esigenze  e  delle  difficoltà  del- 
l'insegnamento  dell'Aritmetica  Teorica  per  giovani,  che  s'iniziano  allo  studio  delle 
Matematiche. 

La  saggia  parsimonia  nello  sviluppo  delle  teorie  e  nell'esposizione  dei  teoremi  ; 
la  precisione  delie  definizioni;  l'esattezza  e  la  limpidità  delle  dimostrazioni:  l'asten- 
sione generalmente  osservata  da  vani  cicalecci  (non  rari  anche  in  Trattati  di  chia- 
rissimi Autori)  che  vorrebbero  sostituire  gli  schiarimenti  orali  dell'insegnante, 
mentre  invece  impediscono  all'alunno  di  vedere  nettamente  le  proprietà  fondamen- 
tali ;  la  mancanza  di  novità  non  ancora  assodate  bene  e  non  ancora  rese  abba- 
stanza piane  per  intelligenze  giovanili:  l'uso  accorto  dei  simboli  letterali:  tutti 
questi  pregi  ben  a  ragione  hanno  persuaso  non  pochi  colleghi  a  preferire  gli  Ele- 
menti del  Mazzola  al  classico  Trattato  del  liertrand,  di  cui  però  essi  seguono  le 
linee  generali  e  ricordano  molte  dimostrazioni  e  del  quale  i  primi  capitoli  sono  in- 
dubbiamente insufficienti  anche  nelle  edizioni  rivedute  degli  ultimi  anni. 

Davanti  a  siffatte  qualità  degli  Elementi  del  Mazzola  —  non  comuni  in  libri 
elementari,  benché  negli  ultimi  anni  si  sia  verificata  fra  noi  una  fioritura  di  Arit- 
metiche Razionali  anche  buone  od  abbastanza  buone  — ,  i  rilievi  delle  poche  mende 
facilmente  riparabili  è  giusto  indietreggino:  d'altronde,  potrebbero  essere  in  parte 
consigliati  da  vedute  individuali,  cui  non  è  possibile  aver  riguardo  interamente. 

Tuttavia,  non  vogliamo  tacere  poche  osservazioni  d'indole  essenzialmente  di- 
dattica, delle  quali  il  Ch.  A.  terrà  il  conto  che  crederà  nella  nuova  edizione,  che 
gli  auguriamo  prossima. 

Sarebbe  bene  comprendere  nella  teoria  della  divisibilità  un  breve  cenno  sulle 
congruenze,  delle  quali  l'A.  dà  solo  la  definizione  in  una  noticina  a  pag.  65:  fra 
noi,  dopo  Amanzio,  anche  Arzelà  ed  Ingrami,  (ìrazzaniga,  Biasi,  Chierici,  ecc.  si  sono 
giovati  del  concetto  di  numeri  congi*ui  nei  loro  Trattati  elementari.  Non  crediamo 
plausibile,  specialmente  sotto  il  punto  di  vista  didattico,  il  divisamento  di  scindere 
la  teoria  dell'estrazione  di  radice  per  ripartirla  fra'  numeri  interi  ed  i  frazionari: 
evidentemente,  dimostrazioni  inerenti  all'estrazione  di  radice  quadrata  dai  numeri 
interi  possono  presentare  difficoltà  a  giovani,  che  non  hanno  ancora  appreso  le  teorie 
della  divisibilità,  dei  numeri  primi  ecc.  e  quindi  non  sono  abbastanza  svelti  nello 
studio  di  una  dimostrazione  piuttosto  laboriosa.  Non  ci  pare  conveniente  porre, 
sotto  l'unico  titolo  elevamento  a  potenza,  ì  teoremi  sui  prodotti  di  piìi  fattori  e 
quelli  sulle  potenze.  Tutte  le  lunghe  enunciazioni  delle  regole  pratiche  (num.  18, 
2S,  87,  61  ecc.)  che  gli  alunni  conoscono  già  per  lo  studio  dell'Aritmetica  pratica, 
po.ssono  essere  sempre  omesse  od  accennate  di  volo;  e  cosi  possono  essere  omessi 
quei  cappelli,  che  l'A.  premette  alle  definizioni  per  chiarirle  ovvero  mostrarne  l'op- 
portunità o  la  necessità,  perchè  essi  sono  esclusiva  pertinenza  dell'esposizione 
orale  dell'insegnante. 

►Senza  dubbio,  in  questi  Elementi,  soltanto  pochissime  coso  potrebbero  essere 
presentate  più  sinteticamente  (ad  es.  n.  ìj6.  osservaz.  a  pag.  73,  n.  115,  n.  175),  af- 
finchè gli  alunni  debbano  leggere  a  casa  unicamente  quanto  è  necessario  per  fissare 
bene  ed  approfondire  ciò  che  hanno  appreso  in  clasj>e.  Solo  pochi  punti  hanno  forse 
bisogno  di  maggiori  chiarimenti  e  ])ochi  altri  di  maggiore  estensione:  fra' primi  segno 
rultiiìio  pf-rioflo  del  penultimo  comma  della  pagina  01,   fra'  secondi    i   preliminari 
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(ove  però  uon  è  a  desiderarci  l'eccesso  di  materia  indigesta  per  principianti,  che 
si  deplora  in  qualche  Trattato). 

Per  le  esigenze  didattiche,  affinchè  non  rimanga  nelle  intelligenze  immature 
dei  giovanetti  il  benché  minimo  dubbio  (dai  dubbi  è  talora  generata  Tavversione 
alla  materia),  è  necessario  che,  specialmente  nei  primi  teoremi: 

l'enunciato  del  teorema  traduca  colla  maggior  precisione  possìbile,  nello  stesso 
ordine  e  colla  maggior  chiarezza  tutte  le  operazioni  fatte  sulle  lettere  :  sotto  questo 
rapporto,  il  corollario  1  del  teorema  n.  16  è  difettoso  ; 

non  si  incorpori  in  una  dimostrazione  qualche  proprietà  —  forse  molto  inte- 
ressante, per  quanto  evidente — ,  che  può  così  sfuggire  all'alunno;  il  che  avviene 
nel  teorema  n.  41  ; 

sia  marcata  bene  (sovrattutto  nei  primi  capìtoli)  Tapplicazione  dei  singoli  teo- 
remi e  sieno  quindi  fatti  meticolosamente  tutti  i  passaggi,  perchè  lo  studioso  vegga 
il  nesso  logico  di  tutte  le  parti  della  dimostrazione  e  non  si  abitui  a  fare  salti: 
ad  es.,  in  ciascuna  delle  proprietà  a)  e  fj)  del  n.  41  manca  un  passaggio.  Certo, 
non  è  necessario  che  ì  singoli  passaggi  sieno  preceduti  dall'enunciazione  del  teo- 
rema, sul  quale  si  basano:  basterà  citare  il  numero  di  questo,  nello  scrivere  la 
espressione  trasformata.  Anzi  sarebbe  bene  che  venissero  costantemente  citati  i 
numeri  dei  teoremi  che  si  applicano,  anche  per  affermare  la  necessità  che  l'alunno 
ogni  volta  riveda  l'enunciato  delle  proprietà  che  permettono  i  passaggi. 

Due  minime  osservazioni  per  la  forma  dell'esposizione.  E  preferibile  dire  con- 
dizione necessaria  e  sufficiente^  anziché  la  condizione  ecc.  L'A.  usa  sempre  la  pa- 
rola alterazione,  invece  di  variazione:  non  sarebbe  meglio  conservare  il  concetto 
naturale  che  una  qualunque  operazione  eseguita  su  di  una  formola  altera  la  com- 
posizione della  formola,  ossia  l'aggruppamento  delle  lettere  in  essa  contenute,  per 
quanto  il  valore  del  numero  generale  da  essa  rappresentato  non  varii? 

Gli  esercizi  (228  sino  alla  teoria  delle  frazioni  decimali,  compresi  quelli  sulle 
radici)  sono  bene  scelti  e  graduati:  tale  raccolta  però  sarebbe  bene  fosse  un  po' 
più  ricca,  specialmente  per  le  operazioni  fondamentali;  s'intende,  devono  essere 
sempre  esclusi  quelli,  che  possono  presentare  non  lievi  difficoltà  al  principiante, 
dei  quali  si  trovano  non  pochi  esempi  negli  Elementi  di  Bertrand  e  d'Amanzio. 

Finora,  l'Aritmetica  Teorica  è,  per  l'insegnamento  tecnico,  prescritta  al  primo 
biennio  dell'Istituto,  ove  dall'insegnante  può  essere  acconciamente  fusa  coi  pre- 
liminari della  cosiddetta  Algebra  Elementare  (per  formare  l'Aritmetica  Generale) 
e  così  è  più  in  là  distribuita  opportunamente  nel  corso  biennale  di  Matematiche 
Elementari;  mentre,  nelle  scuole  classiche,  lo  studio  dell'Aritmetica  Razionale  ap- 
partiene al  programma  del  Ginnasio  Superiore  e  precede  quindi  l'insegnamento 
dell'Algebra.  Augurandoci  che  anche  in  queste  ultime  scuole  sieno  adottate  le  sag- 
gio disposizioni  vigenti  per  gli  Istituti  Tecnici,  tanto  più  che  1*  insegnamento  del- 
l'Aritmetica Generale  e  dell'Algebra  potrebbe  essere  impartito  in  un  corso  qua- 
driennale (da  IV  ginn,  al  2*^  anno  di  Liceo),  troviamo  intanto,  in  questo  libro  del 
prof.  Mazzola  (ed  in  molti  congeneri),  alcune  teorie  non  prescritte,  per  le  scuole 
nelle  quali  può  essere  adottato:  esse  sono  l'estrazione  di  radice,  la  teoria  generale 
dei  numeri  in-azionali  (che,  secondo  noi,  non  è  a  posto  neanche  in  un  corso  inizialo 
d'Aritmetica  Generale  e  d'Algebra  Elementare),  il  sistema  metrico,  le  proporzioni. 
Se,  in  una  nuova  ristampa,  il  Ch.  A.  sopprimesse  queste  teorie  (95  pagine),  come 
hanno  fatto  nel  loro  recente  Compendio  Bevilacqua  e  Martini  e  come  avevano  già 
fatto  Panizza,  Testi  ed  altri,  potrebbe  offrire  ad  un  prezzo  ancor  più  modico  un 
libro  veramente  utile  alle  nostre  scuole  secondarie.  S.  Ortu  Carboni. 
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C.  BuRALi-FoRTi  e  A.  Ramorino.  —  Aritmetica  f  norme  per  rinsegna- 
mpiito  nelle  >u'ìwle  elementari  ad  uso  della  2*  e  3*  delle  scuole  nor- 
mali. —  Kl ementi  di  algebra  ad  uso  della  3**  elasse  tecnica.  (*) 

Il  Sig.  C.  Pacchiani  critica  nel  Fase.  V,  Anno  XIII  del  Periodico  di  Matema- 
tica la  parte  didattica  da  me  scritta  nel  libro  Aritmetica  e  norme  per  V insegna- 
mento nelle  scuote  elementari.  Non  è  mio  sistema  discutere  le  questioni  didattiche, 
precisamente  come  non  discuto  tante  altre  opinioni:  ma  l'A.  citando  non  conve- 
nientemente alcune  parti  del  libro  e  altre  non  citandone,  fa,  con  le  sue  osserva- 
zioni, apparire  il  mio  lavoro  sotto  una  forma  cosi  diversa  dal  vero,  che  sono  co- 
stretto a  confutare  con  prove  scientifiche  e  di  fatto  quanto  Egli  aiferma. 

"  È   bene   notare   subito  che  fin   qui,  nella   parte   teorica,  si  parla  di  numeri 

astratti  (l'A.  mi   perdoni  se  per  comodità  uso  ancora  una  vieta  distinzione), r  '• 

CO.SÌ  l'A.  (pag.  202).  Non  vi  è  nulla  da  perdonare,  ma  solo  da  fare  alcune  osser- 
vazioni, perchè  ciò  che  per  l'A.  sembra  essere  una  semplice  questione  di  nome, 
diviene  poi,  come  vedremo,  il  cardine  della  Sua  critica.  —  Siccome  il  termine 
vieto  non  può  avere  per  l'A.  il  significato  di  stantio,  rancido  che  si  applica  alle 
uova  e  alle  carni  salate,  vorrà  significare  invecchiato:  ora  i  termini  composti  nu- 
meri astratti,  numeri  concreti  sono  da  escludersi,  non  perchè  recchi,  ma  perchè 
errati.  Quando  diciamo  "  a  è  un  fiore  bianco  ,  intendiamo  dire  che  a  appartiene 
ad  un  tempo  alla  classe  fiore  e  alla  classe  delle  cose  bianche:  per  analogia  mi 
sarà  lecito  affermare  che  la  frase  *  «  è  un  numero  astratto  „  esprime  che  a  ap- 
partiene ad  un  tempo  alla  cla.sse  numero  e  alla  classe  delle  cose  astratte.  In  virtù, 
ad  es.,  dei  postulati  del  Dedekind,  sappiamo  che  cosa  voglia  dir  numero:  resta 
ora  all'A.  di  definire  la  classe  delle  cose  astratte  e  dirci  quali  sono  le  proprietà 
dei  numeri  astratti.  E  se  gli  verrà  fatto  di  dimostrare  che  ogni  numero  è  una 
cosa  astratta,  avrà,  per  un  noto  principio  di  logica,  numero -=  numero  astratto:  e 
se  dopo  ciò  vorrà  ancora  dire  che  concreto  —  non  astratto,  anche  in  questo  caso 
la  logica  Gli  dirà  che  non  esistono  numeri  concreti,  cioè  che  numero  concreto'^ nulla. 

L'A.  così  continua:  "* quindi  pare  che  fin  dai  primi  giorni  si  debba  abituare 

i  bimbi  a  considerare  i  numeri  interi  in  sé  soli,  cioè  indipendentemente  dalle  gran- 
dezze che  possono  rappresentare  „.  Pare,  ma  non  è,  perchè  a  pag.  12  (dove  comin- 
ciano le  norme  didattiche),  3"  capoverso,  è  detto:  "  In  primo  luogo  abitui  i  bam- 
bini a  contare  degli  oggetti j,,  e  quindi,  per   mio  conto,   anche  "  i  sindaci  che 

vogliono  fare  delle  economie  „  non  possono  sopprimere  i  "  tanti  ninnoli  immagi- 
nati per  invitare  i  bambini  a  contare  ,.  Pare,  ma  non  è,  anche  perchè  a  pag.  79, 
dico,  nella  parte  didattica:  **  Le  nozioni  che  ora  abbiamo  acquistate  relativamente 
alle  grandezze  ci  permettono  di  far  vedere  come  sia  non  solo  utile  ma  neces- 
sario introdurre  di  pari  passo  con  i  numeri,  e  le  loro  operazioni,  un  potente  ausi- 
liario per  l'insegnamento  elementare:  appunto  il  concetto  di  grandezza,  che,  esposto 
sotto  la  sua  forma  più  comune  e  intuitiva,  fa  vedere  per  quale  scopo  pratico  si 
introducono  i  numeri  e  le  loro  operazioni,  e  quindi  permette  di  poter  procedere 
dal  concreto  all'astratto  „.  L'A.  vede  bene  che  anche  io  la  penso  come  quei  maestri, 


(*)  Avremmo  volentieri  risparmiato  ai  lettori  del  Periodico  le  uova,  le  earni  salate  e  i  florì  bianchi 
del  Prof.  Burali- Forti,  con  i  quali  l'A.  si  propone  di  distruggere  le  critiche  fatte  nel  numero  prece- 
dente dal  Prof.'  Pacchiani  al  libro  Avilmetica  «  norme  i>er  Vinaegnamento  tlemtnfare. 

Lo  pubblichiamo,  cedendo  alle  insistenti  richieste  delPautoro  con  una  sola  osservazione.  L'articolo 
del  Pacchiani  si  poteva  riassumere  con  queste  parole:  II  libro  è  buono  scienti ficament«,  ma  didat- 
ticamente è  sbagliato.  —  La  risposta  non  è  una  risposta,  perchè  non  dimostra  la  bontà  del  libro  dal 
punto  di  vista  didattico. 

{Nota  dflla  rtdagionè). 
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coutrari  a  quei  tali  sindaci,  che  Egli  dice,  *  a  ragione  seguaci  del  principio  peda- 
gogico procedere  dal  concreto  alVnsIraUo  r- 

L'A.  è  tanto  convinto  che  **  si  ha  una  contradizione  fra  le  note  del  1"  cap.  e 
quelle  del  3** „  che  di  quest'ultimo  cap.  cita  il  seguente  periodo  (pag.  96)  :  **  non 

si  devono,  di  regola,    adoperare  i  segni  —  isolati,  ma  bensì   tenerli   sempre  uniti 

ut 
ad   una  grandezza,  ossia  considerare  gli  enti  —  A  „.  E  questo  è  in  contradizione 

n 

con  quanto  dico  a  pag.  79,  a  pag.  12  e  in  tutte  le  norme  didattiche?  E  evidente 
che  la  confusione  fatta  dall'A.  tra  vieto  e  errato  lo  ha  condotto  a  questa  critica 
sbagliata:  e  dico  evidente  perchè  la  parte  principale  della  critica  (pag.  202)  si 
apro  con  i  numeri  astratti  e  si  chiude  con  i  numeri  che  stanno  a  rappresentare 
grandezze  discrete:  ciò  dimostra  anche  che  l'A.  non  ha  un'idea  esatta  della  diffe- 
renza fra  numero  e  grandezza. 

Errori  grossolani  come  quelli  che  mi  attribuisce  l'A.  si  possono  fare  e  si  fanno, 
ma  io  non  sono  solito  a  farli. 

Per  finire  osservo  ancora  che  l'A.  dice  a  pag.  201  che  io  "  mescolo  discus- 
sioni e  elementi  della  Scienza  „.  Se  il  termine  discussione  sta  per  indicare  che 
nelle  mie  note  didattiche  vi  sono  delle  affermazioni  con  ditnost razione  e  vi  sono 
segnalati  certi  comuni  errori  scientifici  e  didattici,  se  il  termine  mescolo  sta  per 
indicare  che  ho  in'ercalate  le  norme  didattiche  nei  punti  della  parte  scientifica  ove 
mi  parevano  in  posto  conveniente,  allora  tutto  va  bene:  ma  se  la  cosa  è  altri- 
menti, sono  dolente  dover  dire  all'A.  che  Egli  fa  confusione  tra  il  libro  che  critica 

e  le  mie  Note  scientifiche (*),  le  quali,  del  resto,  Egli  stesso  dice  di  vedere 

emulsionate  con  le  mie  Lezioni  di  Aritmetica  pratica,  per  formare  V Aritmetica  e 
norme 

Arezzo.  30  Agosto  1898. 

BuKALi-FoBTi  Cesare. 

^Torino,  Accadomìa  Militare^ 

C.  Z.  Reggio.  —  Elementi  di  Geometria  e  Trigmmmetria  ad  uso  degli 
Istituti  tecnici.  Torino,  Paravia. 

Il  prof.  Reggio  ha  inviato  al  direttore  del  Periodico  un  lungo  ar- 
ticolo in  risposta  a  quello  del  prof.  Visalli  (pubblicato  nel  n.  preced.) 
sugli  Kìeinenti  di  geometria  e  trigonometria  dello  stesso  prof.  Reggio. 

(•rediamo  inutile  pubblicare  la  prima  parte  di  tale  articolò  nella 
quale  l'A.  si  lamenta  che  il  Visalli  non  abbia  voluto  discutere  le  in- 
novazioni da  lui  introdotte  nel  suo  libro;  per  debito  d'imparzialità 
pubblichiamo  invece  la  seconda  parte  nella  quale  TA.  risponde  diret- 
tamente alle  critiche  del  prof.  Visalli. 

Ma  vediamo  le  sue  censure. 

Anzitutto  per  la  sua  esclamazione  del  foglio  di  carta  vegga  il  lettore  le  mie 
parole  a  pag.  29,  n.  28. 

Le  definizioni  di  perimetro  e  strato  che  il  prof.  Visalli  riporta  virgolando,  non 
so  dove  le  abbia  pescate;  non  sono  le  mie  di  pag.  18  e  67. 

Sulla  contraddizione  circa  la  definizione  dell'angolo,  nella  quale  egli  mi  dice 


(•)  Note  seientìflrhe  e  critiche  alle  lezioni  di  Ant luetica  pratica.  Torino,  G.  B.  Petrilli,  1897. 
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caduto,  anche  questa  è  fabbrica  sua.  perchè  ha  letto  la  metà  superiore  della  pag.  33 
e  non  l'inferiore  alla  lettera  e). 

A  pag.  77  e  119  parlo  nel  solito  modo  degli  angoli  triedri  e  del  triangolo  sfe- 
rico; non  si  sa  perchè  il  recensente  dica  che  son  cose  curiose  e  nemmeno  si  com- 
prende il  motivo  della  sua  citazione  relativa  a  pag.  99  sugli  angoli  alla  periferia. 

Dice  il  censore  che  a  pagg.  8,  144,  149  vi  sono  dimostrazioni  sbagliate,  sarà; 
vegga  il  lettore. 

A  pag.  147  il  prof.  Visalli  mi  trova  in  errore  di  disposizione  di  teoremi  e  qui 
ha  molta  ragione,  senonchè  egli  dimentica  di  avvertire  i  lettori  che  l'errore  è  già 
stato  corretto  nell'eiTata-corrige  in  fine  del  volume.  Oltre  questo  errore  ve  n'è  un 
altro  (e  Dio  sa  quanti  altri!),  del  quale  il  Visalli  non  si  accorge  e  che  nopi  figura 
nell'errata,  ed  è  che  a  pag.  110  la  dimostrazione  di  De  Paolis  ha  bisogno  del  noto 
caso  particolare  ed  elementare  del  teorema  di  Desargues  che  ho  dimenticato  di 
mettere.  Poi  nalla  .stampa  dei  prospetti  di  pag.  275  è  nata  una  grossa  confusione  di 
formule  (sfuggita  anche  questa  al  recensente)  che  non  ho  rilevato  quando  correggevo 
le  bozze.   A  pag.  29  dovevo  meglio  dire  la  par/ina  del  foglio  e  non  il  foglio  ecc. 

Non  so  se  il  prof.  Visalli  abbia  mai  stampato  libri  e  specialmente  libri  di  testo; 
se  sì,  deve  sapere  per  prova  quanto  sia  difficile  andare  esenti  da  mende,  special- 
mente in  una  prima  edizione  e  quando  si  lavora  e  si  corregge  soli. 

Circa  l'eresia  della  equivalenza^  se  mi  sono  astenuto  dal  valermi  del  ben  noto 
postulato  e  non  ho  trattato  in  modo  generale  e  più  rigoroso  l'argomento,  ho  avuto 
le  mie  ragioni,  che  dirò  in  altra  sede;  ma  quello  che  ho  scritto,  sebbene  in  modo, 
dirò  così,  pia  grossolano  non  contiene  errore.  Gli  atomi  (superficiali)  e  le  molecole 
(solide)  ce  li  mette  il  prof.  Visalli;  io  ho  solo  parlato  di  aree  elementari  ed  è  con- 
cetto vecchio  di  cui  si  vale  anche  il  Chelini.  G.  Z.  Reggio. 

Alano  di  Piave,  Settembre  1898. 

A  proposito  di  questa  risposta  il  prof.  Visalli  ci  comunica  le  os- 
servazioni seguenti  : 

A  pag.  37  linea  9   degli  **  Elementi  di  Geometria  „  è  detto:  •*  Il   punto 

**  d'incontro  di  due  lati  successivi,  dicesi  vertice  del  poligono;  lato  il  segmento 
"  compreso  fra  due  vertici  successivi;  perimetro  la  successione  dei  lati,  che  è  una 
"  linea  spezzata  „.  Ed  a  pag.  67,  linea  21,  dice:  **  La  figura  data  da  due  piani 
**  paralleli  dicesi  strato  „. 

Io,  nella  recensione,  ho  scritto  :  "'  Perimetro  è  la  successione  dei  lati.  Strato 
**  è  la  figura  data  da  due  piani  paralleli  „. 

Il  prof.  Reggio  continua:  "  A  pag.  147  il  prof.  Visalli  mi  trova  in  errore  di 
**  disposizione  di  teoremi  e  qui  ha  molta  ragione,  senonchè  egli  dimentica  di  av- 
"  vertire  i  lettori  che  l'errore  è  già  stato  corretto  nella  errata-corrige  p. 

È  vero.  Nell'errata-corrige  si  legge: 

Errata  Corrige 

tetraedro  tetraedro  (citare  teorema  248) 

Quindi  l'alunno  studierà  al  n.  182,  pag.  147,  un  teorema  nel  quale  se  ne  cita 
un  altro  che  è  al  n.  248,  pag.  223.  Se  questo  si  chiama  correggere  l'errore,  e  se 
questi  sono  errori  da  errata-corrige,  lo  dica  il  lettore,  al  quale  lascio  la  cura  di 
apprezzare  le  altre  risposte  del  Reggio.  K. 


Giulio  Lazzeri  —  Direttore-responsabile 


Finito  di  stampare  11  ò  Noreiiibre  1808. 


Recente  pubblicazione: 

Kicci  Dott.  E.  —  Intorno  allo  studio  dei  Silicati,  —  Ulrico  Hoepli,  edi- 
tore, Milano. 

Questo  lavoro  mira  a  facilitare  lo  studio  dei  Silicati,  sia  nelle  scuole  secon- 
•darie  superiori,  sia  nelle  scuole  universitarie  o  speciali. 

Chiunque  sia  versato  negli  studi  di  storia  naturale  ha  presente  l'importanza 
grande  di  quella  classe  di  minerali  cosicché,  si  può  giustamente  stabilire  che  lo 
■studio  dei  soli  silicati  abbia  per  il  mineralogo  tale  importanza,  quale  ha  Io  studio 
dei  soli  composti  del  carbonio,  per  il  chimico. 

Nel  volume  l'Autore  cerca  di  ricondurre  tutte  le  formole  dei  silicati,  alle  due 
uniche  degli  acidi  ortosilicico  e  raetasilicico  e  dà,  in  ultimo,  una  classificazione 
-dei  silicati  così  semplice  da  potere  essere  proposta  anche  nell'insegnamento  secon- 
dario superiore. 

Il  I  Capitolo  dell'Introduzione,  ecc.,  parla  assai  estesamente  dei  silicati  in  ge- 
nerale, sotto  i  vari  aspetti  per  i  quali  interessano  tanto  Io  studioso;  il  II  Capi- 
tolo dei  mètasilicati  e  il  III  degli  ortosilicati:  seguono  dei  quadri  riassuntivi  e 
classificativi. 

Nei  vari  capitoli  si  è  presentata  all'Autore  l'opportunità  di  parlare,  in  rela- 
zione alla  struttura  chimica  dei  silicati,  degli  importantissimi  argomenti  dell'tso- 
morfismo,  della  caolinizzazione,  ecc.,  come  pure  di  riferire,  in  sunto,  le  notevoli 
conclusioni  alle  quali  giunsero,  relativamente  ai  silicati,  autori  illustri  quali  il  Dana, 
il  Daubrée,  il  Bombicci,  il  Tchermak,  ecc. 

Un  indice  analitico  facilita  assai  le  ricerche. 
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Le  annate  11^  e  12*  (1896  e  1897)  del  Periodico  si  trovano  in  vendita 
presso  la  direzione  al  prezzo  di  L.  6  per  l'interno  e  di  L.  7  per  l'estero. 
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